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prqtsvuNwyx{z|x}s~w�z�� wy� ��|� ���9�|���~���~� �{���v���:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>� ��|� �������|���~� �v�J� ���|�{� �~���J¡9¢5�|�}� �v�v���~�£� �{���v���v���v¤N�¦¥§���|����¨©�ª�>�:�>�:�>�:�:�¬«
W® wN¯ ®±° � ²´³ °�µ9¶ p ·
¸C¹}®±° � ²W³ °�µ9¶ p º
»½¼t¾�sv¿ ° ²´À�� x}ÁvÂ ® ¿��{z|Ã>ÁUwyxN�±Äy� Áv�{wyÃ>Á p}p
W® wN¯ ®±° � ²´³ °�µ9¶ » p}p
¸C¹}®±° � ²W³ °�µ9¶ » p~Å
��ÆÈÇÊÉËu�Àvuy�§Â{ÄNu{ÌNu�ÍÎ� ® ¿�u ¹ � À�� u ® Â ® z�Ï�¿��{z|Ã>Á pvÐ��� �ÒÑtÓ ¤N�~Ô��v�{���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �}��×§ØL�~���v� Ù�¨�Ö�¨©�|ÚÛ�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�>�@�ÊÜ��� ��ÝÞ�|���|Ô��©� �{����¨"�ß�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�à���
W® wN¯ ®±° � ²´³ °�µ9¶ � �}�
¸C¹}®±° � ²W³ °�µ9¶ � �}á
Å�âãÄ�x}Ávx{Ì{ÏNÄNz�� wyÇ�²W¿�ÇÊÉËu�Àvuy�ÎÍÎ� xäÍ±svx}¿�¿å� wy� ® Â ® z�¯�¿�x{z|x Å�º«{� ��æ>�{��Ó ¤N�~Ô��v�

Jacobi ç Gauss-Seidel
�v���

SOR
�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>��«vè«{� ��ÝÞ�|��é|Ô��©� �{�����:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�>�ëê�ì

W® wN¯ ®±° � ²´³ °�µ9¶ Å ·�p
¸C¹}®±° � ²W³ °�µ9¶ Å ·}·
·�íFs|ÉËu�Í±î>Á�� xïÄ�u�ÌNÂ}î>ÁvÂ}¿�xäwyxN�±wyx}Áv¾}Á ° ²´u{ÌNuNw�Ì{¯�svÃ ® Ï�²

Gauss ð pêv� �ÒÝÞ�����v��¨©�|�Ê�~¨£� �véë�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�>�àñ��êv� �òæã�©¤N����×§Ø£� �Có~������×§Ø��|�����>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:�>�:�:�>�:�>�:��ñ|ñêv� �õô:�|Ø�Ù|Ø��"ÚJæÞ�����~�����Ê¥§�{Ö|Ú
Gauss
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¸C¹}®±° � ²W³ °�µ9¶ · º}º
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$&%'$ (*) 6,+FG:\*4cS 6*G.-
• IN / �10|Ø������32}�|�}� �~×§ØL�|�£� ¤N�|×§Ø ç
• IN0 / �10|Ø��£���32}�|�}� �~×§ØL�|�£� ¤N�|×§ØL���54£�{���Þ¨©�*��Ö|Ô�Ó"Ø ç
• 6Z / �10|Ø��£���F���vÓ"����� ¥§ØJ�|�£� ¤N�|×ÎØ ç
• IR / �10|Ø������Pó~�����{�|��¨£� �v×ÎØJ�|�£� ¤N�|×§Ø ç
• IRn / �{���|���~� �vÙ~Ú>Õv×§���~Ú>¨"¥§Ø n

¡úÔ£� é|��¨©��¨¦¥§ØLÔ£� �|Ø��|�{��é�¨¦¥§Ø
x = (xi)

���
xi ∈ IR ç

• IRn,n / �{���|���~� �vÙ~Ú>Õv×§���~Ú>¨"¥§Ø n × n
óv� Ø�é��~¥§Ø

A = (ai,j)
���

ai,j ∈ IR ç
• |C / �10|Ø������P�~� �{�|Ô£� �~×§ØJ�|�£� ¤N�|×§Ø ç
• |Cn / �{���|���~� �vÙ~Ú>Õv×§���~Ú>¨"¥§Ø n

¡úÔ£� é|��¨"��¨"¥§ØJÔ£� �|Ø��|�{��é�¨"¥§Ø
x = (xi)

���
xi ∈ |C ç

• |Cn,n / �{���|���~� �vÙ~Ú>Õv×§���~Ú>¨¦¥§Ø n × n
óv� Ø�é��~¥§Ø

A = (ai,j)
���

ai,j ∈ |C ç
• o / ��Ö|Ô��"Ø£� �vÙFÔ£� é|Ø��|�{���C¨¦¥§Ø |Cn �v��� IRn ç
• O / ��Ö|Ô��"Ø£� �vÙ~Úãóv� Ø����v�|ÚÞ¨"¥§Ø |Cn,n �v��� IRn,n ç
• I / ���|Ø��|Ô£� ��� �~Ú87<¨©�|��¨"��¨£� �vÙ~Ú:9Ëóv� Ø����v�|ÚÞ¨"¥§Ø |Cn,n �v��� IRn,n ç
• IPn / �10|Ø��£���Pó~�����{����¨£� �~×§Ø:ó~������¥§Ø'0|�|¥§Ø>�~�£¤N���"0 ≤ n ç
• Cn[a, b] / �10|Ø������Ló~�����{����¨£� �~×§Øã�{�|Ø��|�Ê¨��|�{�¦¥§Øã�~� �|Ú����¦¨©�£����Ö�¨���Ú���� n

�{�|Ø��"Õ��©� Úó~�|������×Î�{�~�|Úã��¨©�*Ô£� é|��¨�Ö|���
[a, b] ç

• y(n) / Ö n
ó~�|��é���¥Î�{�~Ú>�~� �|Ú>�{�|Ø�é|�Ê¨�Ö|�{Ö|Ú

y ç Ô�Ö����|Ô��
y(n)(x) :=

dny

dxn
.

�
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íFs�� ® ¿�¾�² p ¶ p � eË��¨¦¥
k
�ä�|�£� ¤N��Ù~ÚE¨"¥§Ø*�{���|���~� �~×§ÚP�|Ø��gf��|�Ê¨���¨"¥§ØW� Ô£� �~Ô£� �|Ø��|�{��é�¨"¥§Ø�"Ø�Ù~Ú*óv� Ø����v�

A ∈ |Cn,n � (i)
�ÞØ

k = n ç ¨�Ù�¨£�F� A
��Ó¦�{�¦¨©���

“
��Ö£¡ú�¦�|�~� ó��|Ú

”
7
non-

defective
9¦�

(ii)
�ãØ

k < n ç ¨�Ù�¨��ã� A
��Ó¦�{�¦¨©���

“
�¦�|�~� ó~�|Ú

”
7
defective

9¦�
hW° î>s�Ï�¿�x p ¶ pji,kml

A ∈ |C
n,n nporqts n u s v>w"qgw�x1s y_n k qgz{s u s l�| s y_ngzt} |�~�| q l A qt� k v5syr�>�YqY�5�1s��A��z:�

íFs�� ® ¿�¾�² p ¶ »
(i)
� eËØ��|Úãóv� Ø����v�|Ú

A ∈ |Cn,n �©� Ø���� “ Ù~���v� �~Ú ” ���>Ó"Ø��Cóv� Ø����v� B ∈ |Cn,n�|Ø ∃ Ó"Ø��|Ú>�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú>óv� Ø����v�|Ú P ∈ |Cn,n ¨�Ó¦¨©�v� �~ÚÞ×§��¨�� B = PAP−1 � (ii)
� eËØ��|Úóv� Ø����v�|Ú

A ∈ |Cn,n ��Ó¦�{�¦¨©��� “ Ô£� ����¥§Ø£� �}� ���~Ú ” �|Ø>�©� Ø����vÙ~���v� �~ÚÞ���ÞÓ"Ø��LÔ£� ����×§Ø£� �Eóv� Ø����v���
hW° î>s�Ï�¿�x p ¶ »��.�5lN~ y l s l sD�'� k v>w"qgz�n�o l:�5k v>w�x1s �1�Iz | s z�� u s qgz�s u s l:| s y_ngz:� 7�¢9�{�y� �Þ���vÖ£¡�{Ö´�|� �'9
hW° î>s�Ï�¿�x p ¶ �!���k v>z.�'� k v>w>v>z A ∈ |C

n,n qt� k v5s u s v'�"� k � �Ds y l z,v k w>v5s�y ~:k�l v k qt� k v5syr�>�YqY�5�1s��A��z:� 7 ¢9�{�±� �Þ���vÖ|�{ÖW�|� �v� 9
hW° î>s�Ï�¿�x p ¶ Å��� � | � A ∈ |C

n,n n k v>z8q�x�y�s | s v k'~ z��'� k v>w>v>z:� 7��CÖ��{� AH = A
Ù�ó~�~�

AH = A
T �v���

A
�©� Ø������*�{�54����{�|ÚÞ¨©�~�

A
� 9�� ~:| q��

(i) � s�s u s l�| s y_ngz |tl�� A qt� k v5s �Wx�v'�Ay¡v | spw"ngz:� 7 ¢9�{�å� �Þ���vÖ|�{ÖW�|� � (i)
� 9

(ii)
� v¢s u s l u s v k'� �Dy¡v | v |tl�� A � l:� v k£| s � |�l s o l'�5k ��q u s v>w"qgw�x1s y_n k qgz&s u s l�| s y_ngz,qt� k v5sl xD¤ l �"� k s v"� 7��CÖ��{�ª�|Ø Ax(1) = λ1x

(1) �v��� Ax(2) = λ2x
(2) ç ��� λ1 6= λ2 ç¨�Ù�¨��

(x(1), x(2)) = 0 ç Ù�ó~�~� (u, v) = uHv
�©� Ø�����¨©�

“
�"��¥Î¨��"�£� �vÙJ�}� Ø�Ù~���"Ø��

”
Ô'0|�Ô£� �|Ø��|�{��é�¨"¥§Ø

u, v ∈ |Cn,n �§¢9�{�å� �Þ���vÖ|�{ÖW�|� � (ii)
� 9

(iii) � A n�oIqts n k v@���¡�:xDqgz “
l xD¤ l w>v k�l'k s�w ~

”
� �Ak�l � l s u s l u s v k5� �Dy¦¥ | � k � 7��CÖ��{�Þ��¨£� Ú

n
ó~�����{����¨£� �vÓ"Úã� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

λi ç i = 1, 2, . . . , n ç ¨"�~� A
�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��"0|Ø

n
� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0£¡�{����¨©�

x(i) ç i = 1, 2, . . . , n ç ¨�Ó¦¨©�v� �C×§��¨�� (x(i), x(j)) = δi,j
� 9

íFs�� ® ¿�¾�² p ¶ � � eËØ��|Út�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú´óv� Ø����v�|Ú
A ∈ |Cn,n ��Ó¦�{�¦¨©��� “

¤N�¦¨£� �véª�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú
”7

positive definite
9>�|Ø

xHAx > 0 ç ∀x ∈ Cn ç x 6= 0
�´æ

A
��Ó¦�{�¦¨©���

“
��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �vé�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú

”
7
non-negative definite

95�|Ø
xHAx ≥ 0 ç ∀x ∈ |Cn �

íFs�� ® ¿�¾�² p ¶ Å � eËØ��|ÚÞ�{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú�óv� Ø����v�|Ú
A ∈ IRn,n ��Ó¦�{�¦¨©����¤N�¦¨£� �véJ�v�£� �{��Ó"Ø��~ÚÞ�|Ø

xT Ax > 0 ç ∀x ∈ IRn ç x 6= 0
�Þæ

A
��Ó¦�{�¦¨"���}��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �véE�~�£� �{��Ó"Ø��~ÚJ�|Ø

xT Ax ≥ 0 ç
∀x ∈ IRn �
hW° î>s�Ï�¿�x p ¶ ·§i,k

A = (ai,j) ∈ |C
n,n qt� k v5s q�x�y s | s ¥ k�l zdw>v5s ¤5q | s�w>¥ l x1s �Dy_n k�l z3¨©yr�>�vgx k � | spw>¥ l x1s �Dy_n k�l z«ªg} |�~�| q ai,i > 0 ¨ ai,i ≥ 0 ªg} i = 1, 2, . . . , n � 7 ¢9�{�ª� �Þ���vÖ|�{Ö�|� ñ�� 9



¬ ø�1<I;'®t÷ËùAS:B"�AX«�¦ù:BDX7û B"¯ ê
hW° î>s�Ï�¿�x p ¶ ð � ��k v>z.q�x�y�s | s v k'~ z{�'� k v>w>v>z A ∈ |C

n,n qt� k v5sr¤5q | s�w>¥ l x1s �Dy_n kgl z°¨©yr�>�vgx k � | spw>¥ l x1s y��1n kgl z«ª±v k w>v5sFy ~'kgl v k±~ �"qgz l sds u s l�| s y_ngz |�l:� qt� k v5sd¤5q | s�w"ngz²¨©yr�>�vgx k � | spw"ngz«ª'� 7 ¢9�{�±� �Þ���vÖ|�{ÖW�|� è~� 9
qt¾�s�� ® ¿�x p ¶ p��� � | � A ∈ |C

n,n n k v>z@q�x�y�s | s v k'~ z@w>v5s³¤5q | s�w>¥ l x1s �Dy_n k�l zm�'� k v>w>v>z:�� ~:| q��
(i) det A > 0 � 7c�9�|Ø��¦ó�×§Ú:� A

�©� Ø����{�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú�� 9
(ii) � A−1 qt� k v5s�q�x�y�s | s v k'~ z�w>v5s�¤5q | spw>¥ l x1s �Dy_n kgl z:�
(iii) � s w � x1s l s � � l �'� k v>w"qgz Ak ∈ |C

k,k } k = 1, 2, . . . , n − 1 } |tl�� A qt� k v5s q�x�y�s | s v k�l �w>v5s¡¤5q | s�w>¥ l x1s �Dy_n k�l s �
7 ¢9�{�±� �Þ���vÖ|�{ÖW�|� ö�� 9
qtx}svx{z�¯�s�Ï ® Ï p ¶ p e9� Ø����Né|���"�{�Pó~���"2}�|Ø�Ó"ÚJÙ�¨£� / (i) ´ �F��ó~�|¨��¦��Ó"�{���£¨©�C¨©�~�{µã�¦¥§���£¡����¨©�~ÚW�|� «t� �{ÕD0|�~�|ØP�v������¨�Ö|ØFó~�"�£� ó�¨"¥§�{ÖWó~�~�´�

A ∈ IRn,n �©� Ø������{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú�� (ii)´ � ��ó~��¨��¦��Ó"�{����¨©�W¨"¥§Ø°µã�¦¥§���|����¨¦¥§Øä�|� ê´�v���9�|� ñt�v�£¤}×§ÚP�v���±¨"�~� ÝÞ�~�£� �}�|��¨©�~Út�|� �� �{ÕD0|�~�|ØE�v���y��¨�Ö|ØEó~�"�£� ó�¨"¥§�{Ö*ó~�~�*�
A ∈ IRn,n �©� Ø����y�{�|�����¦¨��£� �vÙ~ÚJ�v���N¤N�¦¨£� �vém7 ��Ö£¡�|��Ø�Ö�¨£� �vé>99�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��

]�SUTPdFSä294ú^
p ¶ p � eË��¨¦¥

A,B ∈ |Cn,n Ô'0|�JÙ~���v� �v�£óv� Ø����v�"Ú���7��CÖ��{� B = PAP−1 �}� �Þ�vé�ó~�v� �ãóv� Ø����v�
P ∈ |Cn,n � 9¶�C�©� fÊ¨��CÙ�¨£� / (i)

æ>�
A,B

Ó"Õ��~�|ØF���v�£� ��×§ÚJ¨£� ÚE� Ô£� �"ÚE� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú��
(ii)
�ÞØ

x�©� Ø�����Ó"Ø��´� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{���Fó��v�*�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��©����¨�Ö|Ø*� Ô£� ��¨£� ���
λ
¨©�~�

A ç ¨£Ù�¨�� Px
�©� Ø�����Ó"Ø��� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{���Ló~�~�E�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��©�{��¨�Ö|ØL� Ô£� ��¨£� ���

λ
¨©�~�

B
�

p ¶ » �C�©� fÊ¨��F��¨£�ÎÓ"Ø��|ÚFóv� Ø����v�|Ú
A ∈ |Cn,n �©� Ø����ÎÔ£� ����¥§Ø£� �}� ���~Ú*�|ØW�v���Î���|Ø��ï�|ØU�©� Ø������Ö£¡ú�¦�|�~� ó~��Ú��

p ¶ � �C�©� fÊ¨��:Ù|¨£�N�|ØC�
A ∈ |Cn,n �©� Ø����}�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú ç ¨�Ù|¨�� / (i)

æ>��� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú:¨©�~�
A
�©� Ø����ó~�����{����¨£� �vÓ"Ú��

(ii) ´ �F� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�Ló~�~�E�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��"0|ØJ�{�>Ô£� ���v�¦�v�£� ��Ó"Ø��"Ú>� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú¨©�~�
A
�©� Ø����{�~�©¤N����×§Ø£� ���

p ¶ Å �C�©� fÊ¨��*Ù�¨£�±�vé£¤N�F�~�©¤N����×§Ø£� � �10|Ø��£���ïÔ£� �|Ø��|�{��é�¨"¥§Ø
xi ∈ |Cn ç i = 1, 2, . . . , n ç

xi 6= 0 ç �©� Ø����v�{���|���~� �véE�|Ø��gf�é|�Ê¨�Ö�¨©�}�
p ¶ · � eË��¨¦¥

A ∈ |Cn,n Ó"Ø��|ÚC�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~ÚLóv� Ø����v�|Ú��F�C�©� fÊ¨��LÙ�¨£� ∃ Ó"Ø��|Ú unitary
7 �~�©¤N�|¡�v�|Ø���Ø£� �vÙ~Ú:9§óv� Ø����v�|Ú

P
7 Ô�Ö��{�

PHP = PPH = I
99¨�Ó¦¨©�v� �~Úã×§��¨��

PHAP = diag(λi),Ù�ó~�~�
λi ç i = 1, 2, . . . , n ç �©� Ø������v��� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚJ¨©�~� A

�37�· Ä�¾�À ° � ¸�Ï�¹ ¢9�{�ã� �Þ���vÖ|�{Ö �|� ��v���¡µã�¦×§��Ö|���W�|� «
(iii)
9

p ¶ ð � eË��¨¦¥ A = (ai,j) ∈ |Cn,n Ó"Ø��|Ú>�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Úã�v���v¤��¦¨£� �vé¢7 ��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �vé>9Ë�~�£� �{��Ó"Ø��~Úóv� Ø����v�|Ú��_�C�©� fÊ¨��ãÙ�¨��
ai,i > 0

7
ai,i ≥ 0

9 ç i = 1, 2, . . . , n
�



ñ G RABDC�R�ø û º
p ¶ º �C�©� fÊ¨��:Ù�¨£�NÓ"Ø��|Ú:�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú:ó~� Ø����v�|Ú

A ∈ |Cn,n �©� Ø����{¤N�¦¨£� �vé@7 ��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �vé>95�~�£� ¡�{��Ó"Ø��~Ú:�|Ø:�v���{��Ù|Ø��*�|ØJÙ����"Ú>�v�}� Ô£� �|¨£� ��Ó"ÚÞ¨©�~�E�©� Ø��J¤N�¦¨£� �vÓ"Ú,7 ��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �vÓ"Ú:9¦�
p ¶ á � eË��¨"¥

A ∈ |Cn,n Ó"Ø��|Ú>�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Úã�v���v¤N�¦¨£� �véC�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú>óv� Ø����v�|Ú��_�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£� /
(i) det A > 0

�
(ii)
æ

A−1 �©� Ø����{�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Úã�v���v¤N�¦¨£� �véC�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��
(iii)

æ>����0|�£� �v����ó~��óv� Ø����v�¦ÚÞ¨©�~�
A
�©� Ø������"���~� ¨£� �|Ø��v���v���~¤N�¦¨£� �véE�~�£� �{��Ó"Ø��v� �

p ¶ Ð �C�©� fÊ¨��tÙ�¨£� ç �}� � �vé£¤N� A ∈ |Cn,n ç � óv� Ø����v�|Ú AHA
�©� Ø����5�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú´�v���5��Ö£¡�|��Ø�Ö�¨£� �véL�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��r�C�©� fÊ¨��Þ�¦óv� �{Ö|ÚÞÙ�¨£�v�

AHA
�©� Ø��:¤N�¦¨£� �véJ�~�£� �{��Ó"Ø��~Úã�|Øã�v���v��Ù|Ø���|Ø

det A 6= 0
�

p ¶ p�» �C�©� fÊ¨£�ã�|¨£�}�|ØL�
A ∈ |Cn,n �©� Ø����}�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú>�v���v¤N�¦¨£� �vé@7 ��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �vé>9Ë�~�£� �{��Ó ¡Ø��~Ú ç ¨�Ù|¨�� ∃ Ó"Ø��|Ú��"����� ¨£� �|Ø�Ù~Ú��v����¤N�¦¨£� �vé�7 ��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �vé>9±�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú�óv� Ø����v�|Ú B ∈ |Cn,n¨�Ó¦¨©�v� �~Úã×§��¨��

A = B2 �
p ¶ p}p � eË��¨"¥

A = P + iQ ∈ |Cn,n ç Ù�ó~�~� P,Q ∈ IRn,n �¼�C�©� fÊ¨��tÙ�¨£�5� A
�©� Ø�����"���~� ¨£� �|Ø�Ù~ÚL�|ØC�v�����|Ù�Ø��´�|ØE�

P
�©� Ø����N�{�|�����¦¨��£� �vÙ~ÚJ�v���N�

Q
�|ØÊ¨£� �{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú37 Ô�Ö��{�

QT = −Q
9¦�I�C�©� fÊ¨����¦óv� �{Ö|ÚÞÙ�¨£���|Ø>�

A
�©� Ø����v�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú��v����¤N�¦¨£� �véL�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú ç ¨�Ù�¨���

P
�©� Ø������{�|�����¦¨��£� �vÙ~Úã�v���v¤N�¦¨£� �véE�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��

p ¶ p�» ÝÞ���~�{Ô£� �~�£� �{¨��ã¨£� Ú>¨����©� Ú:� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú
λ1, λ2, λ3

�v����¨©�E�|ØÊ¨£� ��¨"��� Õ��P� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨"�¨©�~�E�{�|�����¦¨��£� �v�"0Cóv� Ø����v�

A =




2 1 1
1 2 1
1 1 4


 .

�Ë¨�Ö �{�|Ø�Ó"Õ��©� � ç ó~���~�{Ô£� �~�£� ��¨��tÓ"Ø�� �~�©¤N����×§Ø£� � óv� Ø����v� X
¨�Ó¦¨©�v� � ×§��¨��

XT AX =
diag(λ1, λ2, λ3)

�
p ¶ pv� �C�©� fÊ¨��§Ù�¨£�£ÖÞ�¦óv� ���|�{Ö��"Ø�Ù~Ú

n×n
�~� �{�|Ô£� �v�"0��{���|���~� �v�"0��{�|��¨��|����¨©�~ÚÎ¨�Ö|ÚË���~�'2}�|Ú

(P + iQ)(x + iy) = b + ic,

Ù�ó~�~�
P,Q ∈ IRn,n ����� b, c, x, y ∈ IRn ç �|ó~�~���©��Ø��ª�|Ø��|Õ~¤N�©�5��¨�Ö|Øï�¦óv� ���|�{Ö �"Ø�Ù~Ú

2n × 2n
ó~�����{����¨£� �v�"0L�{���|���~� �v�"0C�{�|��¨��|����¨©�~Ú��

� eË��¨"¥
C
�

2 × 2
�~� �{�|Ô£� �vÙ~ÚÞóv� Ø����v�|Ú

C =

[
1 + i 1 − i
−2 −1 + i

]
.

ÝÞ���~�{Ô£� �~�£� ��¨��§¨�Ö|Ø
LU
¡có~�|�����{�|ØÊ¨©��ó~�v� Ö|�{Ö5¨©�~�ã�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��~�

4×4
ó~�����{����¨£� �v�"0�óv� Ø����v��v���{��¨�ÖP�{�|Ø�Ó"Õ��©� �Ló~���~�{Ô£� �~�£� ��¨��Þ¨�Ö|Ø:ó~�Ê×Î¨�ÖP��¨�����ÖL¨©�~�

C−1 �



¬ ø�1<I;'®t÷ËùAS:B"�AX«�¦ù:BDX7û B"¯ è
½*¾ S 254ú^¿]�SUTPdFS 29VX;
p ¶ p � eË��¨"¥

λi
�v���

xi ç i = 1, 2, . . . , n ç �v�Î� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚP�v���å�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ�� � Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�¨©�~�
A
� ´ Ù�¨£� /

B = PAP−1 ⇒ BP = PA ⇒ BPxi = PAxi, i = 1, 2, . . . , n,

⇒ B(Pxi) = λi(Pxi), i = 1, 2 . . . , n.�9�|Ø��¦ó�×§Ú>�
B
Ó"Õ��©�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

λi
���ã�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��E� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�

Pxi

�
p ¶ » � eË��¨"¥

λi
�v���

xi ç i = 1, 2, . . . , n ç �v�Î� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚP�v���å�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ�� � Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�¨©�~�
A
� ´ Ù�¨£� /

Axi = λixi, i = 1, 2, . . . , n,⇒ AX = Xdiag(λi),Ù�ó~�~�
X := [x1, x2, . . . , xn] ∈ |Cn,n �©� Ø����}�*óv� Ø����v�|Úãó~�~�PÓ"Õ��©�}¥§ÚJ��¨������"Ú>¨"�*� Ô£� �~Ô£� �£¡Ø'0|�{����¨©�E¨©�~�

A
�Qe§ó~�~��Ó"ØÊ¥§Ú / æ A

�©� Ø����}��Ö£¡ú�¦�|�~� ó�Ö|Ú ⇒ ´ � xi ç i = 1, 2, . . . , n ç �©� Ø�����{���|���~� �véW�|Ø��gf�é|�Ê¨�Ö�¨©� ⇒ æ
X
�©� Ø����y�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú ⇒ X−1AX = diag(λi) ⇒ æ

A
�©� Ø�����Ô£� ����¥§Ø£� �}� ���~Ú��

�ÞØÊ¨£� ��¨���Ù"2{¥§Ú / æ A
�©� Ø����5Ô£� ����¥§Ø£� �}� ���~Ú ⇒ ∃ Ó"Ø��|Út�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Útóv� Ø����v�|Ú V =

[v1, v2, . . . , vn] ∈ |Cn,n ¨�� ¥�� V −1AV = diag(di) ⇒ AV = V dia(di) ⇒ Avi = divi ç
i = 1, 2, . . . , n ⇒ di ç i = 1, 2, . . . , n ç �©� Ø����y�v�å� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚL�v��� vi ç i = 1, 2, . . . , n ç ¨©��|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��ä� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�U¨©�~�

A
�ï� æã�|¥§ÚF¨©�

vi ç i = 1, 2, . . . , n ç �©� Ø����±�{���|���~� �vé�|Ø��gf�é|�Ê¨�Ö�¨©�C�¦ó~�©� Ô��C�
V
�©� Ø������|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú ⇒ æ

A
�©� Ø�������Ö£¡ú�¦�|�~� ó~��Ú��

p ¶ �
(i)
� eË��¨"¥

λ
�~� �P� Ô£� ��¨�� �|�C�v���

x
¨©�F�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��*� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{���L¨©�~�

A
� ´ Ù�¨�� /

Ax = λx ⇒ xHAH = λxH ⇒ xHA = λxH

⇒ xHAx = λxHx ⇒ λxHx = λxHx ⇒ (λ − λ)xHx = 0.�9�|Ø��¦ó�×§Ú / AH = A ⇒ λ = λ ç Ô£� Ù�¨£� xHx > 0 ⇒ λ ∈ IR
�

(ii)
� eË��¨¦¥

λ1, λ2
Ô'0|� Ô£� ���v�¦�v�£� ��Ó"Ø��"ÚP� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚE�v���

x1, x2

¨©�U�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��t� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0£¡�{����¨©�C¨©�~�
A
� ´ Ù�¨�� /

Ax1 = λ1x1, Ax2 = λ2x2 ⇒ xH
1 A = λ1x

H
1

⇒ xH
1 Ax2 = λ1x

H
1 x2 ⇒ λ2x

H
1 x2 = λ1x

H
1 x2.�9�|Ø��¦ó�×§Ú

xH
1 x2 = 0 ç Ô£� Ù�¨£� λ1 6= λ2

�
p ¶ Å � eË��¨"¥

αj ∈ |C ç j = 1, 2, . . . , n
� ´ Ù�¨�� /

n∑

j=1

αjxj = o ⇒
n∑

j=1

αjx
H
i xj = 0, i = 1, 2, . . . , n,

⇒ αix
H
i xi = 0 ç i = 1, 2, . . . , n ç Ô£� Ù�¨£� xH

i xj = 0 ç i 6= j ⇒ αi = 0 ç i = 1, 2, . . . , n çÔ£� Ù|¨£�
xH

i xi > 0
�

p ¶ ð æ A
¤N�¦¨£� �véP�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú ⇒ xHAx > 0 ç ∀x 6= o ∈ |Cn ⇒ À Ô£� ��� ¨��"��� ç �|Ø ei ≡

Ö
i��¨�����ÖP¨©�~�

I ç ¨�Ù�¨�� 0 < eH
i Aei = ai,i ç i = 1, 2, . . . , n

�87©Á&� Ô£� �F���v�£� ��×§ÚJÔ���� Ô£� �v�|�}� �Ô£� Ø��©�
ai,i ≥ 0 ç ��¨�Ö|Ø:ó~�"�£� ó�¨"¥§�{ÖCó~�~�C� A

�©� Ø����{��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �véL�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú�� 9



ö ÂQÃ R�ø û º G RABDC�R�øWV_�
p ¶ º � eË��¨"¥

λi
�v���

xi ç i = 1, 2, . . . , n ç �v�Î� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚP�v���å�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ�� � Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�¨©�~�
A
� ´ Ù�¨�� / æ A

¤N�¦¨£� �vé*�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú ⇒ 0 < xH
i Axi = λix

H
i xi ⇒ λi > 0 ç Ô£� Ù�¨£�

xH
i xi > 0

�
�ÞØÊ¨£� ��¨���Ù"2{¥§Ú / æ A

�©� Ø������"���~� ¨�� �|Ø�Ù~Ú��v���
λi > 0 ç i = 1, 2, . . . , n ç ⇒ ∃ Ó"Ø��|Ú unitaryóv� Ø����v�|Ú

P ∈ |Cn,n ¨�� ¥�� A = PDP H ç Ù�ó~�~� D := diag(λi)
7 ���{�5� �Þ���N�J�|� ê59 ⇒ �å� �

x ∈ |Cn ç
xHAx = xHPDPHx = yHDy,

Ù�ó~�~�
y := PHx 6= o ç ∀x 6= o ç Ô£� Ù�¨£�}� P

�©� Ø������|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú ⇒
xHAx =

n∑

i=1

λi|yi|2 > 0, ∀x 6= o,

Ô£� Ù|¨£�
λi > 0 ç i = 1, 2, . . . , n ç ⇒ æ

A
�©� Ø����y¤N�¦¨£� �véU�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��Ä7cæã���v� ¥§ÚP�}� �´¨�Ö|Øó~�"�£� ó�¨"¥§�{ÖCó~�~�E�

A
�©� Ø����{��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �véL�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú�� 9

p ¶ á
(i) det A =

∏n
i=1 λi ç Ù�ó~�~� λi

�v�y� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚJ¨©�~�
A ⇒ detA > 0 ç Ô£� Ù�¨£� λi > 0 ç

i = 1, 2, . . . , n
�

(ii) A = AH ⇒ A−1 = (AH)−1 = (A−1)H ⇒ æ
A−1 �©� Ø����v�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú��¦e§óv� �{Ö|Ú ç �v�� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚJ¨©�~�

A−1 �©� Ø���� µi = 1/λi ç i = 1, 2, . . . , n ç Ù�ó~�~� λi > 0
�©� Ø������v�y� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú¨©�~�

A ⇒ µi > 0 ç i = 1, 2, . . . , n ⇒ æ
A−1 �©� Ø����v¤N�¦¨£� �véC�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��

(iii)
� eË��¨"¥

Ak ∈ |Ck,k 7 1 ≤ k ≤ n
9��

k
��0|�£� �~Ú:��ó~��óv� Ø����v��Ú>¨©�~�

A
�ãÝÞ���"2}�|ØÊ×§Ú / æ

A
�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú ⇒ æ

Ak
�©� Ø������"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú��

æ
A
�©� Ø����v¤N�¦¨£� �véC�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú ⇒ xHAx > 0 ç ∀x 6= o

� À Ô£� ��� ¨��"��� ç �|Ø

x =

[
xk

on−k

]
,

Ù�ó~�~�
xk 6= ok ∈ |Ck �v��� ok

¨©�*��Ö|Ô��"Ø£� �vÙPÔ£� é|Ø��|�{���C¨©�~�
|Ck ç ¨�Ù�¨��

0 < xHAx = xH
k Akxk,

⇒ xH
k Akxk > 0 ç ∀xk 6= o ⇒ æ

Ak
�©� Ø����v¤N�¦¨£� �véC�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��

p ¶ Ð
(AHA)H = AHA

�v���
xHAHAx = (Ax)HAx ≥ 0 ç ∀x 6= o ⇒ �

AHA
�©� Ø�����"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Úã�v���{�|Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� ��éL�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��

æ
AHA

¤N�¦¨£� �véU�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú ⇔ xHAHAx = (Ax)HAx > 0 ç ∀x 6= o ⇔ Ax 6= o ç
∀x 6= o ⇔ æ

A
�©� Ø������|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú ⇔ detA 6= 0

�
p ¶ p�» æ

A
�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~ÚW�v���§¤N�¦¨£� �vé �~�£� �{��Ó"Ø��~Ú ⇒ ∃ Ó"Ø��|Ú unitary

óv� Ø����v�|Ú
P
¨�� ¥��

PAPH = D
Ù�ó~�~�

D = diag(λi)
�����

λi > 0 ç i = 1, 2, . . . , n ç �©� Ø����{�v�N� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú>¨"�~�
A ⇒

A = PDP H = PD1/2D1/2PH = PD1/2PPHD1/2PH

⇒ A = B2 Ù�ó~�~� B = PD1/2PH �v��� D1/2 = diag(λ1/2)
�



¬ ø�1<I;'®t÷ËùAS:B"�AX«�¦ù:BDX7û B"¯ Ü
æ

B
�©� Ø������"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú>Ô£� Ù�¨£� /

BH = (PD1/2PH)H = PD1/2PH = B.

e§óv� �{Ö|Ú /
xHBx = xHPD1/2PHx = yHD1/2y,

Ù�ó~�~�
y = PHx 6= o ç ∀x 6= o ç Ô£� Ù|¨£�y� P

�©� Ø����y�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú��F�9�|Ø��¦ó�×§Ú
xHBx =

∑n
i=1 λ

1/2
i |yi|2 > 0 ç ∀x 6= o ⇒ æ

A
�©� Ø����å¤N�¦¨£� �vét�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��²7cæã���v� ¥§Ú*�}� �t¨�Ö|Øó~�"�£� ó�¨"¥§�{ÖCó~�~�E�

A
�©� Ø����{��Ö£¡ú�|��Ø�Ö�¨£� �véL�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú�� 9

p ¶ p}p æ
A
�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú ⇔

(P + iQ) = (P + iQ)H = PT − iQT

⇔ P = PT �v��� Q = −QT ⇔ �
P
�©� Ø������{�|�����¦¨��£� �vÙ~Úã�v���{�

Q
�|ØÊ¨£� �{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú��

æ
A
¤N�¦¨£� �véF�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú ⇒ xHAx > 0 ç ∀x 6= o ∈ |Cn � À Ô£� ��� ¨��"��� ç xT Ax = xT (P +

iQ)x > 0 ç ∀x 6= o ∈ IRn ⇒ xT Px > 0 ç ∀x 6= o ∈ IRn ç Ô£� Ù�¨£�
xT Qx = (xT Qx)T = xT QT x = −xT Qx ⇒ xT Qx = 0.

p ¶ p�» ¢9�{�å� �Þ���vÖ|�{ÖW�|� �v�
p ¶ pv�

(P + iQ)(x + iy) = b + ic ⇒ Px − Qy = b
�v���

Qx + Py = c ⇒
[

P −Q
Q P

] [
x
y

]
=

[
b
c

]
,

⇒ Aχ = β
Ù�ó~�~�

A ∈ IR2n,2n �v��� β, χ ∈ IR2n �
æXóv� Ø����v�|Ú

A ∈ IR4,4 ó~�~�C�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��©�{��¨©�|Ø C
�©� Ø����

A =




1 1 −1 1
−2 −1 0 −1

1 −1 1 1
0 1 −2 −1


 .

⇒ A = LU ç Ù�ó~�~�

L =




1 0 0 0
−2 1 0 0

1 −2 1 0
0 1 0 1



�v���

U =




1 1 −1 1
0 1 −2 1
0 0 −2 2
0 0 0 −2


 .

� eË��¨"¥
z =

[
x1 + iy1

x2 + iy2

]



�Êì ÂQÃ R�ø û º G RABDC�R�øWV_�
ÖEó~�Ê×Î¨�ÖE��¨�����ÖL¨©�~�

C−1 � ´ Ù�¨��
Cz =

[
1 + i0
0 + i0

]
.

⇒ Aχ = β ç Ù�ó~�~� χ = [x1, x2, y1, y2]
T �v��� β = [1, 0, 0, 0]T

� ⇒ eI2}�|����Ù"4��|ØÊ¨©�|ÚËó~���~Ú¨©�´�"�|ó���ÙvÚL�v����ó~���~ÚL¨©�*óv� ��¥ �|ØÊ¨£� �v��¨©�|��¨�é|�{�©� ÚL��¨©�t�10|��¨�Ö|���
LUχ = β

�~�£� ���v�~�|���Ù|¨£�
χ = [−0.5, 0,−0.5, 1]T

� ⇒ Á ó~�Ê×Î¨�ÖP��¨�����ÖL¨©�~�Cóv� Ø������
C−1 �©� Ø����

[
−0.5(1 + i)

i

]
.
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» ¶ p �C�©� fÊ¨��ãÙ|¨£�

||AHA||2 = ||A||22
�v��� ||A||22 ≤ ||A||1||A||∞ ,Ù�ó~�~�

A ∈ |Cn,n �
» ¶ » � eË��¨"¥

S ∈ Cn,n Ó"Ø��|Ú unitary
óv� Ø����v�|Ú��_�C�©� fÊ¨��ãÙ�¨£�

||Sx||2 = ||x||2, ∀x ∈ |Cn ,�v���
||SA||2 = ||AS||2 = ||SHAS||2 = ||A||2 , ∀A ∈ |Cn,n .

» ¶ � � eË��¨"¥
R ∈ IR3,3 Ó"Ø��|Ú��~�©¤N�£��×§Ø£� �~Ú5óv� Ø����v�|Ú5���5� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú eiα ç e−iα �v��� 1 �r�C�©� fÊ¨��Ù|¨£�
||R − RT ||2 = 2 sin α

�v��� ||R − I||2 = 2 sin(α/2) .

» ¶ Å � eË��¨"¥
A = (ai,j) ∈ Cn,n Ó"Ø��|Úãóv� Ø����v�|Úã��� |ai,j | < 1

�I�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�
||A − λI||2 ≤ 2n ,�}� � �vé£¤N�U� Ô£� ��¨£� ���

λ
¨"�~�

A
�Ô7�· Ä�¾�À ° � ¸�Ï�¹ ô:é|Ø��¦¨��´Õ����|�{Ö ¨¦¥§Ø |λ| ≤ ||A||2

�v���
||A||2 ≤ ||A||E

� 9
» ¶ · � eË��¨"¥ || · || �~� �*Ø�Ù~�����*óv� Ø�é��~¥§Ø ç A ∈ |Cn,n �v��� O �U��Ö|Ô��"Ø£� �vÙ~Ú n × n

óv� Ø����v�|Ú���C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�{�|Ø ||A|| < 1 ç ¨�Ù�¨��
lim

k→∞
Ak = O.

�|�



��� G RABDC�R�ø û º
» ¶ ð � eË��¨"¥ A ∈ |Cn.n Ó"Ø��|ÚC��Ö£¡ú�¦�|�~� ó~�|Ú:óv� Ø����v�|ÚJ�v��� O � n × n

��Ö|Ô��"Ø£� �vÙ~ÚLóv� Ø����v�|Ú���C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�
lim

k→∞
Ak = O,

�|ØÞ�v������Ù|Ø��C�|Ø
%(A) < 1 ç Ù�ó~�~� %(A)

�©� Ø�����Ö
“
2}�|�{����¨£� �v�:���~¨£� Ø��

”
7
spectral radius

9¨©�~�Póv� Ø����v�
A
�d7�Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ ´ �W��ó~��¨�Ó¦���"�{���P� �{ÕD0|�©� ç óv� Ù*�{�"Ø£� �vé ç �}� �P�vé£¤N�>óv� Ø����v�

A ∈ |Cn,n � 9
» ¶ º � eË��¨"¥

A ∈ |Cn,n �v��� || · || �~� � �¦ó~����Ùv�|�"Ø�ÖªØ�Ù~����� óv� Ø�é��~¥§Ø��Ô�C�©� fÊ¨��tÙ�¨£���|Ø
||A|| < 1 ç ¨�Ù�¨��ã�v��óv� Ø����v�"Ú I ± A

�©� Ø����{�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���v���v���
(i)

1

1 + ||A|| ≤ ||(I ± A)−1|| ≤ 1

1 − ||A|| ,

(ii)

||(I ± A)−1 − I|| ≤ ||A||
1 − ||A|| .

» ¶ á � eË��¨"¥
A ∈ IRn,n ç C ∈ IRn,n �~� ���|�£� ¤N��Ö�¨£� �v�9ó~���~�{Ó¦���}� �{Ö5¨©�~� A−1 �v��� R ∈ IRn,n�

“
ó~� Ø����v�|Ú:��ó~�����v� ó��~�

”
7
residual matrix

9
R := I − AC

���C�©� fÊ¨��:Ù�¨£���|Ø ||R|| < 17 Ù�ó~�~� || · || �©� Ø����±�~� �t�¦ó~���{Ù~���"Ø�ÖUØ�Ù~�����Uóv� Ø�é��~¥§Ø£9 ç ¨£Ù�¨��P�v�åóv� Ø����v�"Ú A
�v���

C
�©� Ø�����|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���v���v���

(i)

||A−1|| ≤ ||C||
1 − ||R|| ,

(ii)

||C − A−1|| ≤ ||C||||R||
1 − ||R|| .

7�Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ ´ �.2}��é��{����¨©�*��¨©�*Ô��gf£� éF¨"¥§ØPÔ��|�´�|Ø£� �{��¨���¨"¥§ØE�|ó~�~���"0|ØEØ��*��ó~�����£�}� ¡��¨©�"0|Ø�� 9
» ¶ Ð � eË��¨"¥

A ∈ IRn,n Ó"Ø��|ÚC�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~ÚLóv� Ø����v�|ÚJ�v��� δA ∈ IRn,n �~� �WÔ£� ��¨©�|���|Õ��¨©�~�
A
7 Ô�Ö��{� Ó"Ø��|ÚFóv� Ø����v�|Ú

“
�~� �v�Ê×§ØU���¦¨©�£�~���|×§Ø

”
7
perturbations

9L¨"�~�
A
9L¨�Ó¦¨©�v� �×§��¨��

||A−1||||δA|| < 1,

Ù�ó~�~� || · || �~� �E�¦ó~���{Ù~���"Ø�ÖCØ�Ù~�����Cóv� Ø�é��~¥§Ø��r�C�©� fÊ¨��Þ¨©�Cóv� �P�vé�¨¦¥ /
(i)
æXÔ£� ��¨©�|�����{�|Ó"Ø��vÚÞóv� Ø����v�|Ú

A + δA
�©� Ø����{�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú��
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(ii)
�ÞØ

x
�©� Ø����{ÖE���v�£� �~�|ÚÞ�>0|�{ÖL¨©�~�C�{���|���~� �v�"0C�}�|��¨��|����¨"�~Ú

Ax = b , b ∈ IRn ,

�v���
x + δx

ÖE���v�£� �~�|ÚÞ�>0|�{ÖL¨©�~�EÔ£� ��¨©�|�����{��Ó"Ø��~�C�{�|��¨��|����¨"�~Ú
(A + δA)(x + δx) = b + δb , δb ∈ IRn ,

¨�Ù|¨��
||δx||
||x|| ≤ κ(A)

1 − κ(A) ||δA||
||A||

(
||δb||
||b|| +

||δA||
||A|| ) ,

Ù�ó~�~�
κ(A) := ||A||||A−1||

�©� Ø������
“
�|�£� ¤N��Ù~Ú,7 Ô��©� �~¨�Ö|Ú:9Ë�v��¨�é|��¨©�|�{Ö|Ú

”
7
condition number

99¨©�~�Cóv� Ø����v�
A
�

» ¶ p�» Á���Ó ¤N�~Ô��~Ú
“
�¦ó~�|Ø�����Ö�ó|¨£� �v��ÚË�~�¦�|¨£� ¥§�{Ö|Ú

”
7
iterative refinement

9Î�~� �|Ú�ó~���~�{�¦�v¡�}� ��¨£� �v�|Úã�>0|�{Ö|Ú
x(0) �"Ø�Ù~Ú>�{���|���~� �v�"0C�{�|��¨��|����¨©�~Ú
Ax = b, A ∈ IRn,n, b ∈ IRn, det A 6= 0,

ó~�"�£� �{��é52}�¦¨©���~¤N�¦¥§���¦¨£� �véE��ó~ÙP¨�Ö|Ø
(A + δA)x(k+1) = b + δAx(k), k = 0, 1, . . . .

�C�©� fÊ¨��PÙ�¨£�å�|Ø ||A−1δA|| < 1/2 ç Ù�ó~�~� || · || �©� Ø����å�~� �U�¦ó~���{Ù~���"Ø�Ö´Ø�Ù~�����´óv� Ø�é��~¥§Ø ç¨�Ù|¨��
x − x(k+1) = (I + A−1δA)−1A−1δA(x − x(k)), k = 0, 1, . . . ,

�v���
lim

k→∞
x(k) = x.

» ¶ p}p � eË��¨"¥
B = (bi,j) ∈ IRn,n Ó"Ø��|Ú5¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Ú�óv� Ø����v�|Ú����5��Ö£¡ú��Ö|Ô��"Ø£� �vé:��¨"�v� Õ��©� �

bi,i = 1, bi,i−1 = bi+1,i = 1/4, i = 1.2, . . . , n,

�v���
E ∈ IRn,n Ó"Ø��|Ú:óv� Ø����v�|ÚJ��� ||E||∞ = ε < 1/2

���C�©� fÊ¨��:Ù�¨£���|Ø
x
�v���

y
�©� Ø����N�v��>0|�{�©� ÚÞ¨"¥§ØL�{�|��¨�Ö|��é�¨"¥§Ø

Bx = b
�v���

(B + E)y = b,

¨�Ù|¨��
||y||∞ ≤ 2

1 − 2ε
||b||∞

�v��� ||y − x||∞ ≤ 4ε

1 − 2ε
||b||∞ .
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½*¾ S 254ú^¿]�SUTPdFS 29VX;
» ¶ p

||AHA||22 = %{(AHA)H(AHA)} = %{(AHA)2} = {%(AHA)}2 = ||A||42,
⇒ ||AHA||2 = ||A||22.

||A||22 = %(AHA) ≤ ||AHA||∞ ≤ ||AH ||∞||A||∞ = ||A||1||A||∞.

» ¶ »
||Sx||22 = xHSHSx = xHx = ||x||22 ⇒ ||Sx||2 = ||x||2.

||SA||22 = %{(SA)HSA} = %{AHSHSA} = %(AHA) = ||A||22.

||AS||22 = %{(AS)HAS} = %{SHAHAS} = %(AHA) = ||A||22,Ô£� Ù|¨£�{�v��óv� Ø����v�"Ú
SHAHAS

�v���
AHA

�©� Ø����{Ù~���v� �v� ⇒ Ó"Õ��~�|Ø:¨£� Ú:� Ô£� �"Ú:� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú��

||SHAS||22 = %{(SHAS)HSHAS} = %{SHAHSHAS} = %{SHAHAS}
= %(AHA) = ||A||22.

æã���v� ¥§Ú ç
||SA||E = ||AS||E = ||SHAS||E = ||A||E ,

Ô£� Ù|¨£�
||SA||2E = trace{(SA)HSA} = trace{AHSHSA} = trace(AHA) = ||A||2E ,

�N� �{� ó}�

» ¶ � ||R − RT ||22 = %(A) ç Ù�ó~�~�
A = (R − RT )T (R − RT ) = (RT − R)(R − RT )

= RT R − (RT )2 − R2 + RRT = 2I − (R−1)2 − R2.

⇒ �Ë¨£� Ú>� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú
eiα ç e−iα �v��� 1 ¨"�~� R

�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��"0|Ø>�v��óv� �E�vé�¨"¥ � Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚÞ¨"�~�
A /

2 − e−2iα − e2iα = 2 − 2 cos α = 4 sin2 α,

2 − e2iα − e−2iα = 2 − 2 cos α = 4 sin2 α,

2 − 1 − 1 = 0.

⇒

%(A) = 4 sin2 α ⇒ ||R − RT ||2 = 2 sin α.

æã���v� ¥§Ú ||R − I||22 = %(B) ç Ù�ó~�~�
B = (R − I)T (R − I) = 2I − R−1 − R,

�N� �{� ó}�
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» ¶ Å

||A − λI||2 ≤ ||A||2 + |λ|||I||2 = ||A||2 + |λ| ≤ 2||A||2 ≤ 2||A||E ,

Ù�ó~�~�
||A||2E =

∑

i

∑

j

|ai,j |2 < n2 ⇒ ||A||E < n.

� �Þ���
||A − λI||2 < 2n.

» ¶ · ||Ak|| ≤ {||A||}k ⇒ �ÞØ ||A|| < 1 ç ¨�Ù�¨��

lim
k→∞

||Ak|| = 0 ⇒ lim
k→∞

Ak = O.

» ¶ ð � eË��¨"¥ λi ç i = 1, 2, . . . , n ç �v�N� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú>¨"�~� A
��æ

A
�©� Ø����{��Ö£¡ú�¦�|�~� ó��|Ú ⇒ ∃ Ó"Ø��|Ú�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú>ó~� Ø����v�|Ú

X
¨�� ¥��

X−1AX = D,
Ù�ó~�~�

D = diag(λi).

⇒

A = XDX−1 ⇒ A2 = XD2X−1, A3 = XD3X−1, · · · , Am = XDmX−1,

Ù�ó~�~�
Dm = diag(λm

i )
� ⇒ Am → O �|Ø�Ø Dm → O ⇒ �|Ø�Ø |λi| < 1 ç i = 1, 2, . . . , n

⇒ �|Ø�Ø
%(A) < 1

�
» ¶ º |λi| ≤ ||A|| ç Ù�ó~�~� λi

�v�±� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚC¨©�~�
A ⇒ �ÞØ ||A|| < 1 ç ¨�Ù�¨�� |λi| < 1 ⇒

λi 6= ±1 ⇒ det(I ± A) 6= 0 ⇒ �v��óv� Ø����v�"Ú
I ± A

�©� Ø������|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���v� �
� eË��¨"¥

G = (I ± A)−1 � ´ Ù�¨�� /
(i)

I = G(I ± A) ⇒ I = G + (±G)A ⇒ ||I|| ≤ ||G|| + ||G||||A||
⇒ 1 ≤ ||G||(1 + ||A||) ⇒ 1/{1 + ||A||} ≤ ||G||.

e§óv� �{Ö|Ú ç
I = G − (∓G)A ⇒ ||I|| ≥ ||G|| − ||G||||A||
⇒ 1 ≥ ||G||(1 − ||A||) ⇒ ||G|| ≤ 1/{1 − ||A||}.

(ii)

(I ± A)−1 − I = G − I = G − G(I ± A) = ∓GA

⇒ ||(I ± A)−1 − I|| ≤ ||G||||A|| ≤ ||A||/{1 − ||A||}.
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» ¶ á

R = I − AC ⇒ AC = I − R
�F�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç ||R|| < 1 ⇒ |λi| < 1 ç Ù�ó~�~� λi

�v�� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨©�~�
R ⇒ det(I − R) 6= 0 ⇒ det AC 6= 0 ⇒ det A 6= 0

�v���
det C 6= 0 ⇒æ>�

A
�v���

C
�©� Ø����{�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���v� �

(i) AC = I − R ⇒ A = (I − R)C−1 ⇒ A−1 = C(I − R)−1 ⇒ ||A−1|| ≤
||C||||(I − R)−1|| �ä�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|ÚE¨©�ä��ó~��¨�Ó¦���"�{��� (i)

¨�Ö|ÚE� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú�v� è ç
||A−1|| ≤ ||C||

1 − ||R|| .

(ii) C −A−1 = C −C(I −R)−1 = C{I − (I −R)−1} ⇒ ||C −A−1|| ≤ ||C||||I −
(I − R)−1|| �9�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|Úã¨"�*��ó~��¨�Ó¦���"�{��� (ii)

¨�Ö|ÚÞ� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú:�v� è ç
||C − A−1|| ≤ ||C||||R||

1 − ||R|| .

» ¶ Ð
(i) Û eË��¨"¥ µi

���5� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú´¨©�~�
A−1δA

� ´ Ù|¨�� ç ||A−1||||δA|| < 1 ⇒ |µi| ≤
||A−1δA|| ≤ ||A−1||||δA|| < 1 ⇒ det(I + A−1δA) 6= 0 ⇒ det{A−1(A + δA)} 6= 0
⇒ det(A + δA) 6= 0 ⇒ æ

A + δA
�©� Ø����{�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú��

(ii)

(A + δA)(x + δx) = b + δb

⇒ Aδx + δAx + δAδx = δb,
�¦ó~�©� Ô��

Ax = b

⇒ δx + A−1δAx + A−1δAδx = A−1δb

⇒ (I + A−1δA)δx = −A−1δAx + A−1δb

⇒ δx = (I + A−1δA)−1(−A−1δAx + A−1δb)

⇒ ||δx|| ≤ ||(I + A−1δA)−1||(||A−1||||δA||||x|| + ||A−1||||δb||)
� �Þ��� ç Õ���Ö|�}� ����óv� ×§ØÊ¨"�|Úã¨©�F��ó~��¨£Ó¦���"�{��� (i)

¨�Ö|ÚÞ� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú:�v� è ç
||δx||
||x|| ≤ 1

1 − ||A−1||||δA|| (||A
−1||||δA|| + ||A−1|| ||δb||||x|| )

=
1

1 − ||A||||A−1|| ||δA||
||A||

(||A||||A−1|| ||δA||
||A|| + ||A||||A−1|| ||δb||

||A||||x|| )

≤ κ(A)

1 − κ(A) ||δA||
||A||

(
||δA||
||A|| +

||δb||
||b|| ),

�¦ó~�©� Ô�� ||b|| ≤ ||A||||x||.

» ¶ p�»
(A + δA)x(k+1) = b + δAx(k) ⇒

(A + δA)(x − x(k+1)) = (A + δA)x − Ax − δAx(k)

= δA(x − x(k)).

�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç �¦ó~�©� Ô��E� A + δA
�©� Ø����{�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú�7 ���{�å� �Þ���vÖ|�{ÖP�v� Ü>9 ç

x − x(k+1) = (A + δA)−1δA(x − x(k))

= (I + A−1δA)−1A−1δA(x − x(k)).
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� eË��¨"¥

e(k) = x − x(k) � ´ Ù�¨�� e(k+1) = Be(k) ç Ù�ó~�~�
B = (I + A−1δA)−1A−1δA.

⇒ e(k) = Be(k−1) = B2e(k−2) = · · · = Bke(0)

⇒ ||e(k)|| ≤ ||Bk||||e(0)|| ≤ ||B||k||e(0)||
⇒ �ÞØ ||B|| < 1,

¨�Ù�¨��
lim

k→∞
||e(k)|| = 0, ⇒ lim

k→∞
e(k) = o ⇒ lim

k→∞
x(k) = x.

� æã�|¥§Ú ç
||B|| = ||(I + A−1δA)−1A−1δA||

≤ ||(I + A−1δA)−1||||A−1δA||

≤ ||A−1δA||
1 − ||A−1δA|| ,

���{�å� �Þ���vÖ|�{ÖP�v� è
(i).

� �Þ��� ç �|Ø ||A−1δA|| < 1/2 ç ¨�Ù�¨�� ||B|| < 1 ⇒ �ÞØ ||A−1δA|| < 1/2 ç ¨�Ù�¨�� limk→∞ x(k) =
x
�
» ¶ p}p æ�óv� Ø����v�|Ú

B
�|ó~�~���©�vØ��C�¦��2}���|��¨��©�~¥§Ú

B = I + A ç Ù�ó~�~�J� A = (ai,j) ∈ IRn,n�©� Ø����v¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Ú>���
ai,i = 0

�v���
ai,i−1 = ai,i+1 = 1/4 ⇒ ||A||∞ = 1/2 ⇒

||B−1||∞ = ||(I + A)−1||∞ ≤ 1

1 − ||A||∞
= 2,

���{��� �Þ���vÖ|�{ÖP�v� è
(i).

æ óv� Ø����v�|Ú
B+E

�©� Ø����©�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú ç �¦ó~�©� Ô�� B+E = B(1+B−1E)
�v��� ||B−1E||∞ ≤

||B−1||∞||E||∞ ≤ 2ε ≤ 1
�9�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç

(B + E)y = b ⇒ y = (B + E)−1b = (I + B−1E)−1B−1b

⇒

||y||∞ ≤ ||(I + B−1E)−1||∞||B−1||∞||b||∞

≤ ||B−1||∞
1 − ||B−1||∞||E||∞

||b||∞,

≤ 2

1 − 2ε
||b||∞.

´ Ó¦���~Ú ç (B + E)y = Bx ⇒ B(y − x) = −Ey ⇒ y − x = −B−1Ey
�±� �Þ���

||y − x||∞ ≤ ||B−1||∞||E||∞||y||∞

≤ 4ε

1 − 2ε
||b||∞.
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l ÝßÞà�ÇÌ��Ó áÎ�ÒÇ�!â¿��ãä AÏÐÈ��Çå
 1Ì� A�ÇÏÐÎ�Ïæ��ç!È�#��§Ñ�Í

è.%'$ éëê b GFR>G*4ï6*2rc�]CS b*DF6*]dc:4cS 6.ìX;�GF6*G*47=dc�D,c�]C^
(i) íïîNð"ñ8òQó�òQô Givens õFö©÷¼øúùIîNîNûDü�ý¦öpþNò�ÿ�ô�� � � ÷¦þNû�ôíFs�� ® ¿�¾�²´� ¶ p � eËØ��|Úãóv� Ø������|Ú

Rp,q = (ri,j) ∈ IRn,n ���>��¨©�v� Õ��©� �
ri,i = 1, ∀i, i 6= p, q,

rp,p = cos θ, rp,q = − sin θ,

rq,p = sin θ, rq,q = cos θ,�v����¨©�W��ó~Ù����v� ó��F��¨©�v� Õ��©� �
ri,j = 0

��Ó¦�{�¦¨"���
“
óv� Ø����v�|ÚJó~�"�£� ��¨����"2}�|Ú

”
7
rotation ma-

trix
9ã��¨©�U�¦óv� ó~�"Ô��

p, q
�{7 ÝÞ���"2}�|ØÊ×§ÚE�

Rp,q
�©� Ø������~�©¤N����×§Ø£� �vÚ ç Ô�Ö����|Ô�� RT

p,qRp,q =

Rp,qR
T
p,q = I

� 9
� eË��¨"¥

A = (ai,j) ∈ IRn,n Ó"Ø��|ÚÞ�{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú�óv� Ø������|Ú��v��� T = (ti,j) ∈ IRn,n �Eóv� Ø��£¡�v�|ÚCó~�~�Wó~������0�ó�¨��©�y��ó~ÙU¨"�|Ø*�~�©¤N����×§Ø£� � ���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{��ÙU�~���v� Ù|¨�Ö�¨"�|Ú{7
orthogonal

similarity transformation
9

A → RT
p,qARp,q,

Ô�Ö��{�
T = RT

p,qARp,q.

´ Ù|¨��ã�©� Ø����{�g0��v�����EØ��PÔ��©� Õv¨��©�{Ù�¨£�
ti,j = ai,j , i 6= p, q, j 6= p, q,

ti,p = tp,i = cai,p + sai,q, i 6= p, q

ti,q = tq,i = −sai,p + cai,q, i 6= p, q

tp,p = c2ap,p + 2scap,q + s2aq,q,

tq,q = s2ap,p − 2scap,q + c2aq,q,

tp,q = tq,p = −sc(ap,p − aq,q) + (c2 − s2)ap,q,

�ÊÜ



��ì � øgX«�'RÊü�� ÿ��AX7û R�ÿ�SAT"S"ÿ�S�û þAX��'X«�'º
Ù�ó~�~�

c := cos θ
�v���

s := sin θ
� ⇒ æ
���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{��Ù~Ú>�¦óv� ���"é54��©����Ù�Ø��F¨"�P��¨©�v� Õ��©� �¨"¥§Ø

p
�v���

q
�{���|���|×§ØJ�v���{��¨�Ö��|×§ØJ¨"�~�

A
�

Á���Ó ¤N�~Ô��vÚ
Givens

�|Ø�é��{�©�5¨"��Ø
A
�}�tÓ"Ø�� ¨��£� Ô£� ����×§Ø£� � �{�|�����¦¨��£� �vÙ óv� Ø����v�

A(N)7<ó~�~� Ó"Õ��©�9¨£� Úä� Ô£� �"Ú � Ô£� ��¨£� ��Ó"Út���U¨"��Ø
A
9F�g2}�|����Ù"4��|ØÊ¨©�|ÚtÓ"Ø�� ó~�¦ó~�"���|�{��Ó"Ø�� �|�£� ¤N��Ù���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{�|×§ØJ�~���v� Ù�¨�Ö�¨©�|ÚÞ¨�Ö|Ú>���~�'2}�|Ú /

A(0) = A,

A(k) = RT
k A(k−1)Rk, k = 1, 2, . . . , N,Ù�ó~�~�

• N = 1
2 (n − 1)(n − 2)

�
• �å� ���vé£¤N� k ç �ãóv� Ø����v�|Ú Rk

�©� Ø�����Ó"Ø��|Ú§óv� Ø����v�|ÚÎó~�"�£� ��¨�����2}�|Ú
Rp,q

���Î¨©�
θ
�¦óv� ���¦�{��Ó"Ø��Ó¦¨��}�{×§��¨��

a
(k)
p−1,q = a

(k)
q,p−1 = 0.æ>�����¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{���v�N�g2}�|����Ù"4��|ØÊ¨©�������:¨�Ö|ØP���vÙ£���~�£¤NÖF�{�©� ��é ç ×Î�{¨��LØ��*��Ö|Ô��"Ø£� ��¨"�"0|ØÔ£� �|Ô��|Õ{� �vé,7<�v��¨�é>�{���|����Ó"Ú��v���|��¨������"Ú:9±Ù����ã¨©�:��Ö£¡c¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �:��¨"�v� Õ��©� �>¨"�~�:�|��Õ{� �v�"0óv� Ø����v���

e§óv� ó~�"Ô��Pó~�"�£� ��¨����"2}�|Ú ÑtÖ|Ô��"Ø£� 4�Ù~���"Ø��F��¨©�v� Õ��©� �

(2, 3)(2, 4) · · · (2, n) (1, 3)(1, 4) · · · (1, n)
(3, 4) · · · (3, n) (2, 4) · · · (2, n)

\ | \ |
\ | \ |
\ | \ |

· · · · · ·
· · · · · ·

(n − 1, n) (n − 2, n)

�ÞØPÖ*Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �F�g2}�|���|�v��¨��©�N���J¨�Ö|ØCóv� �Wó~é|ØÊ¥ �{�©� ��é ç ¨�Ù�¨£�:�©� Ø����N�g0��v�����*Ø��*Ô��©� Õv¨��©�Ù|¨£��¨©�E��Ö£¡c¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �C��¨©�v� Õ��©� �Có~�~�C��Ö|Ô��"Ø£� 4���ØÊ¨"���{Ô��"ØL�¦ó~Ö|���"é54��|ØÊ¨"��� ç ��¨�ÖE�{�|Ø�Ó"Õ��©� � ç��ó~ÙP¨©�~�|Ú>�¦ó~Ù~���"Ø��~�|Úã���¦¨"�|�{Õ�Ö|����¨£� �{���"0|Ú�� ⇒ � �ã��¨��"���E��ó~Ù
N = (n − 2) + (n − 3) + · · · + 2 + 1 =

1

2
(n − 1)(n − 2)

���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{���"0|Ú ç �P�|��Õ{� �vÙ~Ú�óv� Ø����v�|Ú A
�|Ø�é��{�¦¨"���v�{�ÞÓ"Ø��J¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �E�{�|�����¦¨��£� �vÙóv� Ø����v�L¨�Ö|Ú>���~�'2}�|Ú

A(N) =




a1 b2

b2 a2 b3

· · ·
· · ·

bn

bn an




,
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ó~�~�EÓ"Õ��©��¨£� Ú:� Ô£� �"Ú:� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú>���Þ¨©�|Ø

A
�

(ii) íïîNð"ñ8òQó�òQô Householder õFö©÷¼øúùIîNîNûDü�ý¦öpþNò�ÿIô� � � ÷¦þNû�ôµã�¦¥§���"0|���C¨©�
k
�~�|���W¨�Ö|ÚF�g2}�|�����£�{�|ÚE¨�Ö|ÚP��� ¤NÙ~Ô��~�

Householder
��¨"�ä�{�|�����¦¨��£� �vÙóv� Ø����v�

A =




a1,1 a1,2 · · · a1,n

a1,2 a2,2 · · · a2,n

a1,3 a2,3 · · · a3,n

· · ·
· · ·

a1,n a2,n · · · an,n




.

��ó~Ù ¨©�~�|ÚEó~���~Ö��{�"0|���"Ø��~�|ÚE���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{���"0|ÚE�ä�|��Õ{� �vÙ~ÚPóv� Ø����v�|Ú
A
Ó"Õ��©�å�|Ø��|Õ~¤N�©��{�>Ó"Ø��E�{�|�����¦¨��£� �vÙPóv� Ø����v�L¨�Ö|Ú>���~�'2}�|Ú

Ak−1 =




x x |
x x x |

x x x |
x x | x x x

− − − − | − − −
x | x x x
x | x x x
x | x x x




=




Tk | CT
k

−− | −−
Ck | Bk


 ,

Ù�ó~�~�U�
Tk ∈ IRk,k �©� Ø�����¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~ÚE�v���å�v� Bk ∈ IRn−k,n−k �v��� Ck ∈ IRn−k,k�©� Ø������|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õv�E�v��óv� Ø����v�"Ú

Bk =




ak+1,k+1 · · · ak+1,n

· ·
· ·
· ·

ak+1,n · · · an,n



�v���

Ck =




0 0 · · 0 ak,k+1

0 0 · · 0 ak,k+2

· · · · · ·
· · · · · ·
0 0 · · 0 ak,n




.

ÝÞ�|����¨�Ö|���"0|���ÞÙ|¨£�
Ck =

[
O | ck

]
,
Ù�ó~�~�

ck = [ak,k+1, ak,k+2, · · · , ak,n]T .

� eË��¨"¥

Pk =




I | OT

−− | − −−−
O | I − 2wwT


 Ù�ó~�~�

w ∈ IRn−k ��� wT w = 1.

´ Ù|¨��

Ak = PkAk−1Pk =




Tk | ĈT
k

−− | −−
Ĉk | B̂k


 ,

Ù�ó~�~�
B̂k = (I − 2wwT )Bk(I − 2wwT ),



�|� � øgX«�'RÊü�� ÿ��AX7û R�ÿ�SAT"S"ÿ�S�û þAX��'X«�'º
�v���

Ĉk = (I − 2wwT )Ck =
[
O | ĉk

]
,
���

ĉk = (I − 2wwT )ck.

⇒ �ÞØJ¨©�
w
�¦óv� ���¦�{�©�vÓ¦¨��}�{×§��¨��

ĉk = (I − 2wwT )ck = αe1 = [α, 0, . . . , 0]T ,

¨�Ù|¨��

Ak =




Tk+1 | CT
k+1

−− | −−
Ck+1 | Bk+1


 ,

Ù�ó~�~�
Tk+1 ∈ IRk+1,k+1 �©� Ø����£¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Ú�� ⇒ Á ���v�����~�£¤�� ��¨¦¥§ØÞ���¦¨©�|�{Õ�Ö|�|��¨�� �{�|×§Ø

Householder
�~Ô�Ö��{�©�{��¨©�
Pn−2Pn−3 · · ·P2P1 A P1P2 · · ·Pn−3Pn−2 = An−2,Ù�ó~�~�E�

An−2
�©� Ø������{�|�����¦¨��£� �vÙ~Úã�v����¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Ú��

qtx}svx{z�¯�s�Ï ® Ïª� ¶ p �ÞØ5�Þóv� Ø����v�|Ú
A ∈ IRn,n Ô��"Ø5�©� Ø������{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú ç ¨�Ù�¨��ÎÖ�óv� �Þó~é|ØÊ¥Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �Þ�|�¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{�|×§Ø

Householder
�|Ø�é��{�©��¨©�|Ø

A
�{�ËÓ"Ø��ÞÙ~���v� �ãóv� Ø����v�

An−2¨�Ö|Ú:���~�'2}�|Ú>é|ØÊ¥
Hessemberg




x x x x x x
x x x x x x
0 x x x x x
0 o x x x x
0 0 0 x x x
0 0 0 0 x x




.

⇒ �CÖ����|Ô��
An−2 = (ai,j) ç Ù�ó~�~� ai,j = 0

�}� �
i > j + 1

�

(iii) í îNð"ñ8òQó�òQô QR ����ý�òQø�ó¦ö òQý¦ö�ø�î��Qô°ü�� � �Nö ��� þ�� � Qk þN÷Iö RK�å� �
A ∈ IRn,n ç ÖE��Ó ¤N�~Ô��~Ú QR

7 ��¨�ÖC�~�|�}� �v�L¨�Ö|Ú>���~�'2}�>95�©� Ø���� /
A1 = A,

Ak = QkRk, Ak+1 = RkQk, k = 1, 2, . . . ,

Ù�ó~�~� ç �}� �C�vé£¤N� k ç � Qk ∈ IRn,n �©� Ø������~�©¤N����×§Ø£� �~Úã�v���{� Rk ∈ IRn,n �©� Ø����{é|ØÊ¥ ¨��£� ¡��¥§Ø£� �vÙ~Ú�� ⇒ �Ë¨©� k
�~�|����¨�Ö|ÚË��� ¤NÙ~Ô��~�ã��ó~��� ¨£�©� ¨©�|���>ó~���~�{Ô£� �~�£� �{��Ù~ÚË�"Ø�Ù~Ú9�~�©¤N����¥§Ø£� �~�óv� Ø����v�

Qk
¨�Ó¦¨©�v� �~�C×§��¨��

QT
k Ak = Rk,

Ù�ó~�~�L�
Rk
�©� Ø����~é|ØÊ¥ª¨��£� ��¥§Ø£� �vÙ~Ú�� ⇒ æ óv� Ø����v�|Ú

Qk
�|ó~�~���©�vØ��Ló~���~�{Ô£� �~�£� ��¨��©�v¥§ÚÞ¨"��}� Ø�Ù~���"Ø��Fóv� Ø�é��~¥§ØJó~�"�£� ��¨����"2}�|Ú:�Eóv� Ø�é��~¥§Ø

Householder
���Ë¨�Ö|Ø:ó~�"�£� ó�¨"¥§�{ÖCóv� Ø�é��~¥§Øó~�"�£� ��¨����"2}�|Ú ç �C��Ö|Ô��"Ø£� �{��Ù~Ú�¨"¥§Øã�vé�¨"¥ï¨��£� ��¥§Ø£� �~×§Ø>��¨©�v� Õ��©� ¥§ØÞ¨©�~� Ak

�¦óv� ¨����{Õ�é|Ø��¦¨©����g2}�|����Ù"4���ØÊ¨"�|Úã¨©�|ØJ�v�|Ø�Ù|Ø�� /
‘‘
e§óv� ó~�"Ô��Pó~�"�£� ��¨����"2}�|Ú

(p, q) → ÑtÖ|Ô��"Ø£� 4�Ù~���"Ø��F��¨"�v� Õ��©� �
(q, p) ”



¬ ø�1<
	5® ��� U"SAØgS�û�Ù�Ú'S H S J û R�ÿ�S Ã û Ø"û SAR1ÙgRDX�� ÿ�¯AXYV_� ���
æ>��ó~�"�£� ��¨����"2}Ó"Ú>�g2}�|����Ù"4���ØÊ¨"���{���ã¨�Ö|ØJ�gf��|Ú>�{�©� ��é /

e§óv� ó~�"Ô��Pó~�"�£� ��¨����"2}�|Ú ÑtÖ|Ô��"Ø£� 4�Ù~���"Ø��F��¨©�v� Õ��©� �

(1, 2)(1, 3) · · · (1, n) (2, 1)(3, 1) · · · (n, 1)
(2, 3) · · · (2, n) (3, 2) · · · (n, 2)

\ | \ |
\ | \ |
\ | \ |

· · · · · ·
· · · · · ·

(n − 1, n) (n, n − 1)

�CÖ����|Ô�� ç �|Ø
N =

1

2
n(n − 1)

�v���
S1 := R1,2, S2 := R1,3, . . . , SN := Rn−1,n,

¨�Ù|¨��
SNSN−1 · · ·S2S1Ak = Rk ⇒ QT = SNSN−1 · · ·S2S1.�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç

Ak+1 = RkQk = RkST
1 ST

2 · · ·ST
N−1S

T
N .

qtx}svx{z�¯�s�Ï ® Ï Á ��Ó ¤N�~Ô��~ÚFÔ£� ��¨�Ö|���©�å¨�Ö|ØWé|ØÊ¥
Hessemberg

7 �U¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �>9J���~�'2}��"Ø�Ù~ÚPóv� Ø����v� ⇒ �ÞØ´Ùä�|��Õ{� �vÙ~ÚEóv� Ø����v�|Ú
A
7<�v���±�¦ó~�~��Ó"ØÊ¥§ÚP�vé£¤N�Cóv� Ø����v�|Ú

Ak
9:�©� Ø����é|ØÊ¥

Hessemberg
7 �´¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Ú:9 ç ¨�Ù|¨�� ç �}� �´�vé£¤N� k ç �ä�~�©¤N���v×§Ø£� �~ÚPóv� Ø����v�|Ú Qk�©� Ø����v¨©�F�}� Ø�Ù~���"Ø��
n − 1

óv� Ø�é��~¥§Ø:ó~�"�£� ��¨����"2}�|Ú��r�CÖ����|Ô�� ç ��¨�Ö|ØJó~�"�£� ó�¨"¥§�{ÖE�|��¨�� ç
QT

k = RT
n−1,n · · ·RT

2,3R
T
1,2 ⇒ Ak+1 = Rk(R1,2R2,3 · · ·Rn−1,n).

è.% H _�]C8>]CR>2Q-©^ 6*]dc�]
qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ p ¢5�¦�|¨£� ×§��¨��Þ¨"�.2}��é��{���

|λ∗ − 1.0| ≤ 10−3,

�}� �C¨�ÖP�~� �v��Ù�¨��"��ÖP� Ô£� ��¨�� �|�
λ∗ ¨©�~�Cóv� Ø����v�

A =




6 1
1 5 1

1 4 10−3

10−3 1


 .



�£« ÷N�¦ùA�'Ø¦ø�T J ÿ��AX«�
¸C¹}® Ï�¹ æ

A
�©� Ø����{�{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú ⇒ æ>�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨©�~�

A
�©� Ø�����ó~����������¨£� ��Ó"Ú£�

æ>�{Ô£� ���v�v�
Gerschgorin

¨©�~�
A
�©� Ø���� /

D1 : |λ − 6| ≤ 1, D2 : |λ − 5| ≤ 2,

D3 : |λ − 4| ≤ 1 + 10−3 �v���
D4 : |λ − 1| ≤ 10−3

⇒ æ�Ô£� ���v�~Ú
D4
�©� Ø����~Ô£� �|Õv¥§�£� �{��Ó"Ø��~ÚÞ��ó~ÙL¨©�~�|Ú�é��|���~�|Ú ⇒ æ

D4
ó~�"�£� Ó"Õ��©�|¨£ÖJ�~� �v��Ù|¡¨��"��ÖF� Ô£� ��¨£� ���

λ∗ ¨©�~� A ⇒

|λ∗ − 1| ≤ 10−3 ⇒ 1 − 10−3 ≤ λ∗ ≤ 1 + 10−3.

� eË��¨"¥
D = diag(1, 1, 1, k) ç ��� k 6= 0

� ´ Ù�¨�� D−1 = diag(1, 1, 1, 1/k)
�v���~�Jóv� Ø����v�|Ú

DAD−1 =




6 1
1 5 1

1 4 10−3/k
10−3k 1




Ó"Õ��©�{���v�£� ��×§Úã¨£� Ú:� Ô£� �"Ú:� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú>���Þ¨©�|Ø
A
�

æ>�{Ô£� ���v�v�
Gerschgorin

¨©�~�
DAD−1 �©� Ø���� D1 ç D2

�v��� /
D̂3 : |λ − 4| ≤ 1 + 10−3/k, D̂4 : |λ − 1| ≤ 10−3k

⇒ ÑU�
k = 10−3 ç � D̂4

ó~�|���|��Ó"Ø��©�}Ô£� �|Õv¥§�£� �{��Ó"Ø��~ÚL��ó~Ù*¨"�~�|Ú
D1 ç D2

�v���
D̂3 ⇒ æ

D̂4
ó~�"�£� Ó"Õ��©�v¨�ÖP�~� �v��Ù�¨��"��ÖP� Ô£� ��¨£� ���

λ∗ ¨"¥§Ø DAD−1 �v��� A ⇒

|λ∗ − 1| ≤ 10−6 ⇒ 1 − 10−6 ≤ λ∗ ≤ 1 + 10−6.

qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ » � eË��¨¦¥
λ
�~� �P� Ô£� ��¨£� ���C¨"�~�C¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~�Cóv� Ø����v�

A3 =




1 10−2

10−2 3−1 10−3

10−3 3−2




�v���
x = [x1, x2, x3]

T ç ��� ||x||2 = 1 ç ¨©�P�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��P� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{�����_�C�©� fÊ¨��ÞÙ�¨£���|Ø µR�©� Ø����v¨©�Fó~Ö��~� �v�
Rayleigh

¨©�~�Cóv� Ø����v�

A5 =




1 10−2

10−2 3−1 10−3

10−3 3−2 10−4

10−4 3−3 10−5

10−5 3−4




,

¥§Ú>ó~���~Ú>¨"�*Ô£� é|Ø��|�{���
v = [x1, x2, x3, 0, 0]

T ,

¨�Ù|¨��
µR = λ

�9�Ë¨�ÖE�{�|Ø�Ó"Õ��©� �L�~���©� ¨���¨�Ö|ØL�¦��é|Õ{� ��¨�ÖL¨£� ���E¨�Ö|Ú>Ø�Ù~�����|Ú
||A5v − µv||2, µ ∈ IR,

¥§Ú>ó~���~Ú>¨"�
µ
�
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vT v = 1 ç ¨©�34�Ö�¨©�"0|���"Ø��Pó~Ö��~� �v� Rayleigh
�©� Ø����

µR = vT Av ⇒

µR = [xT , oT
2 ]

[
A3 B
C D

] [
x
o2

]
,

Ù�ó~�~�

B =




0 0
0 0

10−4 0


 , C =

[
0 0 10−4

0 0 0

]
, D =

[
3−3 10−5

10−5 3−4

]
,

�v���
o2 = [0, 0]T ⇒

µR = [xT , oT
2 ]

[
A3x
Cx

]
= xT A3x = λxT x = λ.

⇒ Á ||A5v − µv||2
�¦���|Õ{� ��¨"��ó~�v� �©� ¨©���NÙ�¨"�|Ø

µ = µR = λ
� ⇒ Á&�¦��é|Õ{� ��¨�ÖF¨£� ���F¨�Ö|ÚØ�Ù~�����|Ú:�©� Ø���� ||A5v − λv||2 ç Ù�ó~�~�

A5v − λv =

[
A3x
Cx

]
− λ

[
x
o2

]
= [0, 0, 0, 10−4x3, 0]

T .

⇒ Á �¦��é|Õ{� ��¨�Ö�¨£� ���Þ¨�Ö|Ú9Ø�Ù~�����|Ú5�©� Ø���� ||A5v−λv||2 = 10−4|x3|
�Q7��CÖ����|Ô�� ç Ö:� Ô£� �|¨£� ���

λ
¨"�~�

A3
�©� Ø������~� �

“
�v�����

”
ó~���~�{Ó¦���}� �{ÖE�~� �|Ú:� Ô£� ��¨£� ���|ÚÞ¨©�~�

A5
� 9

qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ � eI2}�|����Ù~��¨��°7 ���W���v�£� �~�©� �U¨��£� ×§ØUÔ��¦�v�|Ô£� �~×§Ø@�}Ö52}�©� ¥§Ø£9L¨£� Ú*¨����©� Úó~�Ê×Î¨��"Ú:��ó~�|Ø������A�}�©� Ú�¨£Ö|Ú>��� ¤NÙ~Ô��~�EÔ��|Ø�é|���¦¥§Ú>��¨"��ØJóv� Ø����v�

A =




4 1 1
1 0 −1
1 −1 4


 ,

���
y
0

= [1, 1, 1]T
�

¸C¹}® Ï�¹ Ñt�Þ¨©�~�|Ú>�{�|Ø��£¤N�©� Úã�{�|���~���~� �{���"0|Ú /p1¹
Ay

0
= [6, 0, 4]T ⇒ m0 = 6, y

1
= [1, 0, 0.667]T .»¡¹

Ay
1

= [4.667, 0.333, 3.668]T ⇒ m1 = 4.667, y
2

= [1, 0.071, 0.790]T .�P¹
Ay

2
= [4.861, 0.210, 4.089]T , ⇒ m2 = 4.861, y

3
= [1, 0.043, 0.841]T .

⇒ �ÞØ
λ1
�©� Ø����vÖL�¦óv� �v����¨�Ó"��¨��"��ÖL� Ô£� ��¨£� ���J¨©�~�

A
�v���

x1

¨"�P�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��F� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{��� ç¨�Ù|¨��
λ1 ≈ 4.861

�v���
x1 ≈ [1, 0.043, 0.841]T .æ>�{���v�£� �~�©� ÚÞ¨£� ��Ó"Ú>�©� Ø����

λ1 = 5
�v���

x1 = [1, 0, 1]T .



��ñ ÷N�¦ùA�'Ø¦ø�T J ÿ��AX«�
qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ Å eI2}�|��Ù~��¨��EÔ'0|�´�~�|����¨"�*¨�Ö|ÚE��� ¤NÙ~Ô��~�´�|ØÊ¨£� ��¨����"2}Ö|ÚE�¦ó~�|Ø�é���Ö5�}Ö|Ú�}� �C¨©�|ØL��ó~�����£�}� �{��ÙE¨�Ö|Úãó���Ö|�}� Ó"��¨��"��Ö|Úã��¨©�*�P� Ô£� ��¨£� ���|Úã¨©�~�Cóv� Ø����v�

A =




4 2 2
2 5 1
2 1 6


 .

¸C¹}® Ï�¹ �ÞØÊ¨£� ��¨�����2}ÖP�¦ó~�|Ø�é���ÖA�}Ö /
(A − 2I)uk+1 = y

k
,

y
k+1

=
1

mk
uk+1, k = 0, 1, . . . ,

Ù�ó~�~�
mk ≡ �}�|Ø£� ��¨Ê×§�{�P���¦�}� ��¨"�~�E��Ó¦¨����~�C¨©�~� uk+1

�

A − 2I =




2 2 2
2 3 1
2 1 4


 =




1 0 0
1 1 0
1 −1 1







2 2 2
0 1 −1
0 0 1


 = LU.

ÁX�¦ó~�|Ø�����Ö�ó�¨£� �v�LÔ£� �|Ô£� �v�|�}� �C�g2}�|����Ù"4��¦¨©����¥§Ú:�gf��|Ú /
Lvk+1 = y

k
, Uuk+1 = vk+1, y

k∗1 =
1

mk
uk+1, k = 0, 1 . . . , .

�Þ��Õ{� �vÙ*Ô£� é|Ø��|�{���
u0 / Uu0 = [1, 1, 1]T ⇒

u0 = [−5/2, 2, 1]T , y
0

= [1,−4/5,−2/5]T .

�9�|Ø��¦ó�×§Ú /p1¹
v1 = [1,−9/5,−16/5]T , u1 = [87/10,−25/5,−16/5]T ,

⇒ m0 = 87/10, y
1

= [1,−50/87,−32/87]T .

⇒ 1η ó~���~�{Ó¦���}� �{Ö / λ(1) = 2 + 1/m0 = 2.1149
�

»¡¹
v2 = [1,−137/87,−256/87]T , u2 = [1385/174,−393/87,−256/87]T ,

⇒ m1 = 1385/174, y
2

= [1,−786/1385,−512/1385]T .

⇒ 2η ó~���~�{Ó¦���}� �{Ö / λ(2) = 2 + 1/m1 = 2.1256
�úÁ
ó~���~�{Ó¦���}� �{ÖF�{� �F¨©�W�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õv�� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{���C�©� Ø����

[1,−0.5675,−0.3697]T
�

æ>�{���v�£� �~�©� ÚÞ¨£� ��Ó"Ú,7 �{�ã«PÔ�� ��� 9E�©� Ø���� /
λ = 2.1260

�v���
[1,−0.5673,−0.3698]T .
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qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ · Á�¨£� ���

λ̃ = 8.99
�©� Ø����9�~� �ïó~���~�{Ó¦���}� �{Ö �~� �|Ú � Ô£� ��¨£� ���|Ú

λ
¨©�~�óv� Ø����v�

A =




4 5 0
5 −1 −5
0 −5 4


 .

eI2}�|����Ù~��¨��>¨"�Fó~�Ê×Î¨"�P�~�|���L¨�Ö|Ú>��� ¤NÙ~Ô��~�E�|ØÊ¨£� ��¨����"2}Ö|Ú>�¦ó~�|Ø�é���ÖA�}Ö|ÚÞ�}� �C¨"��ØJ��ó~�����|¡�}� �{��ÙF¨©�~�E�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��~�E� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨"�vÚ
x
�

¸C¹}® Ï Ñt�>�|�£� ¤N��Ö�¨£� �v�L«P�{Ö|���|ØÊ¨£� �~×§Ø&�}Ö52N� ¥§Ø /
A − 8.99I =




−4.990 5 0
5 −9.990 −5
0 −5 −4.990




=




1 0 0
−1.002 1 0

0 1.004 1







−4.990 5 0
0 −4.980 −5
0 0 0.030


 =: LU.

 s��±� wN¯ªÄ�svu ® Ç�ÍåÍÎ� ® Ï�¹
Uu0 = [1, 1, 1]T ⇒
u0 = [−33.90,−33.63, 33.33]T ⇒ y

0
= [1, 0.9920,−09832]T .

qtsvîãz�Ï Ä�svu ® Ç£ÍåÍÎ� ® Ï�¹
Lv1 = y

0
⇒ v1 = [1, 1.994,−2.985]T

Lu1 = v1 ⇒ u1 = [99.50, 99.50,−99.50]T
�v���

m0 = 99.50

y
1

=
1

m0
u1 ⇒ y

1
= [1.000, 1.000,−1.000]T .

⇒ Á ó~���~�{Ó¦���}� �{Ö��}� ��¨©�>�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õv�:� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{�����©� Ø����
x̃ = [1.000, 1.000,−1.000]T

�
´ �|��¨�Ù|Õ����|Ø��EÖE��Ó ¤N�~Ô��~Ú>Ô£� Ø��©��¨�Ö “

�~�¦�|¨£� ¥§��Ó"Ø�Ö
”
ó~���~�{Ó¦���}� �{Ö

λ ≈ λ̃ +
1

m0
= 8.99 +

1

99.50
= 9.000,

�}� �C¨�Ö|ØC� Ô£� ��¨£� ���
λ
�

æ>�{���v�£� �~�©� ÚÞ¨£� ��Ó"Ú>�©� Ø����
λ = 9

�v���
x = [1, 1,−1]T

�
qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ ð � eË��¨¦¥ λ1, λ2, λ3

�v�y� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚJ�v���
x1, x2, x3

¨"�W�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��W� Ô£� �|¡Ô��|Ø'0|�{����¨©�C¨"�~�Cóv� Ø����v�



2 3 2
10 3 4
3 6 1


 .

�ÞØ
λ1 = 11

�v���
x1 = [1/2, 1, 3/4]T

ó~���~�{Ô£� �~�£� ��¨�� ç ���W¨�Ö ��Ó ¤N�~Ô�� ��ó~�|�~é£¤N�~� �{Ö|Úóv� Ø�é��~¥§Ø ç Ó"Ø��:óv� Ø����v� B ∈ IR2,2 ����� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú λ2, λ3
���Þó~�£�����}� ��¨��9¨£� Úã� Ô£� �|¨£� ���"Ú

λ2, λ3�v���£¨©�ã�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��>� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨"�
u2, u3

¨©�~�
B
�v������¨�Öã�{�|Ø�Ó"Õ��©� � ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|Ú¨©�

u2, u3 ç ó����v�{Ô£� �~�£� ��¨��Þ¨©�P� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©� x2, x3

¨©�~�
A
�



��ö ÷N�¦ùA�'Ø¦ø�T J ÿ��AX«�
¸C¹}® Ï�¹ �ÞØ

e2 = [0, 1, 0]T ç ¨�Ù�¨�� eT
2 x1 = 1

�9�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç �Fó~� Ø����v�|Ú
A1 = A − x1e

T
2 A = A − x1r2(A)

=




−3 3/2 0
0 0 0

−9/2 15/4 −2




Ó"Õ��©�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú
0, λ2, λ3

�v�����|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��E� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�
x1

�v���
xi − eT

2 xix1 ç i = 2, 3
⇒ æ óv� Ø����v�|Ú

[
−3 0

−9/2 −2

]

Ó"Õ��©�±� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú
λ2, λ3 ⇒ λ2 = −3

�v���
λ3 = −2 ⇒ ¨©�U�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��U� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨"�¨©�~�

B
�©� Ø����

u2 = [2, 9]T
�v���

u3 = [0, 1]T

⇒ ´ ��� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨"�9¨©�~� A1
ó~�~�5�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��"0|Ø§��¨£� Ú§� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

λ2 = −3
�v���

λ3 = −2�©� Ø����
y
2

= [2, 0, 9]T
�v���

y
3

= [0, 0, 1]T .

⇒

x2 − eT
2 x2x1 = cy

2
.

�Þó~�|¤NÓ¦¨©�~�|���ã¨Ê×§���FÙ�¨£�}¨©�
x2

Ó"Õ��©�}�v�|Ø��|Ø£� �v��ó~�v� Ö£¤N�©��×§��¨��
(x2)2 = 1 ç Ù~ó��v� (xi)k ≡Ö

k
�{�|Ø£� ��¨Ê×§�{�E¨"�~�

xi

� ´ Ù|¨�� eT
2 x2 = 1 ⇒

x2 − x1 = cy
2
.

e§óv� �{Ö|Ú
r2(A)(x2 − x1) = λ2(x2)2 − λ1(x1)2

⇒ r2(A)(x2 − x1) = λ2 − λ1 ⇒ cr2(A)y
2

= λ2 − λ1

⇒ c = (λ2 − λ1)/r2(A)y
2

= 1/4

⇒

x2 = x1 +
1

4
y
2

= [0, 1,−3/2]T .

Ñt�ã¨©�|ØC� Ô£� �P¨���Ù�ó~� / x3 = [1/2, 1,−5/2]T
�

qtx}svx{z�¯�s�Ï ® Ï�¹ Á�óv� �äó~é|ØÊ¥
Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �U�g0|���"�{Ö|ÚF�"Ø�Ù~ÚW� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�~Ú
xi

¨©�~�
A��ó~ÙP¨©�F�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��*� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{���

y
i

¨©�~�
A1 ç ��Ó"��¥ ¨�Ö|Ú

xi − eT
k xix1 = cy

i
,

ó~���"2}�|ØÊ×§Úã¤N�P��ó~��¨'0|Õ��©���|Ø
(xi)k = 0

�Ë�Þ��¨��E�©� Ø����{ÖE��Ù|Ø�ÖEó~�"�£� ó�¨¦¥§�{ÖC�}� �C¨�Ö|ØL��ó~�v� �Ô��"ØE�"�|��¨"�£¤N�©�}ÖF��ó�Ù�¤N�"�{Ö
(xi)k = 1

� ⇒ Á
��ó~Ù|¤��"�{ÖL¤N�F�~Ô�Ö��{�|�{�©�}�{�>�vé�ó~�v� �Fé�¨©��ó~���ó~�|¨�Ó¦���¦�}�|�@7<ó}� Õ��L���&ì�� � � � 9´�v���N��¨©�´�{�|�|ó~Ó"���|�{���FÙ�¨£�
(xi)k = 0 ⇒ eT

k xi = 0 ⇒
xi = cy

i

�
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qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ º�� ��Ö|�}� ����ó~�v� �|��¨���¨�ÖP��Ó ¤N�~Ô��

Givens
�}� �E¨"�*���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{��ÙF�{�¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �E���~�'2}�E¨©�~�Cóv� Ø����v�

A =




0 12 16 −15
12 288 309 185
16 309 312 80

−15 185 80 −600


 .

¸C¹}® Ï�¹ Ñt�
s = sin θ

�v���
c = cos θ /p1¹ Ñt�¦¨"�|�}ÕvÖ|����¨£� �{��Ù~Ú

RT
23AR23 ç Ù�ó~�~�

RT
23




0
12
16

−15


 =




1 0 0 0
0 c s 0
0 −s c 0
0 0 0 1







0
12
16

−15


 =




0
12c + 16s

−12s + 16c
−15




⇒ ´ � θ
�¦óv� ��Ó¦�{�¦¨©�|�}Ó¦¨��}�}×§��¨�� −12s + 16c = 0 ⇒ tan θ = s/c = 4/3 ⇒ s = 4/5�v���

c = 3/5 ⇒

R23 =




1 0 0 0
0 3/5 −4/5 0
0 4/5 3/5 0
0 0 0 1




⇒

A1 = RT
23AR23 =




0 20 0 −15
20 600 −75 175
0 −75 0 −100

−15 175 −100 −600


 .

� e§���¦�{Õ��~Ú / trace(A1) = 0 = trace(A)
�

»¡¹ Ñt�¦¨"�|�}ÕvÖ|����¨£� �{��Ù~Ú
RT

24A1R24 ç Ù�ó~�~�

RT
24




0
20
0

−15


 =




1 0 0 0
0 c 0 s
0 0 1 0
0 −s 0 c







0
20
0

−15


 =




0
20c − 15s

0
−20s − 15c




⇒ ´ � θ
�¦óv� ��Ó¦�{�¦¨©���vÓ¦¨��}�{×§��¨�� −20s − 15c = 0 ⇒ s = −3/5

�v���
c = 4/5 ⇒

A2 = RT
24A1R24 =




0 25 0 0
25 0 0 625
0 0 0 −125
0 625 −125 0


 .

� e§���¦�{Õ��~Ú / trace(A2) = 0 = trace(A)�P¹ Ñt�¦¨"�|�}ÕvÖ|����¨£� �{��Ù~Ú
RT

34A1R34 ç Ù�ó~�~�

RT
34




25
0
0

625


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 c s
0 0 −s c







25
0
0

625


 =




25
0

625s
625c






�|ì ÷N�¦ùA�'Ø¦ø�T J ÿ��AX«�
⇒ ´ � θ

�¦óv� ��Ó¦�{�¦¨©���vÓ¦¨��}�{×§��¨��
625c = 0 ⇒ c = 0

�v���
s = 1 ⇒

A3 = RT
34A2R34 =




0 25 0 0
25 0 625 0
0 625 0 125
0 0 125 0


 .

� e§���¦�{Õ��~Ú / trace(A3) = 0 = trace(A)
�

qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ á � eË��¨¦¥
x1 = [2, 1,−2]T

�v���
x2 = [0, 3]T

�U¢5���©� ¨��EÔ'0|�tóv� Ø����v�"Ú
Householder H1 ∈ IR3,3 �v��� H2 ∈ IR2,2 ¨�� ¥ ç

H1x1 = [k1, 0, 0]
T �v���

H2x2 = [k2, 0]
T ,

�}� �C�v��¨£é���Ö£���
k1, k2 ∈ IR

�
� ��Ö|�}� ����ó~�v� �|��¨£�J¨�ÖU��Ó ¤N�~Ô��

Householder
�}� �W¨©� ���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{��Ùt�{�C¨��£� Ô£� ����×§Ø£� ����~�'2}�E¨©�~�Cóv� Ø����v�

A =




2 2 1 −2
2 1 0 1
1 0 −9 −9

−2 1 −9 1


 .

¸C¹}® Ï�¹ � eË��¨"¥
H1 = I − 2wwT ç Ù�ó~�~� w ∈ IR3 ��� wT w = 1

� ´ Ù�¨��F�}� � ¨©�|Øó~���~�{Ô£� �~�£� �{��ÙP¨"¥§Ø
k1 ∈ IR

�v���
w ∈ IR3 Ó"Õ��~�|��� /

H1x1 = (I − 2wwT )x1 = [k1, 0, 0]
T ⇒

k2
1 = (H1x1)

T (H1x1) = xT
1 x1 = 9.

e§óv� ��Ó¦�{�~�|���
k1 = 3

�_e§óv� �{Ö|Ú
2wwT x1 = x1 − [3, 0, 0]T =: u

⇒ αw = u ç Ù�ó~�~� α = 2wT x1 ⇒ α2 = uT u = 6 ç �¦ó~�©� Ô�� wT w = 1
�9�9�|Ø��¦ó�×§Ú

H1 = I − 2wwT = I − 2

α2
(αw)(αw)T

= I − 1

3
uuT =

1

3




2 1 −2
1 2 2

−2 2 −1


 .

Ñt�ã¨©�|ØC� Ô£� �P¨���Ù�ó~� ç �}� �C¨"�|ØJó~���~�{Ô£� �~�£� �{��ÙP¨©�~� H2 ∈ IR2,2 ç �~�£� ���v�~�|���ãÙ�¨£� /
k2 = 3, u = [−3, 3]T , α2 = 18

�v���
H2 =

[
0 1
1 0

]
.

7 qtx}svx{z�¯�s�Ï ® Ï�¹ �å� �Þ¨"��Ø5ó~���~�{Ô£� �~�£� �{��Ù>¨©�~�
H2
¤N�ã�|ó~�~���"0|�{�|���§Ø��ã��ó~�"2�0��{�~�|���±¨�Ö|Øóv� �:ó~é|ØÊ¥äÕ����|Ø��|�~Ù~���>Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �ã�|Ø����{ØÊ¥§�£� 4��|ØÊ¨©�|Ú5Ù�¨£�

E1,2x2 = [3, 0]T ç Ù�ó~�~� E1,2 ∈
IR2,2 �©� Ø������>��¨©�v� Õ��©� ×§Ô�Ö|Ú§óv� Ø����v�|Ú±ó~�~���|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��©����¨�ÖÞ�"Ø����|�����{�5¨¦¥§Ø5�{���|���|×§Ø 1, 2

� 9
eI2}�|�������{�E¨�Ö|Ú>��� ¤NÙ~Ô��~�

Householder /
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p1¹ æ óv� Ø����v�|Ú

A
�©� Ø����

A =

[
2 xT

1

x1 B1

] ���
B1 =




1 0 1
0 −9 −9
1 −9 1


 .

�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç ���
P1 =

[
1 oT

3

o3 H1

]
,

Ù�ó~�~�
ok ≡ ��Ö|Ô��"Ø£� �vÙFÔ£� é|Ø��|�{���L¨©�~� IRk ç

A1 = P1AP1 =

[
1 oT

3

o3 H1

] [
2 xT

1

x1 B1

] [
1 oT

3

o3 H1

]

=

[
2 k1e

T
1

k1e1 H1B1H1

]
=




2 3 0 0
3 3 0 3
0 0 −11 −7
0 3 −7 1


 .

� e§���¦�{Õ��~Ú / trace(A1) = −5 = trace(A)
�

»¡¹ æ óv� Ø����v�|Ú
A1
�©� Ø����

A1 =

[
C D
D B2

] ���
C =

[
2 3
3 3

]
, D = [o2 x2]

�v���
B2 =

[
−11 −7
−7 1

]
.

�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç ���
P1 =

[
I O
O H2

]
,

Ù�ó~�~�
I
����� O �©� Ø������|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��E�P¨©�|��¨©�v� �vÙ~ÚÞ�v������Ö|Ô��"Ø£� �vÙ~Úãóv� Ø����v�|ÚÞ¨©�~� IR2,2 ç

A2 = P2A1P2 =

[
A ET

E H2B2H2

]
,
���

E = [o2 k2e2]

⇒

A2 =




3 3 0 0
3 3 3 0
0 3 1 −7
0 0 −7 −11




� e§���¦�{Õ��~Ú / trace(A2) = −5 = trace(A)
�

7 qtx}svx{z�¯�s�Ï ® Ï�¹ µã�J�|ó~�~���"0|�{�|���5Ø��L��ó~�"2�0��{�~�|���Ë¨£Ö|ØÞóv� �Jó~é|ØÊ¥ªÔ£� �|Ô£� �v�|�}� �>�}� �:¨"��Øó~���~�{Ô£� �~�£� �{��Ù>¨©�~�
A2
ó~�|����¨�Ö|�Ê×§ØÊ¨"�|ÚËÙ|¨£���

A1
�|ó~�~���©��Ø��ã�|Ø��|Õ~¤N�©�£�{�Ë¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �:Ô£� �¨�Ö|Ú5�"Ø����|�����{�|Ú§¨"¥§Ø��{���|���|×§Ø��v���|��¨�Ö��|×§Ø

3, 4
¨"�~�

A1
7 Ô�Ö��{�±���

P2 = E3,4 ∈ IR4,4 9¦� 9
qtx}sv�}À ° � Í±¿�xä� ¶ Ð eI2}�|����Ù~��¨��>Ó"Ø��Có����|���"Ú��~�|���L¨£Ö|Ú>��� ¤NÙ~Ô��~�

QR
��¨©�|ØJóv� Ø����v�

A =




375 500 0 0
500 0 300 0

0 300 −135 15
0 0 15 10


 .



��� G RABDC�R�ø û º
¸C¹}® Ï�¹ Ñt�

A1 = A ç s = sin θ
�v���

c = cos θ /
• ÑtÖ|Ô��"Ø£� �{��Ù~Úã¨©�~�E��¨©�v� Õ��©� �~�

(2, 1) /

RT
12




375
500
0
0


 =




c s 0 0
−s c 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1







375
500
0
0


 =




375c + 500s
−375s + 500c

0
0




⇒ ´ � θ
�¦óv� ��Ó¦�{�¦¨©���vÓ¦¨��}�{×§��¨�� −375s + 500c = 0 ⇒ c = 3/5

�v���
s = 4/5 ⇒

RT
12A1 =




625 300 240 0
0 −400 180 0
0 300 −135 15
0 0 15 10


 .

• ÑtÖ|Ô��"Ø£� �{��Ù~Úã¨©�~�E��¨©�v� Õ��©� �~�
(3, 2) /

RT
23




300
−400

300
0


 =




1 0 0 0
0 c s 0
0 −s c 0
0 0 0 1







300
−400

300
0


 =




300
−400c + 300s

400s + 300c
0




⇒ ´ � θ
�¦óv� ��Ó¦�{�¦¨©���vÓ¦¨��}�{×§��¨��

400s + 300c = 0 ⇒ c = −4/5
�v���

s = 3/5 ⇒

RT
23R

T
12A1 =




625 300 240 0
0 500 −225 9
0 0 0 −12
0 0 15 10


 .

• ÑtÖ|Ô��"Ø£� �{��Ù~Úã¨©�~�E��¨©�v� Õ��©� �~�
(4, 3) /

RT
34




240
−225

0
15


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 c s
0 0 −s c







240
−225

0
15


 =




240
−225

15s
15c




⇒ ´ � θ
�¦óv� ��Ó¦�{�¦¨©���vÓ¦¨��}�{×§��¨��

15c = 0 ⇒ c = 0
�v���

s = 1 ⇒

RT
34R

T
23R

T
12A1 =




625 300 240 0
0 500 −225 9
0 0 15 10
0 0 0 12


 = R1 ,

Ù�ó~�~�E�
R1
�©� Ø�����é|ØÊ¥ ¨��£� ��¥§Ø£� �vÙ~Ú ⇒

A1 = (R12R23R34)R1 = Q1R1,Ù�ó~�~�E�
Q1 = R12R23R34

�©� Ø����{�~�©¤N�£��×§Ø£� �~Ú��
�9�|Ø��¦ó�×§Úã¨©�Fó~�Ê×Î¨"�P�~�|���L¨�Ö|Ú>��� ¤NÙ~Ô��~�

QR
�~Ô�Ö��{�©�{��¨"�|ØJ¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �Póv� Ø����v�

A2 = R1Q1 = R1(R12R23R34)

=




615 400 0 0
400 −375 9 0

0 9 10 12
0 0 12 0


 .

� e§���¦�{Õ��~Ú / trace(A2) = 250 = trace(A)
�



¬ ø�1<
	5® ��� U"SAØgS�û�Ù�Ú'S H S J û R�ÿ�S Ã û Ø"û SAR1ÙgRDX�� ÿ�¯AXYV_� �|�
]�SUTPdFSä294ú^
� ¶ p �C�©� fÊ¨��WÙ�¨£�Ë�|ØU�

A = (ai,j) ∈ |Cn,n �©� Ø����§�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú*�v���§�|�|��¨�Ö|��éäÔ£� ����×§Ø£� ���ó~Ó"�Ê¨��"���~Ú>���
ai,i > 0 ç i = 1, 2, . . . , n ç ¨�Ù�¨��ã� A

�©� Ø����v¤N�¦¨£� �véC�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��
� ¶ » �C�©� fÊ¨��d7 �¦��2}��é54��|ØÊ¨©�|ÚÞ¨£� ÚÞ�gf£� ��×§�{�©� Úã�{���v��¨�é���Ö��|ÖJ���~�'2}�>9ËÙ�¨£�v¨©�

n× n
7
n ≥ 6

9�{���|���~� �vÙF�10|�{¨�Ö|���
x1 + 3x2 = 1,

xi−1 + 4xi + xi+1 = 1, i = 2, 3, . . . , n − 1,

3xn−1 + xn = 1,

Ó"Õ��©�{����Ø��|Ô£� �v�L�>0|�{Ö��r�C�©� fÊ¨��ã�¦óv� �{Ö|ÚãÙ�¨£�
|x1| ≤ 5/2, max

2≤i≤n−1
|xi| ≤ 1/2, |xn| ≤ 5/2.

7�· Ä�¾�À ° � ¸�Ï�¹ �Ë¨"�CÔ��g0�¨��"���J��Ó"���~Ú��|ó~�~���©� ¨��5Ø��>�vé|Ø��¦¨��5Õ����|�{Ö>¨©�~�:��ó~��¨��¦��Ó"�{����¨"�~Ú
(i)¨�Ö|Úã� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú:�v� è~� 9

� ¶ � � eË��¨"¥
λ∗ ÖE�~� �v��Ù�¨��"��ÖP� Ô£� �|¨£� ���L¨©�~�Cóv� Ø����v�

A =




8 1
1 7 1

1 6 1
1 5 10−3

10−3 1




.

�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�
λ∗ = 1 + ε

Ù�ó~�~� |ε| ≤ 10−6 �
� ¶ Å � eË��¨"¥

λ
�~� ��� Ô£� ��¨£� �����"Ø�Ù~ÚÎ�{�|�����¦¨��£� �v�"09¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~�5óv� Ø����v�

An ∈ IRn,n 7 n > 1
9¨�Ö|Ú:���~�'2}�|Ú

An =




1 α1

α1 1 α2

· · ·
· · ·

αn−2 1 αn−1

αn−1 1




,

�v���
x = [x1, x2, . . . , xn]T ç ��� ||x||2 = 1 ç ¨©�t�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��t� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{�����8�C�©� fÊ¨��CÙ�¨£��|Ø

µR
�©� Ø�����¨©�Pó~Ö��~� �v�

Rayleigh
¨©�~�Cóv� Ø����v�

An+1
¥§Ú>ó~���~Úã¨"�*Ô£� é|Ø��|�{���

v =

[
x
0

]
,

¨�Ù|¨��
µR = λ

�9�Ë¨�ÖE�{�|Ø�Ó"Õ��©� �EÔ��©� fÊ¨��ãÙ�¨£�}ÖE�¦��é|Õ{� ��¨�ÖL¨£� ���C¨�Ö|Ú>Ø�Ù~�����|Ú
||An+1v − µv||2 , µ ∈ IR,

¥§Ú>ó~���~Ú>¨"�
µ ç �©� Ø���� |αnxn|

�



��« G RABDC�R�ø û º
� ¶ · � eË��¨"¥

A ∈ |Cn,n Ó"Ø��|Ú>�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Úãóv� Ø����v�|Úã���:� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn .

�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�
λn ≤ µR ≤ λ1 ,

Ù�ó~�~�
µR
�©� Ø�����¨©�Pó~Ö��~� �v�

Rayleigh
¨©�~�

A
¥§Ú>ó~���~Ú>��ó~�v� �~Ô���ó~�|¨��

x ∈ |Cn ç x 6= 0
�

� ¶ ð � eË��¨"¥ λ1
ÖE���¦�}� ��¨�ÖP� Ô£� �|¨£� ���L¨©�~�C¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~�Lóv� Ø����v�

A =




α + β β
β α β

β α β
β α β + ε

β + ε α + β




,

Ù�ó~�~�
α, β, ε ∈ IR

�©� Ø����~¤N�¦¨£� �v�v� �r�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�
α + 2β + 0.4ε ≤ λ1 ≤ α + 2β + ε .

7�· Ä�¾�À ° � ¸�Ï�¹ ¢9�{�å� �Þ���vÖ|�{ÖE��� êv� 9
� ¶ º �C�©� fÊ¨��CÙ�¨£��Ó"Ø��W�~� �{�|Ô£� �vÙUó~��Ù|����Ö|���W� Ô£� ��¨£� �|×§Ø

Az = λz ç Ù�ó~�~� A ∈ |Cn,n �©� Ø�����"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú ç �|ó~�~���©��Ø��´�|Ø��|Õ~¤N�©���{�CÓ"Ø��Wó~��Ù|����Ö|���W� Ô£� ��¨£� �|×§ØF¨�Ö|ÚE���~�'2}�|Ú Aχ = λχÙ�ó~�~� A ∈ IR2n,2n �©� Ø����{�{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú��
� ¶ á � eË��¨"¥

A ∈ IRn,n Ó"Ø��|ÚP�{�|�����¦¨��£� �vÙ~ÚEóv� Ø����v�|ÚE���P� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú λi ç i = 1, 2, . . . , n ç�v���{�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��P� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨"�
xi ç i = 1, 2, . . . , n

�I�C�©� fÊ¨��ãÙ�¨£�}�Póv� Ø����v�|Ú
A1 := A − λ1x1x

T
1Ó"Õ��©�£� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

0, λ2, λ3, . . . , λn ç �v���Ê�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��Þ� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©� x1, x2, . . . , xn

��7�Õ Ï! ¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ ´ �Þóv� ��ó~é|ØÊ¥U��ó~��¨�Ó¦���"�{���5��ó~��¨��¦���©�©¨�Ö9�~é|�{Ö��~� �|Ú§Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �|Ú±��ó~�|�~é£¤N�~� �{Ö|Ú�}� �J�{�|�����¦¨��£� �v�"0|Ú5óv� Ø����v�"Ú��¦Á Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �:�|��¨��ãó~�|���~�|�}� é54��©��¨©�J�gf��|Ú5ó����"�|Ø��¦�~¨��|����¨©��{�E�10����v�£� �{ÖW���C¨�ÖF�~�|�}� �v�W��Ó ¤N�~Ô��t��ó~�|�~é£¤N�~� �{Ö|ÚJóv� Ø�é��~¥§Ø / (i)
�Uóv� Ø����v�|Ú

A1
�©� Ø�����{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú ç �v��� (ii) ¨©�ä� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�´¨"�~� A1

ó~�~�t�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��"0|ØW��¨£� ÚW� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú
λ2, λ3, . . . , λn

�©� Ø����
x2, x3, . . . , xn

� 9
� ¶ Ð � eË��¨¦¥

λ1, λ2, λ3
�v��� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚJ�v���

x1, x2, x3

¨©�W�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��W� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨"�P¨©�~�óv� Ø����v�

A =




2 3 2
10 3 4
3 6 1


 .

�ÞØ
λ1 = −2

�v���
x1 = [1, 2,−5]T

ó~���~�{Ô£� �~�£� ��¨�� ç ���J¨�ÖF��Ó ¤N�vÔ��´��ó~�|�~é£¤N�~� �{Ö|Ú>óv� Ø�é��~¥§Ø ç Ó"Ø��Fóv� Ø����v� B ∈ IR2,2 ���L� Ô£� �|¡¨£� ��Ó"Ú
λ2, λ3

��Þó~�������}� ��¨��P¨£� Ú´� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú
λ2, λ3

�v���Î¨"�ï�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��ï� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨"�



¬ ø�1<
	5® ��� U"SAØgS�û�Ù�Ú'S H S J û R�ÿ�S Ã û Ø"û SAR1ÙgRDX�� ÿ�¯AXYV_� ��ê

u2, u3

¨©�~�
B
�v���y��¨�Ö´�{�|Ø�Ó"Õ��©� � ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|ÚL¨"� u2

�v���
u3 ç ó~���~�{Ô£� �~�£� ��¨��L¨"�� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�

x2, x3

¨"�~�
A
�

� ¶ p�» æ óv� Ø����v�|Ú

A =




3 1 1
1 3 1
1 1 5




Ó"Õ��©�}�¦óv� �v����¨�Ó"��¨��"��ÖP� Ô£� ��¨£� ���
λ1
���>�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��W� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{���

x1 = [1, 1, 2]T
�9¢5���©� ¨��¨�Ö|Ø

λ1
�v������¨�Ö �{�|Ø�Ó"Õ��©� �a7 ���t¨�Ö ��Ó ¤N�~Ô�� ��ó~�|�~é£¤N�~� �{Ö|ÚUóv� Ø�é��~¥§Ø£9F¨£� Ú é��|���"Ú Ô'0|�� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨©�~�

A
�

� ¶ p}p � eË��¨¦¥
A
�tóv� Ø����v�|ÚL¨�Ö|ÚL� �Þ���vÖ|�{Ö|ÚC��� �Êì��8eI2}�|����Ù~��¨��C¨�Ó"�{�{�"���©� ÚE�¦ó~�|Ø������5�}�©� Ú¨�Ö|Ú:Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �|Ú

y
0

= [1, 1, 1]T ,

y
k+1

=
1

mk
(A − 2I)y

k
, k = 0, 1, . . . ,

7 Ù�ó~�~�
mk
�©� Ø�����Ö´�{�|Ø£� ��¨Ê×§�{�´���¦�}� ��¨"�~�W��Ó¦¨����~�*¨©�~�WÔ£� �|Ø'0|�{����¨©�~Ú

(A − 2I)y
k

9Þ�}� �¨©�|ØW��ó~�������}� �{��Ùt¨�Ö|ÚP�¦óv� �v����¨�Ó"��¨£�"��Ö|ÚP� Ô£� ��¨£� ���|Ú
λ1
¨©�~�

A
�tÝÞ�v� � ó����"�|Ø�Ó¦�~¨�Ö|���Wó~�£¡���~�|�}� é54��©�åÖ´óv� �tó~é|ØÊ¥ Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �W�}� �´¨©�|ØW��ó~�£�����}� �{��ÙU¨�Ö|Ú

λ1
�{�P�10����v�£� �{ÖU���C¨�Ö�~�|�}� �v�C��Ó ¤N�~Ô��*Ô��|Ø�é|���¦¥§Ú#"

� ¶ p�» � eË��¨"¥
A
�Póv� Ø����v�|Ú

A =




1.5 1.0 1.0
0.1 1.6 1.1
0.1 0.2 0.71


 ,

�v���
λ̃ = 0.5

�~� �*ó~���~�{Ó¦���}� �{ÖW�~� �|ÚE� Ô£� ��¨£� ���|Ú
λ
¨"�~�

A
�&eI2}�|����Ù~��¨��L¨©�Uó~�Ê×Î¨"�´�~�|���¨�Ö|ÚW��� ¤NÙ~Ô��~�ä�|ØÊ¨£� ��¨����"2}Ö|ÚW�¦ó~�|Ø�é���ÖA�}Ö|ÚP�}� � ¨©�|ØU��ó~�������{� �{��Ùä¨©�~�ä� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�~Úó~�~�E�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��©�{��¨�Ö

λ
�

� ¶ pv�$� ��Ö|�}� ����ó~�v� �|��¨��L¨�ÖU��Ó ¤N�~Ô��
Givens

�}� �´¨"� ���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{��ÙU�}�C¨��£� Ô£� ����×§Ø£� ����~�'2}�E¨"¥§ØJóv� Ø�é��~¥§Ø

A =




−25 3 0 4
3 −47 20 −21
0 20 −25 110
4 −21 110 97



�v���

B =




120 15 0 20
15 −120 60 −35
0 60 −130 −45

20 −35 −45 120


 .

�Ë¨�Ö´�{�|Ø�Ó"Õ��©� �F�~���©� ¨�� ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨"�|ÚC¨�Ö|Ø*� Ô£� � ��¨�Ö�¨©�*¨�Ö|ÚE���v�£���~�£¤�� �|Ú Sturm / (i)¨©�|Ø:�|�£� ¤N��ÙC¨"¥§ØJ� Ô£� ��¨£� �|×§Øã¨©�~�
A
ó~�~�L�©� Ø����v���¦�{���>0�¨��"���"Ú5¨©�~�

25 ç �v��� (ii) ¨©�|Ø:�|�£� ¤N��Ù¨"¥§Ø:¤N�¦¨£� �~×§ØC� Ô£� ��¨£� �|×§ØJ¨"�~�
B
�

� ¶ p~Å � eË��¨"¥
x = [2, 1,−2]T

�§¢5���©� ¨��ãÓ"Ø��Cóv� Ø����v�
Householder H ∈ IR3,3 ¨�� ¥��

Hx = [k, 0, 0]T ,



�|ñ G RABDC�R�ø û º
�}� �C�vé�ó~�v� �E�v��¨�é���Ö��|�

k ∈ IR
�

� ��Ö|�}� ����ó~�v� �|��¨£�J¨�ÖU��Ó ¤N�~Ô��
Householder

�}� �W¨©� ���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{��Ùt�{�C¨��£� Ô£� ����×§Ø£� ����~�'2}�E¨©�~�Cóv� Ø����v�

A =




2 2 1 −2
2 1 0 1
1 0 −9 −9
2 1 −9 1


 .

� ¶ p�·%� ��Ö|�}� �|ó~�v� �|��¨��9¨�ÖJ��Ó ¤N�~Ô��
Householder

�}� �>¨©�C���¦¨"�|�}ÕvÖ|����¨£� �{��ÙL�{�5¨��£� Ô£� ����×±¡Ø£� �P���~�'2}�C¨©�~�Cóv� Ø����v�

A =




3 1 2 −2
1 1 2 −2
2 2 1 −1

−2 −2 −1 −5


 .

� ¶ p ð � eË��¨"¥ A
�F�}�|�|���¦¨��£� ��Ù~ÚÞ¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Úãóv� Ø����v�|Ú

A =




1 2
2 3 −1

−1 4 1
1 1


 .

¢5���©� ¨�� ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|ÚP¨�Ö|Øt� Ô£� Ù�¨�Ö�¨©�U¨�Ö|Ú*���v�����~�£¤�� ��Ú Sturm ç ¨©�|ØU�|�£� ¤N��Ùï¨¦¥§Ø� Ô£� ��¨£� �|×§ØP¨©�~�
A
ó~�~�Fó~�"�£� Ó"Õ��|ØÊ¨©������¨©�tÔ£� é|��¨�Ö|���

(2, 5)
�CÝÞ�v� �Wé��|���*�{�|�|ó~�"��é|�{����¨"��|ó~�~���"0|ØJØ��P�gf��|Õ~¤N�"0|ØJ�{Õ��¦¨£� �véE���Þ¨�Ö|ØJ�v��¨"�|Ø��~���L¨"¥§ØC� Ô£� ��¨£� �|×§ØJ¨"�~�

A
"

� ¶ p�º eI2}�|����Ù~��¨��9Ó"Ø���ó����|���"ÚÎ�~�|����¨�Ö|Ú9��� ¤NÙ~Ô��~�
LR
��¨©�~�|ÚË�{�|�����¦¨��£� �v�"0|Ú§�v���Ê¤N�¦¨£� �vé�~�£� �{��Ó"Ø��~�|Úãóv� Ø����v�"Ú

A =




1 1 0 0
1 5 4 0
0 4 5 3
0 0 3 13



�v���

B =




16 4 0 0
4 17 8 0
0 8 13 3
0 0 3 2


 .

� ¶ pvá eI2}�|����Ù~��¨��>Ó"Ø��Có����|���"Ú��~�|���C¨�Ö|Ú>��� ¤NÙ~Ô��~�
QR
��¨©�~�|Úãóv� Ø����v�"Ú

A =




22 32 −7
0 3 −5
0 4 10


 �v���

B =




16 12 0
12 9 −15
0 −15 0


 .

� ¶ pvÐ � eË��¨"¥
Λk = L1L2 · · ·Lk

�v���
Uk = RkRk−1 · · ·R1,Ù�ó~�~�

Li
�©� Ø����v�v�����|Ø��|Ô£� ��� Ùv�~�vé�¨"¥ª¨��£� ��¥§Ø£� �v�v�v�v���

Ri
�v��é|ØÊ¥ ¨��£� ��¥§Ø£� �v�v��óv� Ø����v�"Ú�¨�Ö|Ú�g2}�|�������{�|Úã¨�Ö|Ú>��� ¤NÙ~Ô��~�

LR
�{�>Ó"Ø��Cóv� Ø����v�

A ∈ IRn,n �I�C�©� fÊ¨��ãÙ|¨£�
Ak = Λ−1

k−1AΛk−1
�v���

ΛkUk = Ak .
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� ¶ »1» � eË��¨"¥

Hk = Q1Q2 · · ·Qk
�v���

Uk = RkRk−1 · · ·R1,Ù�ó~�~�
Qi, Ri ç i = 1.2, . . . ç �©� Ø����5�v�5�~�©¤N����×§Ø£� �v�5�v���5é|ØÊ¥�¨��£� ��¥§Ø£� �v�v�9óv� Ø����v�"ÚU¨�Ö|Ú�g2}�|�������{�|Úã¨�Ö|Ú>��� ¤NÙ~Ô��~�

QR
�{�ãÓ"Ø��Cóv� Ø����v�

A ∈ IRn,n �I�C�©� fÊ¨��ãÙ�¨£�
Ak = HT

k−1AHk−1
�v���

HkUk = Ak .



�|ö ÂQÃ R�ø û º G RABDC�R�øWV_�
½*¾ S 254ú^¿]�SUTPdFS 29VX;
� ¶ p æ

A
�©� Ø������"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú ⇒ � æÞ���"ÚJ�v�y� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú:¨©�~�

A
�©� Ø����Nó~�����{����¨£� �vÓ"Ú��Ne§óv� �{Ö|Ú ç¨©�¢µã�¦×§��Ö|���L¨©�~�

Gerschgorin ⇒ �å� �L��é£¤N�ã� Ô£� ��¨£� ���
λ
¨©�~�

A
� �{ÕD0|�©�{Ù�¨£�

|λ − ai,i| ≤
n∑

j=1(j 6=i)

|ai,j |,
�}� �C�vé�ó~�v� �

i,

⇒ −
n∑

j=1(j 6=i)

|ai,j | ≤ λ − ai,i ≤
n∑

j=1(j 6=i)

|ai,j |,

⇒ ai,i −
n∑

j=1(j 6=i)

|ai,j | ≤ λ ≤ ai,i +

n∑

j=1(j 6=i)

|ai,j |.

´ Ó¦���~Ú ç �¦ó~�©� Ô�� ai,i > 0
�v���{�

A
�|�|��¨�Ö|��éCÔ£� ����×§Ø£� �E��ó~Ó"�Ê¨��"���~Ú ç

ai,i −
n∑

j=1(j 6=i)

|ai,j | > 0 ⇒ λ > 0.

⇒ æ
A
�©� Ø����~¤N�¦¨£� �véE�~�£� �{��Ó"Ø��~Ú��

� ¶ » Á ��ó~�����v� 2}�:¨©�~�
x1
��ó~ÙC¨£� ÚãÔ��|�Có~�Ê×Î¨��"Úã�gf£� ��×§�{�©� Ú�¨©�~�L�{���|���~� �v�"0L�{�|��¨��|����¨"�~Ú�~Ô�Ö��{�©����¨�Ö|Ø��gf£� ��¥§�{Ö

x2+x3 = 0 ç �"ØÊ×äÖã��ó~�����v� 2}��¨©�~� x2
��ó~Ù>¨�ÖãØ�Ó"�ã�|��¨��Þ�gf£� ��¥§�{Ö�v����¨�Ö|Ø�¨��£� ¨�Ö>�gf£� ��¥§�{Ö>¨©�~�ã�{�|��¨��|����¨©�~Ú9�~Ô�Ö��{�©�|��¨�Ö|Ø

3x3+x4 = 1
�¦Á �g2}�|�����£�{�ã¨�Ö|Ú�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ�Ö|ÚFÔ£� �|Ô£� �vé|�}� �|ÚP��ó~�����v� 2}�|ÚP��¨£� ÚF¨����©� ÚF¨��¦���"��¨©��� �"ÚP�gf£� ��×§�{�©� ÚF¨©�~� �|��Õ{� �v�"0�{�|��¨��|����¨©�~ÚÞ�~Ô�Ö��{�©�~��¨£� Úã�gf£� ��×§�{�©� Ú

xn−2 + xn−1 = 0
�v���

xn−3 + 3xn−2 = 1 ⇒ ´ ��|��Õ{� �vÙP�{���|���~� �vÙF�10|��¨�Ö|���E�|ó~�~���©�{Ø��P�¦��2}���|��¨��©��¥§Ú
x1 + 3x2 = 1,

7 ��� �'9
x2 + x3 = 0,

7 ��� �59

3x3 + x4 = 1

xi−1 + 4xi + xi+1 = 1, i = 4, 5, . . . , n − 3,
7 ��� �>9

xn−3 + 3xn−2 = 1

xn−2 + xn−1 = 0,
7 ��� «"9

3xn−1 + xn = 1.
7 ��� ê59

æ
(n− 4)× (n− 4)

¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~ÚÞóv� Ø����v�|Ú
A
¨"�~�L�{���|���~� �v�"0L�{�|�{�|����¨©�~Ú&7 ��� �>9Ë�©� Ø�����|�|��¨�Ö|��éäÔ£� ����×§Ø£� �ä��ó~Ó"�Ê¨��"���~ÚF�v���§�{�|Ø��¦ó�×§ÚW�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~Ú�� ⇒ ´ � �10|��¨�Ö|���äÓ"Õ��©�����Ø��|Ô£� �v�L�>0|�{Ö

x = [x3, x4, . . . , xn−2]
T .

� 2}�"0 ��ó~�����£�}� ��¨��©�§¨©�
x ç ����7 ��� �59 ç 7 ��� �'9 ç 7 ��� «"9E�v����7 ��� ê59PÔ£� Ø��~�|Øä���|Ø��~�{�|���|ØÊ¨©�ï¨©�

x2, x1
�v���

xn−1, xn ⇒ ´ �*�{���|���~� �vÙ*�10|��¨�Ö|���@7 ��� �'9c¡t7 ��� ê595Ó"Õ��©�N���|Ø��|Ô£� �v�E�>0|�{Ö�� ⇒´ �*�|��Õ{� �vÙP�{���|���~� �vÙF�10|��¨�Ö|���EÓ"Õ��©�{���|Ø��|Ô£� �v�L�>0|�{Ö��
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´ �F�{���|���~� �vÙF�10|��¨�Ö|���¢7 ��� �>99�©� Ø���� Ax = b ç Ù�ó~�~�
b = [1, 1, . . . , 1]T ,

�v���
A = 4(I + C) ç Ù�ó~�~� C =∈ IR(n−4),(n−4) �©� Ø����{�F¨��£� Ô£� ����×ÎØ£� �~Úãóv� Ø����v�|Ú

C =




−1/4 1/4
1/4 0 1/4

· · ·
1/4 0 1/4

1/4 −1/4




.

� �Þ���
||C||∞ = 1/2 < 1 ⇒ ||A−1||∞ =

1

4
||(I + C)−1||∞ ≤ 1

4
· 1

1 − 1/2
= 1/2.

�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç
||x||∞ ≤ ||A−1||∞||b||∞ = 1/2 ⇒ max

3≤i≤n−2
|xi| ≤ 1/2,

� ç �¦ó~�©� Ô�� x2 = −x3
�v���

xn−1 = −xn−2 ç
max

2≤i≤n−1
|xi| ≤ 1/2.

´ Ó¦���~Ú ç ��ó~ÙP¨£� Ú�7 ��� �'9Ë�v����7 ��� ê59 ç
|x1| ≤ 1 + 3|x2| = 1 + 3/2 = 5/2

�v��� |xn| ≤ 1 + 3|xn−1 = 1 + 3/2 = 5/2.

� ¶ � ¢9�{�ÎÝÞ�|��é|Ô��©� �{���E��� �|�
� ¶ Å

µR = vT An+1v = [xT , 0]

[
An b

bT 1

] [
x
0

]
,

Ù�ó~�~�
b ∈ IRn �©� Ø����v¨©�FÔ£� é|Ø��|�{��� b = [0, 0, . . . , 0, αn]T ⇒

µR = [xT , 0]

[
Anx

bT x

]
= xT Anx = λxT x = λ.

ÁX�¦��é|Õ{� ��¨�ÖL¨£� ���C¨�Ö|Ú>Ø�Ù~�����|Ú ||An+1v − µv||2
¥§Ú>ó~���~Úã¨©�

µ
�©� Ø����

||An+1v − µRv||2 = ||An+1v − λv||2,�v���
An+1v − λv =

[
Anx

bT x

]
−

[
λx
0

]
=

[
o

αnxn

]
.

⇒ ÁX�¦��é|Õ{� ��¨�ÖL¨£� ���E�©� Ø���� |αnxn|
�
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� ¶ · æ

A
�©� Ø������"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú ⇒ �Ë¨£� Ú:� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn,

¨©�~�
A
�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��©�©Ó"Ø��5ó����|���"Ú±�~�©¤N���v�|Ø��|Ø£� �vÙ��10|��¨£Ö|�|��� Ô£� �~Ô£� �|Ø��|�{��é�¨¦¥§Ø

v1, v2, . . . , vn

�
⇒ ô:é£¤N�

x ∈ |Cn �|ó~�~���©��Ø��P�¦��2}���|��¨��©��¥§Ú

x =

n∑

i=1

αivi, αi ∈ |C.

⇒

µR = xHAx/xHx = {
n∑

i=1

αiv
H
i }A{

n∑

i=1

αivi}/
n∑

i=1

|αi|2

= {
n∑

i=1

|αi|2λi}/
n∑

i=1

|αi|2.

e§óv� �{Ö|Ú ç
λn{

n∑

i=1

|αi|2} ≤ {
n∑

i=1

|αi|2λi} ≤ λ1{
n∑

i=1

|αi|2}.

� �Þ���
λn ≤ µR ≤ λ1.

� ¶ ð
||A||∞ = α + 2β + ε ⇒ λ1 ≤ ||A||∞ = α + 2β + ε.

�å� �ã¨©�:�vé�¨"¥m2}��é��{���Þ¤N�¦¥§���"0|���Ë¨©�:ó~Ö��~� �v�
Rayleigh µR

¨©�~�
A
¥§Ú5ó~���~Ú9¨"�LÔ£� é|Ø��|�{���

v = [1, 1, 1, 1, 1]T
� ´ Ù�¨�� ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|Úã¨"�*��ó~��¨�Ó¦���"�{���J¨�Ö|Úã� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú>��� ê ç

λ1 ≥ µR =
vT Av

vT v
=

1

5
[1, 1, 1, 1, 1]




α + 2β
α + 2β
α + 2β

α + 2β + ε
α + 2β + ε




= α + 2β + 0.4ε.

� �Þ���
α + 2β + 0.4ε ≤ λ1 ≤ α + 2β + ε.

� ¶ º � eË��¨"¥
A = P + iQ ç Ù�ó~�~� P,Q ∈ IRn,n � ´ Ù�¨�� ç � A

�"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú ⇒
⇒ AH = A ⇒ (P + iQ)H = P + iQ ⇒ P T − iQT = P + iQ

⇒ PT = P
�v���

QT = −Q.
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ÝÞ�|����¨�Ö|���"0|���CÙ�¨£�

λ ∈ IR
7 �¦ó~�©� Ô��´�

A
�©� Ø������"���~� ¨£� �|Ø�Ù~Ú:9Þ�v����¤NÓ¦¨©�~�|���

z = x + iy çÙ�ó~�~�
x, y ∈ IRn � ´ Ù�¨�� ç

Az = λz ⇒ (P + iQ)(x + iy) = λ(x + iy)

⇒ Px − Qy = λx
�v���

Qx + Py = λy

⇒
[

P −Q
Q P

] [
x
y

]
= λ

[
x
y

]
⇒ Aχ = λχ,

Ù�ó~�~�
A =

[
P −Q
Q P

]
∈ IR2n,2n �v��� χ =

[
x
y

]
∈ IR2n.

e§óv� �{Ö|Ú ç
AT =

[
PT QT

−QT PT

]
=

[
P −Q
Q P

]
= A

⇒ æ A �©� Ø������{�|�����¦¨��£� �vÙ~Ú��
� ¶ á æ óv� Ø����v�|Ú

A
�©� Ø������}�|�|���¦¨��£� ��Ù~Ú ⇒ xT

1 x1 = 1 ⇒ æ óv� Ø����v�|Ú
A1 = A − x1x

T
1 A = A − x1(Ax1)

T = A − λ1x1x
T
1Ó"Õ��©�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

0, λ2, λ3, . . . , λn
���>�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��P� Ô£� �~Ô£� �|Ø'0|�{����¨©�

y
i
= xi − xT

1 xixi = xi, i = 2, 3, . . . , n,

Ô£� Ù|¨£� ç �¦ó~�©� Ô��C� A
�©� Ø������{�|�����¦¨��£� �vÙvÚ ç xT

1 xi = 0 ç i = 2, 3, . . . , n
�

� ¶ Ð
λ2 = −3 ç λ3 = 11 ç x2 = [0,−2, 3]T ç x3 = [1, 2, 3/2]T

�§¢9�{�ÎÝÞ�|��é|Ô��©� �{���C��� ñ��
� ¶ p�»

Ax1 =




3 1 1
1 3 1
1 1 5







1
1
2


 =




6
6

12


 = 6x1 ⇒ λ1 = 6.

�Ë¨�Ö:�{�|Ø�Ó"Õ��©� � ç Ö:Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �ã��ó~�|�~é�¤��|Ö|�{Ö|Úú7 ���{�åÝÞ�|��é|Ô��©� �{���>��� ñ>9 ⇒ λ2 = 3 ç λ3 = 2

� ¶ p}p æ.óv� Ø����v�|Ú
A
Ó"Õ��©�9� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

λ1 = 6 ç λ2 = 3
�v���

λ3 = 2 ⇒ Á$¨©�|ÕD0�¨�Ö�¨©��10����~�~� �{Ö|Ú
τ1
¨�Ö|ÚÞ�~�|�}� �v�|Úã��� ¤NÙ~Ô��~�E�gf��|�Ê¨�é�¨"������ó~ÙP¨©�P��Ù��{�

r1 = |λ2/λ1| = 1/2.

æÈóv� Ø����v�|Ú
A − 2I

Ó"Õ��©�y� Ô£� �|¨£� ��Ó"Ú
µi = λi − 2 ç i = 1, 2, 3 ç Ô�Ö����|Ô�� µ1 = 4 ç µ2 = 1�v���

µ3 = 0 ⇒ Á�¨©�|ÕD0�¨�Ö�¨©�´�10����~�~� �{Ö|Ú
τ2
¨�Ö|ÚPó~����¨��©� Ø�Ù~���"Ø�Ö|ÚP��� ¤NÙ~Ô��~�t�gf��|�Ê¨�é�¨"�����ó~ÙP¨©�P��Ù��{�

r2 = |µ2/µ1| = 1/4.

⇒ r2 = r1/2 ⇒ τ2 ≈ 2τ1
�
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� ¶ p�»

A − 0.5I =




1 0 0
0.1 1 0
0.1 0.1 1







1 1 1
0 1 1
0 0 0.01


 = LU

´ �Eó~�Ê×Î¨"�C�~�|���:¨�Ö|ÚÞ��� ¤NÙ~Ô��~�L�|ØÊ¨£� ��¨����"2}Ö|ÚÞ�¦ó~�|Ø�é���ÖA�}Ö|Úd7 ���{�±ÝÞ�|���|Ô��©� �{����¨"�J��� «L�v������ ê59 ⇒ x̃ = [0.0099,−1.1089, 1.0990]T

� ¶ pv� æ>�14�Ö�¨"�"0|���"Ø��v��¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �v��óv� Ø����v�"Úã�©� Ø���� 7 ���{�ÎÝÞ�|��é|Ô��©� �{���E��� èA9 /

A2 =




−25 5 0 0
5 25 125 0
0 125 41 38
0 0 38 −41



�v���

B2 =




120 25 0 0
25 0 125 0
0 125 0 −75
0 0 −75 −130


 .

� eË��¨"¥ A ∈ IRn,n �*�{�|�����¦¨��£� �vÙ~Úã¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Ú>óv� Ø����v�|Ú

A =




a1 b2

b2 a2 b3

· · ·
bn−1 an−1 bn

bn an




,

Ar
7
r = 1, 2, . . . , n

95�
r
��0|�£� �~Ú>��ó~��óv� Ø����v��ÚÞ¨©�~� A ç �v���

pr(µ) = det(Ar − µI), µ ∈ IR, i = 1, 2, . . . , n.

´ Ù|¨�� ç Ö'& ‘ ���v�����~�£¤�� � Sturm’
�
p0(µ), p1(µ), . . . , pn(µ)

¨©�~� A �|ó~�~���©��Ø��C��ó~�£�����}� ��¨��©����ã¨�ÖL�~�~�£¤N�©� �L¨©�~�E�|Ø��|Ô����~�~� �v�"0L¨'0�ó~�~�
p0(µ) = 1, p1(µ) = a1 − µ,

pr(µ) = (ar − µ)pr−1(µ) − b2
rpr−2(µ), r = 2, 3, . . . , n.( u s � l�| � | v°v>w l � l�� ¤A� v>z Sturm

� � eË��¨¦¥ α(µ)
� �|�£� ¤N��Ù~Ú*���|������×§Ø´��¨"� ó~��Ù~�{Ö|���U¨�Ö|Ú���v�����~�£¤�� �|Ú

Sturm p0(µ), p1(µ), . . . , pn(µ)
� ´ Ù�¨��P� α(µ)

� �{�~Ù�¨©���å���E¨©�|ØW�|�£� ¤N��Ù¨"¥§ØC� Ô£� ��¨£� �|×§ØJ¨©�~� A ó~�~�E�©� Ø����{�~� �v��Ù�¨��"���"Úã¨©�~� µ
� ⇒

(i)
ÁX���v�£���~�£¤�� �

Sturm
¨©�~�Cóv� Ø����v�

A2
�©� Ø����

p0(µ) = 1, p1(µ) = −25 − µ, p2(µ) = (25 − µ)p1(µ) − 252,

p3(µ) = (41 − µ)p2(µ) − 1252p1(µ)
�v���

p4(µ) = (−41 − µ)p3(µ) − 382p2(µ).

⇒

p0(25) > 0, p1(25) < 0, p2(25) =< 0, p3(25) > 0
�v���

p4(25) < 0.

⇒ α(25) = 3
� ⇒ æ

A2
7<�v�����{�|Ø��¦ó�×§ÚÞ�

A
9ËÓ"Õ��©�v¨����©� Ú>� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚÞ�~� �v��Ù|¨��"���"Ú�¨©�~�C�|êv�

⇒ æ
A
Ó"Õ��©�{�~� �P� Ô£� ��¨£� ���E���¦�{���>0�¨��"��ÖJ¨©�~�P�|êv�

(ii)
ÁX���v�£���~�£¤�� �

Sturm
¨©�~�Cóv� Ø����v�

B2
�©� Ø����

p0(µ) = 1, p1(µ) = 120 − µ, p2(µ) = −µp1(µ) − 252,

p3(µ) = −µp2(µ) − 1252p1(µ)
�v���

p4(µ) = (−130 − µ)p3(µ) − 752p2(µ).
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⇒

p0(0) > 0, p1(0) > 0, p2(0) < 0, p3(0) < 0
�v���

p4(0) > 0.

⇒ α(0) = 2
� ⇒ æ

B2
7<�v���N�{�|Ø��¦ó�×§ÚJ�

B
9�Ó"Õ��©��Ô'0|�W�|��Ø�Ö�¨£� �vÓ"ÚJ� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú�� ⇒ æ

BÓ"Õ��©�{Ô'0|�P¤N�¦¨£� �vÓ"Ú>� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú��
� ¶ p~Å æ>�14�Ö�¨"�"0|���"Ø��v��óv� Ø����v�"Úã�©� Ø���� 7 ���{�§ÝÞ�|��é|Ô��©� �{���E��� ö>9 /

H =
1

3




2 1 −2
1 2 2

−2 2 −1


 �v���

A2 =




2 3 0 0
3 3 3 0
0 3 1 −7
0 0 −7 −11


 .

� ¶ p�· æ§4�Ö�¨�Ù~���"Ø��~Úã¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Úãóv� Ø����v�|Úã�©� Ø���� 7 ���{�ÎÝÞ�|��é|Ô��©� �{���E��� èA9 /

A2 =




3 −3 0 0
−3 1 −4 0

0 −4 −3 −1
0 0 −1 −1


 .

� ¶ p ð ÁX���v�£���~�£¤�� � Sturm
¨©�~�Cóv� Ø����v�

A
�©� Ø���� 7 ���{�å� �Þ���vÖ|�{ÖE��� �Ê�>9 /

p0(µ) = 1, p1(µ) = 1 − µ, p2(µ) = (3 − µ)p1(µ) − 4

p3(µ) = (4 − µ)p2(µ) − p1(µ)
�v���

p4(µ) = (1 − µ)p3(µ) − p2(µ).

⇒

p0(2) > 0, p1(2) < 0, p2(2) < 0, p3(2) < 0
�v���

p4(0) > 0.

�v���
p0(5) > 0, p1(5) < 0, p2(5) > 0, p3(5) = 0

�v���
p4(5) < 0.

� �Þ���²7 ���{�ª� �Þ���vÖ|�{Öä��� �Ê�>9 ç α(2) = 2
�v���

α(5) = 3
� ⇒ æ

A
Ó"Õ��©�§Ô'0|� � Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú�~� �v��Ù|¨��"���"ÚC¨"�~�U�*�v���y¨����©� ÚP� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚC�~� �v��Ù|¨��"���"ÚC¨"�~�Uêv� ⇒ æ

A
Ó"Õ��©���~� �U� Ô£� ��¨£� ��Ö��¨©�*Ô£� é|��¨�Ö|���

(2, 5)
�

e§óv� �{Ö|Ú ç
|λ| ≤ ||A||∞ = 6 ⇒ −6 ≤ λ ≤ 6,

�}� ���vé£¤N�Ë� Ô£� �|¨£� ���
λ
¨"�~�

A
� ⇒ ÑUó~�~���"0|���ÎØ��Þ�{�|�|ó~�"��é|Ø��~�|���ÎÙ�¨£�£� A

Ó"Õ��©�£�~� �Þ� Ô£� ��¨£� �����¨©�*Ô£� �|��¨�Ö|���
(5, 6)

�v���{Ô'0|�*� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú>��¨©�FÔ£� é|��¨�Ö|���
(−6, 2)

�
� ¶ p�º �å� �Þ¨©�|Ø�óv� Ø����v�

A
¨"�:ó~�Ê×Î¨©�>�~�|���Þ¨�Ö|Ú9��� ¤NÙ~Ô��~�

LR
7 �{�9���~�'2}�

Cholesky
9å�©� Ø���� /

A1 = A =




1 0 0 0
1 2 0 0
0 2 1 0
0 0 3 2







1 1 0 0
0 2 2 0
0 0 1 3
0 0 0 2


 =: L1L

T
1 ,



«|« ÂQÃ R�ø û º G RABDC�R�øWV_�
�v���

A2 = LT
1 L1 =




2 2 0 0
2 8 2 0
0 2 10 6
0 0 6 4


 .

� e§���¦�{Õ��~Ú / trace(A2) = 24 = trace(A)
�

´ �*�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��E�~�|���L�}� �C¨©�|ØJóv� Ø����v� B
�©� Ø���� /

B1 = B =




4 0 0 0
1 4 0 0
0 2 3 0
0 0 1 1







4 1 0 0
0 4 2 0
0 0 3 1
0 0 0 1


 =: L1L

T
1 ,

�v���

B2 = LT
1 L1 =




17 4 0 0
4 20 6 0
0 6 10 1
0 0 1 1


 .

� e§���¦�{Õ��~Ú / trace(B2) = 48 = trace(B)
�

� ¶ pvá æ>�9óv� Ø����v�"Ú´ó~�~� ó~������0�ó�¨©�~��Øä��ó~Ùª¨�Ö|Øï�g2}�|�������{� ¨©�~� ó~�Ê×Î¨©�~�ï�~�|����¨©�~Ú´¨�Ö|Ú��� ¤NÙ~Ô��~�
QR
��¨"�v�|Úãóv� Ø����v�"Ú

A
�v���

B
�©� Ø�����7 ���{�ÎÝÞ�|��é|Ô��©� �{���E��� Ü>9 /

A2 =




22 68/5 −149/5
0 7 −1
0 8 6


 �v���

B2 =




25 −9 0
−9 0 12

0 12 0


 .

� ¶ pvÐ ÁX��Ó ¤N�~Ô��~Ú
LR
�©� Ø���� /

A1 = A

Ak−1 = Lk−1Rk−1, Ak = Rk−1Lk−1, k = 2, 3, . . . .

⇒

Ak = L−1
k−1Lk−1Rk−1Lk−1 = L−1

k−1Ak−1Lk−1, k = 2, 3, . . . .

�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç �g2}�|����Ù"4���ØÊ¨"�|Úã¨©�|ØJóv� �Eó~é|ØÊ¥ ¨'0�ó~�F�|Ø��|Ô����~�~� �vé ç
Ak = L−1

k−1L
−1
k−2 · · ·L−1

1 A1L1L2 · · ·Lk−1

= (L1L2 · · ·Lk−1)
−1AL1L2 · · ·Lk−1

= Λ−1
k−1AΛk−1.

e§óv� �{Ö|Ú ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|Úã¨"�Fóv� �Eó~é|ØÊ¥ ��ó~��¨�Ó¦���"�{��� ç
ΛkUk = Λk−1(LkRk)Uk−1 = Λk−1AkUk−1

= Λk−1Λ
−1
k−1AΛk−1Uk−1 = AΛk−1Uk−1.



¬ ø�1<
	5® ��� U"SAØgS�û�Ù�Ú'S H S J û R�ÿ�S Ã û Ø"û SAR1ÙgRDX�� ÿ�¯AXYV_� «~ê
�9�|Ø��¦ó�×§Ú
ΛkUk = AΛk−1Uk−1 = A2Λk−2Uk−2 = · · · = Ak−1Λ1U1 = Ak−1L1R1 = Ak.

� ¶ »1» ÁX��Ó ¤N�~Ô��~Ú
QR
�©� Ø���� /

A1 = A

Ak−1 = Qk−1Rk−1, Ak = Rk−1Qk−1, k = 2, 3, . . . .

⇒

Ak = QT
k−1Qk−1Rk−1Qk−1 = QT

k−1Ak−1Qk−1, k = 2, 3, . . . .

�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç �g2}�|����Ù"4���ØÊ¨"�|Úã¨©�|ØJóv� �Eó~é|ØÊ¥ ¨'0�ó~�F�|Ø��|Ô����~�~� �vé ç
Ak = QT

k−1Q
T
k−2 · · ·QT

1 A1Q1Q2 · · ·Qk−1

= (Q1Q2 · · ·Qk−1)
T AQ1Q2 · · ·Qk−1

= HT
k−1AHk−1.

e§óv� �{Ö|Ú ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|Úã¨"�Fóv� �Eó~é|ØÊ¥ ��ó~��¨�Ó¦���"�{��� ç
HkUk = Hk−1(QkRk)Uk−1 = Hk−1AkUk−1

= Hk−1H
T
k−1AHk−1Uk−1 = AHk−1Uk−1.�9�|Ø��¦ó�×§Ú

HkUk = AHk−1Uk−1 = A2Hk−2Uk−2 = · · · = Ak−1H1U1 = Ak−1Q1R1 = Ak.
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K %'$ , 4ä6 ê b GFR>G*4
Jacobi - Gauss-Seidel

TW]E4
SOR

� eË��¨"¥
x
ÖC�>0|�{ÖC�"Ø�Ù~Ú>�{���|���~� �v�"0C�{�|��¨��|����¨©�~Ú

Ax = b,
7<«{� �'9

Ù�ó~�~�
A = (ai,j) ∈ IRn,n,

���
ai,i 6= 0,∀i, b ∈ IRn �v��� det A 6= 0.

´ �Fóv� �Pó~é|ØÊ¥ �10|��¨�Ö|���E�|ó~�~���©�{Ø��E�¦��2}���|��¨��©��¥§Ú

ai,ixi = bi −
i−1∑

j=1

ai,jxj −
n∑

j=i+1

ai,jxj , i = 1, 2, . . . , n.
7<«{� �59

µãÓ¦¨©�~�|���
A = D − L − U ç Ù�ó~�~� D ∈ IRn,n �©� Ø����{�FÔ£� ����×§Ø£� �~Úãóv� Ø����v�|Ú

D =




a1,1

a2,2

·
·

an,n




,

�v���
L,U ∈ IRn,n �v�{�|�|��¨�Ö|��éL�vé�¨"¥ �v���{é|ØÊ¥ ¨��£� ��¥§Ø£� �v�v�{óv� Ø����v�"Ú

L = −




0
a2,1 0
· ·
· ·

an,1 · · an,n−1 0



�v���

U = −




0 a1,2 · · a1,n

0 ·
· ·

0 an−1,n

0




.

«vè



«�ö ��� U"SAØgS�û Jacobi . Gauss-Seidel B"��û SOR

Ñt�:¨"�~�|ÚJ�{�|���~���~� �{���"0|Ú:�|��¨"�"0|Ú ç ¨"�~�P�{���|���~� �vÙW�10|��¨��|���P�|ó~�~���©�NØ��F�¦��2}���|��¨��©�¦7 ���{�7<«{� �59
)
¥§Ú

Dx = (L + U)x + b,
�C¥§Ú

x = D−1(L + U)x + D−1b.

• / ¿�ÇÊÉËu�Àvu�² Jacobi
¹ ´ �P�~�|��� x(k) → x(k+1) �~�£� 4��¦¨"����¥§Ú:�gf��|Ú,7 ���{�³7<«{� �59 ) /

ai,ix
(k+1)
i = bi −

i−1∑

j=1

ai,jx
(k)
j −

n∑

j=i+1

ai,jx
(k)
j , i = 1, 2, . . . , n, k = 0, 1, . . . ,

� ç �{�ã���~�'2}�Eóv� Ø�é��~¥§Ø ç
Dx(k+1) = (L + U)x(k) + b, ⇒
x(k+1) = D−1(L + U)x(k) + D−1b, ⇒
x(k+1) = Bx(k) + β, k = 0, 1, . . . , ,

Ù�ó~�~�
B := D−1(L + U)

�©� Ø�� �äóv� Ø����v�|ÚF�¦ó~�|Ø�é���ÖA�}Ö|Ú
Jacobi

�v���
β
¨"� Ô£� é|Ø��|�{���

β = D−1b
�

• / ¿�ÇÊÉËu�Àvu�² Gauss-Seidel
¹ �å� �*¨©�|ØF��ó~�£�����}� �{��ÙW¨"�~�

x
(k+1)
i

7
i > 1

9ãÕ���Ö|�}� ¡����ó~�v� �"0|ØÊ¨©���v�v�{óv� �Pó~��Ù~�12}��¨��"Ú>Ô£� �£¤NÓ"�}� ���"Ú
“
ó~���~�{�¦���}� �{�©� Ú

”

x
(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , . . . , x

(k+1)
i−1 ,

�|ØÊ¨£�{¨¦¥§Ø
x

(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
i−1,ó~�~�EÕ���Ö|�}� ����ó~�v� �"0|ØÊ¨"������¨�ÖE��Ó ¤N�~Ô��

Jacobi
� ⇒ ÁX��Ó ¤N�~Ô��~Ú:�~�£� 4��¦¨"����¥§Ú:�gf��|Ú /

ai,ix
(k+1)
i = bi −

i−1∑

j=1

ai,jx
(k+1)
j −

n∑

j=i+1

ai,jx
(k)
j ,

i = 1, 2, . . . , n, k = 0, 1, . . . ,

� ç �{�ã���~�'2}�Eóv� Ø�é��~¥§Ø ç
Dx(k+1) = Lx(k+1) + Ux(k) + b, ⇒
x(k+1) = (D − L)−1Ux(k) + (D − L)−1b, ⇒
x(k+1) = Gx(k) + g, k = 0, 1, . . . , ,

Ù�ó~�~�
G := (D−L)−1U

�©� Ø��Þ�ãóv� Ø����v�|ÚÎ�¦ó~�|Ø�é���Ö5�}Ö|Ú
Gauss-Seidel

�v���
g
¨©�:Ô£� é|Ø��|�{���

g := (D − L)−1b
�

• / ¿�ÇÊÉËu�Àvu�² SOR
¹ æ>�£�gf£� ��×§�{�©� ÚËó~�~�Þ�~�£� 4��~�|Ø5¨�Öã��Ó ¤N�~Ô��

Gauss-Seidel
�|ó~�~���"0|ØØ��P�¦��2}���|��¨©�"0|Ø:¥§Ú

ai,ix
(k+1)
i = ai,ix

(k)
i + {bi −

i−1∑

j=1

ai,jx
(k+1)
j −

n∑

j=i

ai,jx
(k)
j },



¬ ø�1<
05®21rÚ'�5��� H �:ÚAX7û B � ºåÿ � U"SAØgS�û J û � J ùA� ÿ£ÿvû B"¯�R1ÙgRDXtC ÿ��AX«� «�Ü
Ô�Ö����|Ô��C¥ÎÚ

ai,ix
(k+1)
i = ai,ix

(k)
i + “

Ô£� �~�©¤}¥Î¨£� �vÙ~Ú>Ù~���~Ú
”.

�Ë¨�Ö:��Ó ¤N�~Ô��
SOR

�
”
Ô£� �~�©¤}¥Î¨£� �vÙ~Ú�Ù~���~Ú

”
ó~���|����ó|�����}� é54��¦¨©�|�����5�~� �>ó~�|��é|���¦¨����

“
�¦óv� ¡¨�é|Õ��|Ø��{Ö|Ú

” w
7
w > 1

9¦� ⇒ ÁX��Ó ¤N�~Ô��~Ú>�~�£� 4��¦¨©����¥§Ú>�gf��|Ú /
ai,ix

(k+1)
i = ai,ix

(k)
i + w{bi −

i−1∑

j=1

ai,jx
(k+1)
j −

n∑

j=i

ai,jx
(k)
j },

� ç �{�ã���~�'2}�Eóv� Ø�é��~¥§Ø ç
Dx(k+1) = Dx(k) + w{Lx(k+1) + (−D + U)x(k) + b}, ⇒
x(k+1) = (D − wL)−1{(1 − w)D + wU}x(k) + w(D − wL)−1b, ⇒
x(k+1) = H(w)x(k) + h(w), k = 0, 1, . . . , ,

Ù�ó~�~�
H(w) := (D − wL)−1{(1 − w)D + wU} �©� Ø������Wóv� Ø����v�|ÚJ�¦ó~�|Ø�é���ÖA�}Ö|Ú SOR�v���

h(w)
¨©�WÔ£� é|Ø��|�{���

h(w) := w(D − wL)−1b
�439�|�}� �vé

H(1) = G
�v���

h(1) = g
��CÖ����|Ô�� ç �|Ø w = 1 ç ¨�Ù|¨��ãÖE��Ó ¤N�~Ô��~Ú SOR

�{�|�|óv� ó�¨��©�����Þ¨�ÖP��Ó ¤N�~Ô��
Gauss-Seidel

�
ÝÞ�|����¨�Ö|���"0|���JÙ�¨£�N�v�£¤N�"�~� �*��ó~ÙW¨£� ÚC��� ¤NÙ~Ô��~�|Ú

Jacobi ç Gauss-Seidel
�v���

SOR
�©� Ø����¨�Ö|Ú:���~�'2}�|Ú

x(k+1) = Mx(k) + c, M ∈ IRn,n, c ∈ IRn,

Ù�ó~�~� ç �{�ã�vé£¤N�Þó~�"�£� ó|¨"¥§�{Ö ç
x = Mx + c

�
(I − M)x = c,

�©� Ø����©¨"�ã�|��Õ{� �vÙ��{���|���~� �vÙÞ�10|��¨�Ö|���F7<«{� �'9¦�å�Þ��¨�Ù�ó~������0�ó�¨��©�©é|���"�{����ó~Ù�¨©�~�|ÚÎ�~�£� �{���"0|Ú¨"¥§ØL��� ¤NÙ~ÔÊ¥§Ø��ËÝã� �P�{�"Ø£� �vé ç Ó"��¨"¥
A = Q − R, Q,R ∈ IRn,n,

Ó"Ø��|ÚãÔ£� �|Õv¥§�£� �{��Ù~ÚÞ¨©�~�
A ç ¨�Ó¦¨£� �v� �~Ú�×Î�{¨�� det Q 6= 0

� ´ Ù�¨���¨©�P�10|��¨�Ö|���.7<«{� �'9§�|ó~�~���©�Ø��P�¦��2}���|��¨��©��¥§Ú
(Q − R)x = b, ⇒ Qx = Rx + b, ⇒ x = Q−1Rx + Q−1b.

Á ó~�|����¨��|��Ö|�{ÖC�|��¨��C�~Ô�Ö��{�©�{��¨©�|ØL�~�£� �{��ÙF¨�Ö|Ú
“
���"Ø£� ���|Ú

”
�¦ó~�|Ø�����Ö£ó�¨£� �~�|Úã��� ¤NÙ~Ô��~�

x(k+1) = Q−1Rx(k) + Q−1b, k = 0, 1, . . . , .
7<«{� �>9

ÝÞ���"2}�|ØÊ×§Ú ç �v����Ó ¤N�~Ô��v� Jacobi ç Gauss-Seidel
�v���

SOR
�©� Ø������|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��:�v�|óv� �J�vé�¨¦¥�©� Ô£� �vÓ"Úãó~�"�£� ó�¨Ê×§�{�©� ÚÞ¨�Ö|Ú,7<«{� �>9 /

• Jacobi / Q = D ç R = L + U
�

• Gauss − Seidel / Q = D − L ç R = U
�

• SOR / Q = 1
w (D − wL) ç R = 1

w{(1 − w)D + wH} �



ê�ì ÷N�¦ùA¯'Ø¦ø û J ÿ��
K % H _�]C8>BCR>254©^ 6*]
µã�¦¥§���"0|���W¨�Ö|Ø �g2}�|�������{�ï¨"¥§Øä��� ¤NÙ~ÔÊ¥§Ø

Jacobi ç Gauss-Seidel
�v���

SOR
��¨©�ªóv� ��vé�¨"¥ ¨£�£� Ô£� ���v×§Ø£� �P�{���|���~� �vÙ*�10|��¨�Ö|���

2x1 − x2 = 1,
−x1 + 2x2 − x3 = 2,

− x2 + 2x3 − x4 = 3,
− x3 + 2x4 = 4.

ÁX���v�£� �~�|ÚÞ�>0|�{ÖC¨"�~�E�{�|��¨��|����¨©�~Ú>�©� Ø���� / x1 = 4 ç x2 = 7 ç x3 = 8 ç x4 = 6
�

æ>�{��Ó ¤N�~Ô��v�}�g2}�|����Ù"4��|ØÊ¨©����¥§Ú>�gf��|Ú /
Jacobi

¹ �å� �
k = 0, 1, 2, . . . ç

x
(k+1)
1 =

1

2
(1 + x

(k)
2 ),

x
(k+1)
2 =

1

2
(2 + x

(k)
1 + x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 =

1

2
(3 + x

(k)
2 + x

(k)
4 ),

x
(k+1)
4 =

1

2
(4 + x

(k)
3 ).

Gauss-Seidel
¹ �å� �

k = 0, 1, 2, . . . ç
x

(k+1)
1 =

1

2
(1 + x

(k)
2 ),

x
(k+1)
2 =

1

2
(2 + x

(k+1)
1 + x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 =

1

2
(3 + x

(k+1)
2 + x

(k)
4 ),

x
(k+1)
4 =

1

2
(4 + x

(k+1)
3 ).

SOR
¿ ° Ä�x}sv�}¿ ° zvsvu ° Äy� zv�5�åÂ}Á ® Ï�²

w > 1
¹ �å� �

k = 0, 1, 2, . . . ç
x

(k+1)
1 = x

(k)
1 +

w

2
(1 − 2x

(k)
1 + x

(k)
2 ),

x
(k+1)
2 = x

(k)
2 +

w

2
(2 + x

(k+1)
1 − 2x

(k)
2 + x

(k)
3 ),

x
(k+1)
3 = x

(k)
3 +

w

2
(3 + x

(k+1)
2 − 2x

(k)
3 + x

(k)
4 ),

x
(k+1)
4 = x

(k)
4 +

w

2
(4 + x

(k+1)
3 − 2x

(k)
4 ).

Ñt�
x(0) = [0, 0, 0, 0]T

�v�����|�£� ¤N��Ö�¨£� �v�W�*Ô��¦�v�|Ô£� �~×§Ø��}Ö52N� ¥§Ø ç �v�y��Ó ¤N�~Ô��v�yÔ£� Ø��~�|ØE¨©��gf��|Ú>��ó~�|¨��¦��Ó"�{���£¨©� /
Jacobi

¹
x(1) = [0.50, 1.00, 1.50, 2.00]T , x(2) = [1.00, 2.00, 3.00, 2.75]T ,

· · · , · · · , · · · · · · , · · · , x(34) = [4.00, 6.99, 7.99, 6.00]T ,

x(35) = [4.00, 7.00, 8.00, 6.00]T , x(36) = [4.00, 7.00, 8.00, 6.00]T .
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Gauss-Seidel
¹

x(1) = [0.50, 1.25, 3.13, 3.06]T , x(2) = [1.13, 2.63, 4.34, 4.17]T , · · · ,
x(10) = [3.88, 6.85, 7.88, 5.94]T , · · · , x(18) = [4.00, 6.99, 8.00, 6.00]T ,

x(19) = [4.00, 7.00, 8.00, 6.00]T , x(20) = [4.00, 7.00, 8.00, 6.00]T .

SOR
¹

(i)
Ñt�

w = 1.2 /
x(1) = [0.60, 1.56, 2.74, 4.04]T , · · · , · · · ,
x(7) = [3.94, 6.93, 7.95, 5.98]T , · · · , · · · ,
x(11) = [4.00, 7.00, 8.00, 6.00]T , x(12) = [4.00, 7.00, 8.00, 6.00]T .

(ii)
Ñt�ã¨�Ö

“
�~Ó¦�|¨£� ��¨�Ö

”
¨£� ���

w = wopt = 1.2596 /
x(1) = [0.63, 1.66, 2.93, 4.37]T , · · · , · · · ,
x(7) = [3.99, 6.99, 7.99, 6.00]T , · · · , · · · ,
x(8) = [4.00, 7.00, 8.00, 6.00]T , x(9) = [4.00, 7.00, 8.00, 6.00]T .

]�SUTPdFSä294ú^
Å ¶ p � eË��¨"¥

A ∈ IRn,n Ó"Ø��|ÚL�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���~ÚJóv� Ø����v�|Ú>�v��� X1, X2, . . . ç �~� �*���v�����~�£¤�� �óv� Ø�é��~¥§Ø:ó~�~�E�~�£� 4��|ØÊ¨"���{��ó~ÙP¨�Ö|ØJ�¦ó~�|Ø�����Ö�ó�¨£� �v�LÔ£� �|Ô£� �v�|�}� �
Xk+1 = Xk(2I − AXk), k = 0, 1, . . . ,

Ù�ó~�~�E�
X0 ∈ IRn,n �¦óv� ��Ó¦�{�¦¨"�����|�£¤N��� ���¦¨"���_�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�{�|Ø C = I − AX0 ç ¨�Ù�¨��

I − AXk = C2k

, k = 1, 2, . . . .

�Ë¨�ÖÞ�{�|Ø�Ó"Õ��©� �ÞÔ��©� fÊ¨��§Ù�¨£�£�|Ø ||C|| < 1 ç Ù�ó~�~� ||·|| �©� Ø������~� �Þ�¦ó~���{Ù~���"Ø�Ö�Ø�Ù~������óv� Ø�é��~¥§Ø ç¨�Ù|¨�� /
lim

k→∞
Xk = A−1 ,

�v���
||A−1 − Xk|| ≤ ||X0||(

p2k

1 − p
),

Ù�ó~�~�
p := ||C|| �

Å ¶ » � eË��¨"¥
B
�v���

H(w)
�v�±óv� Ø����v�"ÚF�¦ó~�|Ø�é���Ö5�}Ö�Ú

Jacobi
�v���

SOR
7 ���Pó~�|��é|���¦¨�����¦óv� ¨�é|Õ��|Ø��{Ö|Ú

w
9�ó~�~�P�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��"0|ØC�{�JÓ"Ø��Póv� Ø����v�

A = (ai,j) ∈ IRn,n ç ��� ai,i 6= 0
��C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�{�v�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨"¥§Ø

B
�v���

H(w)
�©� Ø����{�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��E�v�{�£� 4��"Úã¨"¥§ØL�gf£� ��×§�{�¦¥§Ø

det(µD − L − U) = 0
7<«{� «"9

�v���
det{(λ + w − 1)D − λwL − wU} = 0,

7<«{� ê59
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Ù�ó~�~�E���Þ¨©�~�|Ú>�{�|Ø��£¤N�©� Úã�{�|���~���~� �{���"0|Ú

A = D − L − U
�

Å ¶ � Ñt�ã¨"�~�|Ú>�{�|���~���~� �{���"0|Ú�¨�Ö|ÚÞ� �Þ���vÖ|�{Ö|Úã«{� � ç Ó"��¨"¥ A
�Póv� Ø����v�|Ú

A =




4 0 −1 −1
0 4 −1 −1

−1 −1 4 0
−1 −1 0 4


 .

(i)
Ñt�Þ¨�ÖL�~�~�£¤N�©� �L¨�Ö|Ú,7<«{� �'9 ç Ô��©� fÊ¨��ãÙ�¨£�{�v�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú µ

¨"�~�
B
�©� Ø����

µ = 0, 0,±1/2
�

(ii)
Ñt�Þ¨�ÖL�~�~�£¤N�©� �L¨�Ö|Ú,7<«{� �59 ç Ô��©� fÊ¨��ãÙ�¨£�{�|Ø λ

�©� Ø����{�v�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚÞ¨©�~�
H(w) ç ¨�Ù�¨��

(λ + w − 1)2 = λµ2w2.

�C�©� fÊ¨�� ç �¦óv� �{Ö|Ú ç Ù�¨£�{�|Ø G
�©� Ø����{�Póv� Ø����v�|Úã�¦ó~�|Ø�é���Ö5�}Ö|Ú

Gauss-Seidel ç ¨£Ù�¨�� %(G) =
{%(B)}2 �
Å ¶ Å � eË��¨"¥

A ∈ IRN,N Ó"Ø��|Ú>�10|Ø©¤N�¦¨©�~Úã¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Úãóv� Ø����v�|ÚÞ¨�Ö|Ú>���~�'2}�|Ú

A =




D1 A1

B1 D2 A2

· · ·
· · Am−1

Bm−1 Dm




,
7<«{� ñ>9

Ù�ó~�~�ïÙ£���v�Ë�v�ËÔ£� ����×ÎØ£� �v�Ë��ó~��óv� Ø����v�"Ú
Di ç i = 1, 2, . . . ,m ç �©� Ø����§�|ØÊ¨£� ��¨���Óg�N� ���v�§¨�� ¡¨�������¥§Ø£� �v�v�§Ô£� ����×ÎØ£� �v�±óv� Ø����v�"Ú�� �C�©� fÊ¨��FÙ�¨£�§�|Ø 7 ���F¨"�~�|Ú*�{�|Ø��£¤N�©� Ú*�{�|���~�£�~� �{���"0|Ú:9

A = D − L − U ç ¨�Ù�¨��Þ�}� �C�vé£¤N� α 6= 0 ç
det(D − L − U) = det(D − αL − α−1U).

�C�©� fÊ¨��>�¦óv� �{Ö|Ú>Ù�¨£�{�|Ø
B ç G �v��� H(w)

�©� Ø������v�{óv� Ø����v�"Úã�¦ó~�|Ø�é���Ö5�}Ö|Ú
Jacobi ç Gauss-

Seidel
�v���

SOR
7 ���Pó~�|��é|���¦¨����ï�¦óv� ¨�é|Õ��|Ø��{Ö|Ú

w 6= 0
9Jó~�~�t�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��"0|Ø´��¨"��Ø

A ç¨�Ù|¨�� /
(i)
æ>�{��Ö£¡ú��Ö|Ô��"Ø£� �vÓ"Úã� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨©�~�

B
ó����~��0�ó�¨"�~�|Ø:é|Ø��,4��g0��{Ö ±µ

�
(ii)
æ>�Î��Ö£¡ú��Ö|Ô��"Ø£� �vÓ"Ú*� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

λ
¨©�~�

H(w)
�{�|Ø�Ô�Ó"�|ØÊ¨"���Î���F¨£� ÚW� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú

µ
¨©�~�

B��Ó"��¥ ¨�Ö|Ú>�{Õ�Ó"�{Ö|Ú
(λ + w − 1)2 = λw2µ2.

7<«{� èA9
(iii)

R∞(G) = 2R∞(B),

Ù�ó~�~�
R∞(B)

�v���
R∞(G)

�{�|���~���~� 4��~��Øt�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��ä¨£� Ú´�|�}�|��ó�¨"¥Î¨£� �vÓ"ÚW¨©�|ÕD0�¨�Ö�¨��"Ú�10����~�~� �{Ö|Ú�¨�Ö|Ú��g2}�|�������{�|Ú�¨"¥§Ø>��� ¤NÙ~ÔÊ¥§Ø
Jacobi

�v���
Gauss-Seidel

�{��Ó"Ø��:�{���|���~� �vÙ�10|��¨�Ö|���
Ax = b

�
7 qtx}svx{z�¯�s�Ï ® Ï�¹6� ��Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨"�|Ú:¨�Ö|Ø{7<«{� èA9��|ó~�~���©�NØ��FÔ��©� Õv¨��©�NÙ�¨£�N�|ØC�v�y� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú¨©�~�

B
�©� Ø�����ó~�����{����¨£� �vÓ"Úã�v���

%(B) < 1 ç ¨�Ù�¨£�ãÖ “
�~Ó¦�|¨£� ��¨�Ö

” SOR
ó~�|��é|���¦¨����~Ú

wopt
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7 Öª��ó~�v� � �¦���|Õ{� ��¨"��ó~�v� �©�§¨�Ö|Ø

%(H(w)) ç ¥§ÚUó~���~ÚU¨�Ö|Ø %(B) ç �v���5���¦�}� ��¨©��ó~�v� �©�Ë¨�Ö|Ø
R∞(H(w))

95Ô£� Ø��¦¨"���{��ó~ÙP¨�Ö|Ø
wopt =

2

1 + {1 − %(B)2}1/2
.

7<«{� ö>9
� f£� 4��©�{�¦óv� �{Ö|ÚãØ��C�{Ö|���©� ¥±¤N�©�{Ù�¨£��ÖE�|�£� ¤N��Ö�¨£� ���L�¦óv� ���|�{ÖL�¦�|���©� ó|¨£� �~×§Ø:Ô£� �52}�~�£� �~×§Ø:�gf£� ¡��×§�{�¦¥§ØW�~Ô�Ö��{�©�y�{�|Õ�Ø�é´�{�L�{���|���~� �vé´�{�|��¨��|����¨"�

Ax = b ç Ù�ó~�~�W�Uóv� Ø����v�|Ú A
�©� Ø����¨�Ö|Ú:���~�'2}�|Ú,7<«{� ñ>9¦� 9

Å ¶ · � eË��¨"¥
A
�

N × N
¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �~Úãóv� Ø����v�|Ú

A =




a b
c a b

· · ·
c a b

c a




,

Ù�ó~�~�
a, b, c ∈ IR

�v���
b 6= 0 ç c 6= 0

�I�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�{�v�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨"�~�
A
�©� Ø����

λj = a + 2b(
c

b
)

1

2 cos(
jπ

N + 1
) j = 1, 2, . . . , N.

7�· Ä�¾�À ° � ¸�Ï�¹ �Þó~�|¤NÓ"��¨��WÙ�¨£�
λ
�v���

x = (xj) ∈ |CN �©� Ø����Ë�~� �ª� Ô£� ��¨£� ���ä�v���§¨©� �£¡ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��U� Ô£� �~Ô£� é|Ø��|�{���P¨©�~�
A
�v���}¤N�¦¥§���|��¨��:¨�Ö|ØE�¦óv� ���|�{ÖE¨�Ö|ÚL�gf£� ��¥§�{Ö|ÚLÔ£� �52}�~�Ê×§Ø

cxj−1 + (a − λ)xj + bxj+1 = 0 ç j = 0, 1, . . . , N ç ��� x0 = xN+1 = 0
� 9

Å ¶ ð � eË��¨"¥ B
�v���

H(w)
�v�~óv� Ø����v�"Ú��¦ó~�|Ø�é���Ö5�}Ö|Ú

Jacobi
�v���

SOR
7 ����ó~�|��é|���¦¨����

w
9ó~�~�E�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��"0|ØJ��¨©�|Ø

N × N
¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �Póv� Ø����v�

A =




2 −1
−1 2 −1

· · ·
−1 2 −1

−1 2




.
7<«{� Ü>9

(i)
� ��Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨"�|Úã¨©�F��ó~��¨�Ó¦���"�{���L¨�Ö|ÚÞ� �Þ���vÖ|�{Ö|Úã«{� ê ç Ô��©� fÊ¨��ãÙ�¨£�

%(B) = cos(
π

N + 1
) .

(ii)
� ��Ö|�N� �|�~ó���� ×ÎØÊ¨©�|Ú§¨�Ö|Ø�7<«{� ê59 ç Ô��©� fÊ¨��§Ù|¨£�£Ö “

�~Ó¦�|¨£� ��¨�Ö
”
¨£� ����¨�Ö|Ú

SOR
ó~�|���|��Ó¦¨����~�

w
�©� Ø����

wopt = 2/(1 + sin(
π

N + 1
)) .

(iii)
�C�©� fÊ¨��ãÙ�¨£�{��¨�Ö|ØJó~�"�£� ó�¨"¥§�{Ö

N = 3 ç
R∞(Hopt) > 5R∞(B) .

(iv)
����é5�{¨�� Ó"Ø�� ó~��Ù��{���|�����

Fortran
�}� � ¨�Ö|Ø �¦óv� ���|�{Öª���t¨�Ö ��Ó ¤N�~Ô��

SOR
¨"�~��{�|��¨��|����¨©�~Ú

Ax = b ç Ù�ó~�~� A
�©� Ø����{�Fóv� Ø����v�|Ú87<«{� ñ>9Ë�v���

b ∈ IRN �N7 � ��Ö|�}� ����ó~�v� �|��¨��¥§Ú>�v�£� ¨£� �£� �P¨��"������¨£� �{���"0C¨©� ||x(k+1) − x(k)||∞ < 10−6 � 9
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(v)

� ��Ö|�}� ����ó~�v� �|��¨��W¨©� óv� � ó~é|ØÊ¥ßó~��Ù��{���|����� �}� �ª¨�Ö|Øä�¦óv� ���|�{Öï¨©�~�ª�{�|��¨£�|�|��¨©�~Ú
Ax = b ç ��� N = 20 ç b = [1, 0, . . . , 0, 1]T

�v���N���:ó~�|���|��Ó¦¨����~�|Ú>�¦óv� ¨�é|Õ��|Ø��{Ö|Ú
w = 17 Ô�Ö��{�Î¨�ÖE��Ó ¤N�~Ô��

Gauss-Seidel
99�v���

w = wopt
�

7�Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ �Ë¨�Ù�Õ��~ÚP¨�Ö|ÚC� �Þ���vÖ|�{Ö|ÚE«{� ñU�©� Ø����åÖt�¦ó~�gf����{Ö|�{Ö´�~�£� �}�|Ó"ØÊ¥§Ø´��¨©�v� Õ��©� ¥§Ø¨�Ö|ÚF¤N�¦¥§�£� �|Ú*�v���Î�g2}�|�������{�|ÚF¨�Ö|ÚW��� ¤NÙ~Ô��~�
SOR

�Ë�Ë¨�Ö|Ø´ó~��é5f�Ö ç ¨��£� Ô£� ����×§Ø£� � �{���|��¡�~� �vé �{�|��¨��|����¨"�ï�¦óv� �>0|�|ØÊ¨©���§Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨"�|Ú´�©� Ô£� �vÓ"Ú 7 ��ó�����ó~�v� Ö���Ó"Ø��"Ú:9C�|� ¤�Ù~Ô��~�|Ú��ó~�����v� 2}�|Ú
Gauss

�
LU
¡có~�|�����{�|ØÊ¨"��ó~�v� Ö��{Ö|Ú�� 9
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½*¾ S 254ú^¿]�SUTPdFS 29VX;
Å ¶ p

Xk+1 = Xk(2I − AXk) ⇒

I − AXk+1 = I − AXk(2I − AXk) = I − 2AXk + (AXk)2 = (I − AXk)2.

� eË��¨"¥
Ck = I − AXk

� ´ Ù�¨��
Ck+1 = C2

k ⇒ Ck = C2
k−1 = C22

k−2 = · · · = C2k

0 ,

Ù�ó~�~�
C0 = I − AX0 = C

�±� �Þ���
I − AXk = C2k ⇒ Xk = A−1(I − C2k

).

�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç �|Ø ||C|| < 1 ç ¨�Ù�¨��
lim

k→∞
C2k

= O ⇒ lim
k→∞

Xk = A−1.

e§óv� �{Ö|Ú ç
C = I − AX0 ⇒ AX0 = I − C ⇒ A−1 = X0(I − C)−1.

� �Þ��� ç �¦ó~�©� Ô�� ||C|| = p < 1 ç
||A−1|| ≤ ||X0||

1 − ||C|| =
||X0||
1 − p

7 ���{�å� �Þ���vÖ|�{ÖP�v� èA9
.

´ Ó¦���~Ú ç
Xk = A−1(I − C2k

) ⇒ A−1 − Xk = A−1C2k

⇒ ||A−1 − Xk|| ≤ ||A−1||p2k ⇒ ||A−1 − Xk|| ≤ ||X0||(
p2k

1 − p
).

Å ¶ » æ�óv� Ø����v�|ÚE�¦ó~�|Ø�é���ÖA�}Ö|Ú
Jacobi

�©� Ø����
B = D−1(L + U)

� ⇒ æ>�å� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚC¨©�~�
B
�©� Ø����±�v�Î�£� 4��"Ú*¨�Ö|Ú*�gf£� ��¥§�{Ö|Ú

det{µI − D−1(L + U)} = 0 ç Ö ��ó~�v� �t�|ó~�~���©�ÎØ���¦��2}���|��¨��©�{¥§Ú
det D−1 · det{µD − L − U} = 0,

�C¥§Ú
det{µD − L − U} = 0.

æXóv� Ø����v�|Úã�¦ó~�|Ø�é���Ö5�}Ö�Ú
SOR

�©� Ø��
H(w) = (D − wL)−1{(1 − w)D + wU} � ⇒ æ>�� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨©�~�

H(w)
�©� Ø������v�{�£� 4��"Ú>¨�Ö|Ú>�gf£� ��¥§�{Ö|Ú

det{λI − (D − wL)−1[(1 − w)D + wU ]} = 0,

ÖP��ó~�v� �C�|ó~�~���©�{Ø��E�¦��2}���|��¨��©��¥§Ú
det(D − wL)−1 · det{λ(D − wL) − (1 − w)D − wU} = 0,

�E¥§Ú
det{(λ + w − 1)D − λwL − wU} = 0.
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Å ¶ �

(i)
ÁÔ7<«{� «"9 ⇒ æ>�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨"�~�

B
�©� Ø������v�{�£� 4��"Ú>¨�Ö|Ú>�gf£� ��¥§�{Ö|Ú

∣∣∣∣∣∣∣∣

4µ 0 −1 −1
0 4µ −1 −1

−1 −1 4µ 0
−1 −1 0 4µ

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

Ô�Ö��{�±¨�Ö|Ú
32µ2(8µ2 − 2) = 0.

� �Þ���P�v�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚÞ¨©�~�
B
�©� Ø����

µ = 0, 0,±1/2.

(ii)
ÁÔ7<«{� ê59 ⇒ æ>�}� Ô£� ��¨£� ��Ó"Úã¨©�~�

H(w)
�©� Ø������v�}�£� 4��"Úã¨�Ö|Ú>�gf£� ��¥§�{Ö|Ú

∣∣∣∣∣∣∣∣

4k 0 −w −w
0 4k −w −w

−λw −λw 4k 0
−λw −λw 0 4k

∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0,

Ù�ó~�~�
k = λ + w − 1.

�9�|Ø��¦ó�×§Ú
32k2(8k2 − 2λw2) = 0 ⇒ k2 = 0

�
k2 =

1

4
λw2 ⇒ k2 = λµ2w,

Ù�ó~�~�
µ
�v�}� Ô£� �|¨£� ��Ó"ÚÞ¨©�~�

B
�±� �Þ���
(λ + w − 1)2 = λµ2w2.

´ Ó¦���~Ú ç �¦ó~�©� Ô�� G = H(1) ç ¨©� óv� � ó~é|ØÊ¥X��ó~��¨�Ó¦���"�}�|�U��� w = 1
Ô£� Ø��©�±Ù�¨£�

%(G) =
{%(B)}2 �
Å ¶ Å

A = D − L − U ç Ù�ó~�~�

D =




D1

D2

·
·

Dm




, L = −




O
B1 O

· ·
· ·

Bm−1 O




�v���

U = −




O A1

O A2

· ·
· Am−1

O




.

� eË��¨"¥

C(α) =




I1

αI2

α2I3

·
αm−1Im




=: diag(αi−1Ii),



¬ ø�1<
05®21rÚ'�5��� H �:ÚAX7û B � ºåÿ � U"SAØgS�û J û � J ùA� ÿ£ÿvû B"¯�R1ÙgRDXtC ÿ��AX«� ê�è
Ù�ó~�~� ç ∀i ç Ii ≡

¨©�|��¨©��¨£� �vÙ~ÚÞóv� Ø����v�|ÚÞ¨©�~�P� Ô£� �v�J�~�£¤N���"0E���Þ¨©�|Ø
Di
� ´ Ù�¨��

C−1(α) = diag(α−(i−1)Ii)

�v���

C(α)AC−1(α) =




D1 α−1A1

αB1 D2 α−1A2

· · ·
· · α−1Am−1

αBm−1 Dm




= D − αL − α−1U.

⇒

det(D − αL − α−1U) = det C(α)AC−1(α) = det A = det(D − L − U).

(i) B = D−1(L + U) = E + F ç Ù�ó~�~� E = D−1L
�v���

F = D−1U ⇒ ´ �PÕ��|�����~¨�Ö£¡�£� ��¨£� �vÙPó~������×§Ø��|���E¨©�~�
B
�©� Ø����

PN (µ) = det(µI − B) = det(µI − E − F ),

Ù�ó~�~�E�Póv� Ø����v�|Ú
µI − E − F

Ó"Õ��©��¨�ÖE�10|Ø©¤N�¦¨�ÖC¨��£� Ô£� ����×§Ø£� �E���~�'2}�E¨©�~�
A ⇒

PN (µ) = det(µI − E − F ) = det(µI − αE − α−1F ), ∀α 6= 0.

À Ô£� ��� ¨��"��� ç ��� α = −1 ç
PN (µ) = det(µI − E − F ) = det(µI + E + F )

= (−1)N det(−µI − E − F ) = (−1)NPN (−µ)

⇒ ´ � PN
�©� Ø�����ó~�"�£� ¨Ê¨£ÙEó~������×§Ø��|��� ç �|ØJ� N

�©� Ø�����ó��"�£� ¨Ê¨�Ù~Ú ç �v���{é|�Ê¨£� �Pó~������×§Ø��|��� ç�|ØL�
N
�©� Ø����{é|�Ê¨£� �~Ú ⇒ �å� �C�vé�ó~�v� �

k ≥ 0 ç
PN (µ) =

{
µ2kf(µ2),

�|Ø
N = 2n ç

µ2k+1g(µ2),
�|Ø

N = 2n + 1 ç
Ù�ó~�~�E¨©�Eó~������×§Ø��|���

f
�v���

g
�©� Ø�����¨�� ¥��

f(0) 6= 0
�v���

g(0) 6= 0 ⇒ æ>�}��Ö£¡ú��Ö|Ô��"Ø£� �vÓ"Ú�£� 4��"ÚJ¨�Ö|ÚJ�gf£� ��¥§�{Ö|Ú
P (µ) = 0 ç Ô�Ö��{���v����Ö£¡ú��Ö|Ô��"Ø£� �vÓ"ÚJ� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú:¨©�~� B ç ó~�����D0�ó|¨©�~�|Øé|Ø��34��g0��{Ö ±µ

�³e§óv� �{Ö|Ú ç �}� �E�vé�ó~�v� � k ≥ 0 ç � B
¤N�*Ó"Õv�©�

2k
7 �|ØC�

N
�©� Ø����Né|�Ê¨£� �~Ú:9�

2k + 1
7 �|ØL�

N
�©� Ø�����ó~�"�£� ¨Ê¨�Ù~Ú:99��Ö|Ô��"Ø£� �vÓ"Ú>� Ô£� ��¨£� ��Ó"Ú��

(ii)
Ñt�

E = D−1L
�v���

F = D−1U ç
H(w) = (D − wL)−1{(1 − w)D + wU}

= (I − wD−1L)−1{(1 − w)I + wD−1U}
= (I − wE)−1{(1 − w)I + wF}

⇒ ´ �*Õv�|�����v¨�Ö|�£� ��¨£� �vÙEó~������×§Ø��|���E¨©�~� H(w)
�©� Ø����

QN (λ) = det{λI − (I − wE)−1((1 − w)I + wF )}
= det(I − wE)−1 det{(λ + w − 1)I − wλE − wF}.



ê�ö ÂQÃ R�ø û º G RABDC�R�øWV_�
æÈóv� Ø����v�|Ú

I − wE
�©� Ø����N���|Ø��|Ô£� ��� �~Ú>�vé�¨"¥ ¨��£� ��¥§Ø£� �vÙ~Ú ⇒ det(I − wE) = det(I −

wE)−1 = 1 ⇒

QN (λ) = det{(λ + w − 1)I − wλE − wF},
Ù�ó~�~� �äóv� Ø����v�|Ú

(λ + w − 1)I − wλE − wF
Ó"Õ��©�±¨�Ö �10|Ø©¤N�¦¨�Ö ���~�'2}�t¨©�~�

A
7 ���

D = (λ + w − 1)I ç L = wλE
�v���

U = wF
9 ⇒

QN (λ) = det{(λ + w − 1)I − αwλE − α−1wF}, ∀α 6= 0.

À Ô£� ��� ¨��"���C��� α = λ−1/2 ç Ù~ó��v� λ
�~� �E��Ö£¡ú��Ö|Ô��"Ø£� �v�E� Ô£� �|¨£� ���L¨©�~�

H(w) ç
QN (λ) = det{(λ + w − 1)I − λ1/2wE − λ1/2wF}

= det{wλ1/2(w−1λ−1/2(λ + w − 1)I − (E + F ))}
= wNλN/2 det{w−1λ−1/2(λ + w − 1)I − B}
= wNλN/2PN{w−1λ−1/2(λ + w − 1)},

Ù�ó~�~�
PN (µ) = det(µI −B)

�©� Ø����~¨©�PÕ��|�����~¨�Ö|�£� ��¨£� �vÙCó~�£����×§Ø��|���C¨©�~�
B
�9�9�|Ø��¦ó�×§Ú

QN (λ) = 0 ç �}� � λ 6= 0 ç �|Ø�Ø µ = w−1λ−1/2(λ + w − 1)
�©� Ø����{�£� 4��E¨�Ö|Ú

PN (µ) = 0 çÔ�Ö��{�§�|Ø�Ø
w−1λ−1/2(λ + w − 1) = µ,

�
(λ + w − 1)2 = w2µ2λ,

7 «{� �Êì>9
Ù�ó~�~�

µ
�©� Ø������~� �F� Ô£� ��¨£� ���C¨©�~�

B
�

(iii)
Ñt�

w = 1
Ö¢7<«{� �Êì>99Ô£� Ø��©�

λ2 = λµ2 ⇒ λ(λ − µ2) = 0

⇒ �9�5�vé£¤N�³4��g0��{�~Ú���Ö£¡ú��Ö|Ô��"Ø£� �~×§Øã� Ô£� ��¨£� �|×§Ø ±µ
¨©�~�

B
�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��©�~�~� �J�|Ö£¡ú��Ö|Ô��"Ø£� �v�� Ô£� ��¨£� ���

λ = µ2 ¨"�~� G = H(1)
�¢7cæ>��é��|���"ÚC� Ô£� ��¨£� ��Ó"ÚL¨©�~�

G
�©� Ø����

0
� 9 ⇒ %(G) =

{%(B)}2 ⇒

R∞(G) = − ln %(G) = −2 ln %(B) = 2R∞(B).

Å ¶ ·
Ax = λx ⇒

cxj−1 + (a − λ)xj + bxj+1 = 0, j = 1, 2, . . . , N,
7<«{� �|�'9

���
x0 = xN+1 = 0.

7<«{� ���59
Á �{�"Ø£� �v�C�>0|�{ÖC¨�Ö|Ú,7<«{� �|�'9Ë�©� Ø����

xj = Bmj
1 + Cmj

2,
7<«{� �Ê�>9

Ù�ó~�~�
m1,m2

�©� Ø����{�v�{�£� 4��"Úã¨�Ö|Ú>�gf£� ��¥§�{Ö|Ú
c + (a − λ)m + bm2 = 0.

7<«{� �©«"9



¬ ø�1<
05®21rÚ'�5��� H �:ÚAX7û B � ºåÿ � U"SAØgS�û J û � J ùA� ÿ£ÿvû B"¯�R1ÙgRDXtC ÿ��AX«� ê�Ü
7 � æÞó�¥§ÚÞ¤N�EÔ��©� f��~�|���Þóv� �P�vé�¨¦¥�7 ���{� ∗ 9 ç ó~��Ó¦ó~�©� m1 6= m2

� 9Pæ>��7<«{� ���59 ⇒
B + C = 0

�v���
BmN+1

1 + CmN+1
2 = 0

7<«{� ��ê59
æ>��7<«{� ��ê59 ⇒

(
m1

m2
)N+1 = 1 = ej2πi ⇒ m1

m2
= ej2πi/(N+1), j = 1, 2, . . . , N.

7<«{� �Êñ>9
ÁÔ7<«{� �©«"9 ⇒

m1m2 = c/b.
7<«{� �£èA9

�9�|Ø��¦ó�×§Ú>�v��7<«{� �Êñ>9§�v����7<«{� �£èA9 ⇒
m1 = (

c

b
)

1

2 ejπi/(N+1) �v��� m2 = (
c

b
)

1

2 e−jπi/(N+1).
7<«{� �Êö>9

e§óv� �{Ö|Ú ç ��ó~ÙP¨�Ö|Ø37<«{� �©«"9 ç
m1 + m2 = −(a − λ)/b,

⇒

λ = a + b(m1 + m2)

⇒ 7 ���{�³7<«{� �Êö>9 9
λj = a + b(

c

b
)

1

2 (ejπi/(N+1) + e−jπi/(N+1))

= a + 2b(
c

b
)

1

2 cos(
jπ

N + 1
), j = 1, 2, . . . , N.

7 ∗ �ÞØL��ó~�|¤NÓ"�{�~�|���ÞÙ|¨£� m1 = m2 ç ¨�Ù�¨£�ãÖ¢7<«{� �Ê�>9 ⇒ xj = (B + C)mj
1

�v���{�v��7<«{� ���59
⇒ B = C = 0

�I�CÖ��{�ÎÖE��ó~Ù|¤N�"�{ÖE�~Ô�Ö��{�©�{��¨"�*é�¨©��ó~�P��ó~��¨�Ó¦���"�{���
x = o

� 9
Å ¶ ð (iii)

%(B) = cos(π/4) = 1/
√

2
�v���

wopt = 2/(1 + sin(π/4)) = 4 − 2
√

2.e§óv� �{Ö|Ú ç Ö
(λ + w − 1)2 = λw2µ2,

���
µ = %(B)

�v���
w = wopt,Ô£� Ø��©�

%(H(wopt) = 3 − 2
√

2

⇒

R∞(B) = − ln %(B) = ln
√

2 = .34657 . . . ,�v���
R∞(H(wopt)) = − ln %(H(wopt)) = − ln(3 − 2

√
2) = 1.7627 . . .

⇒

R∞(H(wopt)) > 5R∞(B).
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	��	���� 7

k �§Þà�!ã98�Í� 1� ÒÇ��â�Î:8�Í�Î�È�� ���� 
����Í�Æ Í�ÉËÊ �!â�����â;*!��Ñ�Ïäç!Ê

Gauss

O %'$ _�8>GETW]dc�]C8ÞT3c:4[TWB
• ��ò
<Iù�� � ùIî öpþ>=��³÷rý�û�î>?Qò
<@=�þN÷¦ü � Lagrange� eË��¨"¥

x0, x1, . . . , xn ç n+1
Ô£� ���v�¦�v�£� ��Ó"Ø��>�{Ö|���©� �:�{�5�vé�ó~�v� �JÔ£� é|��¨�Ö|���

[a, b]
� ´ Ù|¨��5ÖÔ£� �|Ô£� �v�|�}� �5ó~�|���"���~������Úå�v��¨�é

Lagrange
�52}�~��é���¨"�|Ø9ó~���~�{Ô£� �~�£� �{��Ùã�"Ø�Ù~ÚÎó~������¥§Ø'0|���~�¨©�~�F��ó~�v� �~�P�v�N¨£� ��Ó"ÚJ��¨©�*�{Ö|���©� �

xi, i = 0, 1, . . . , n ç �{�|�|óv� ó�¨"�~�|ØC�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��F���:¨£� Ú¨£� ��Ó"Ú
y(xi), i = 0, 1, . . . , n ç �~� �|Ú>�{�|Ø�é|�Ê¨�Ö|�{Ö|Ú y

�~�£� �{��Ó"Ø�Ö|Ú>��¨©�
[a, b]

�
hW° î>s�Ï�¿�x · ¶ p 7 � �Þó~�|�'f�Ö´�v���å���|Ø��|Ô£� �vÙ�¨�Ö�¨©��� 9 � � � | � y y s v°� �5k ¥gx | ����� l x1s �Dy_n k ���qQn k v u s ¥>� | �"yPv [a, b] w>v5s xi, i = 0, 1, . . . , n } n+1 u s v>w"qgw�x1s y_n k v����"y_qt� vF� |tl [a, b] �� ~:| q ∃ n k v,y l'k v u s�w ~ � l � � � k5� y l pn ∈ IPn

| n |�l s l �r� | q
pn(xi) = y(xi), i = 0, 1, . . . , n.

qtx}svx{z�¯�s�Ï ® Ï · ¶ p 7 �ÞØ���ó~�|��é|��¨"�|�{ÖÞ¨©�~�Þó~������¥ÎØ'0|���~�
pn
� 9 ´ �>ó~������×§Ø��|��� pn

�|ó~�|¡���©�}Ø��E�¦��2}���|��¨��©�{��¨£� Ú:���vÙ£���~�£¤N�"ÚãÔ��|�F���~�'2}Ó"Ú /
(i)
Ñt�~�'2}�

Lagrange
�3µã�"���¦�~� ×§Ô�ÖEÑt�~�'2}� /

pn(x) =

n∑

i=0

li(x)y(xi),
7ýêv� �'9

Ù�ó~�~�
li(x) =

n∏

j=0 (j 6=i)

[(x − xj)/(xi − xj)]
7ýêv� �59

�©� Ø������v�}�{�|ØÊ¨��¦���"��¨�Ó"ÚÞó~�|���"���~������Ú
Lagrange

�
ñ��



ñ��
§ AA< ;'<U÷ËùAS:B"�AX«�¦ù:BDX7û B"¯

(ii)
Ñt�~�'2}�

Newton /
pn(x) = y(x0) + y[x0, x1](x − x0) + y[x0, x1, x2](x − x0)(x − x1)

+ . . . + y[x0, x1, . . . , xn](x − x0)(x − x1) . . . (x − xn−1),
7ýêv� �>9

Ù�ó~�~�
y[x0, x1, . . . , xk]

�©� Ø����ÊÖ�Ô£� Ö|��Ö|��Ó"Ø�Ö5Ô£� �52}�~��é
k
¡c¨�é5f��¦¥§Ú±¨�Ö|Ú

y
��¨"���{Ö|���©� �

x0, x1, . . . xk
��CÖ����|Ô��

y[x0, x1, . . . , xk]

=
k∑

i=0

{ y(xi)

(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xk)
}. 7ýêv� «"9

Á
y[x0, x1, . . . , xk]

�|ó~�~���©�£�¦óv� �{Ö|ÚËØ��Þ�~�£� �v¤N�©�£�{�|Ø��|�Ê¨��|�{�©�£Ô£� Ö|��Ö|��Ó"ØÊ¥§Ø�Ô£� �52}�~�Ê×§Ø
(k−

1)
¡c¨�é5f��¦¥§Ú>��ó~ÙP¨"��ØJ�|Ø��|Ô����~�~� �vÙP¨'0�ó~�

y[x0, x1, . . . , xk] =
1

xk − x0
{y[x1, x2, . . . , xk] − y[x0, x1, . . . xk−1]}.

7ýêv� ê59
hW° î>s�Ï�¿�x · ¶ » 7c��2}é������Ló~�|���"���~�£���|Ú�� 9 � � � | � pn

|�l � l � � � k5� y l �'vgxDqty�� l �¡��zNy s ¥>z� �5k ¥gx | ������z y � | v n + 1 ���"y_qt� v
a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

i,k
y ∈ Cn+1[a, b] } |:~�| q ∀x ∈ [a, b] } ∃ ξ = ξ(x) ∈ [a, b]

| n |tl s l �I� | q

y(x) − pn(x) =
y(n+1)(ξ)

(n + 1)!

n∏

i=0

(x − xi).

• ��ò
<Iù�� � ùIî öpþ>=��³÷rý�û�î>?Qò
<@=�þN÷¦ü � Hermite �CB¶÷røFöpþ>=*îNòQý�D4=� eË��¨"¥
x0, x1, . . . , xn ç n + 1

Ô£� ���v�¦�v�£� ��Ó"Ø��L�}Ö|�|�©� �E�{�Þ�vé�ó~�v� �EÔ£� é|��¨�Ö|���
[a, b]

� ´ Ù�¨�� ç��¨�Ö>�~�|�}� �v�ã¨�Ö|Ú����~�'2}� ç Ö:Ô£� �|Ô£� �v�|�}� �ãó~�|���"���~�£���|ÚË�v��¨�é Hermite
�52}�~��é:��¨©�|ØÞó~���~�v¡Ô£� �~�£� �{��ÙE�"Ø�Ù~Ú�ó~������¥§Ø'0|���~�:¨"�~�L��ó~�v� �~� / (i) �v�~¨£� ��Ó"ÚÞ��¨©�L�{Ö|���©� � xi, i = 0, 1, . . . , n ç�{�|�|óv� ó�¨©�~�|ØF�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��´���C¨£� ÚE¨£� ��Ó"Ú

y(xi), i = 0, 1, . . . , n ç �~� �|ÚE�{�|Ø�é|�Ê¨�Ö|�{Ö|Ú y ∈
C1[a, b] ç �v��� (ii) �v�Ê¨£� ��Ó"ÚÎ¨�Ö|ÚÎó~�Ê×Î¨�Ö|ÚÎó~�|������×Î�{�~�5¨©�~����¨©���{Ö|���©� � xi, i = 0, 1, . . . , n ç�{�|�|óv� ó�¨©�~�|Ø:�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��E���ã¨£� Ú>¨£� ��Ó"Ú

y(1)(xi), i = 0, 1, . . . , n ç ¨£Ö|Úãó~�Ê×Î¨�Ö|Úãó~�|������×±¡�{�~�C¨£Ö|Ú
y
�

hW° î>s�Ï�¿�x · ¶ � 7 � �Þó~�|�'f�Ö �v�������|Ø��|Ô£� �vÙ�¨�Ö�¨©��� 9 � � � | � y ∈ C1[a, b] w>v5s xi, i =
0, 1, . . . , n } n + 1 u s v>w"qgw�x1s y_n k v&���"y_qt� v |tl�� [a, b] � � ~�| q ∃ n k v&y l:k v u s�w ~ � l � � � k5� y l
H2n+1 ∈ IP2n+1

| n |tl s l �I� | q
H2n+1(xi) = y(xi), H

(1)
2n+1(xi) = y(1)(xi), i = 0, 1, . . . , n.

´ �tó~�£����×§Ø��|��� H2n+1
¨©�~�@µã�¦¥§���|����¨©�~Ú*�|� �´�|ó~�~���©�yØ��U�¦��2}���|��¨��©�y��¨�ÖW¤N�"���¦�~� ×§Ô�Ö���~�'2}� /

H2n+1(x) =
n∑

i=0

{1 − 2l
(1)
i (xi)(x − xi)}{li(x)}2y(xi)

+

n∑

i=0

(x − xi){li(x)}2y(1)(xi),
7ýêv� ñ>9
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ñ|�

Ù�ó~�~�
li(x) =

n∏

j=0 (j 6=i)

[(x − xj)/(xi − xj)]
7ýêv� èA9

�©� Ø������v�}�{�|ØÊ¨��¦����¨�Ó"ÚÞó~�|���"���~�����|Ú
Lagrange

�
hW° î>s�Ï�¿�x · ¶ Å 7c��2}é������Fó~�|���"���~������Ú�� 9 � � � | � H2n+1

|tl � l � � � k5� y l �'vgxDqty�� l �¡��z
Hermite

y s ¥>z�� �5k ¥gx | ������z y � | v n + 1 ���"y_qt� v
a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

i,k
y ∈ C2n+2[a, b] } |�~�| q ∀x ∈ [a, b] } ∃ ξ = ξ(x) ∈ [a, b]

| n |tl s l �I� | q

y(x) − H2n+1(x) =
y(2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

n∏

i=0

(x − xi)
2.

• ImÿJ�QòNö�ò�<�òIþK<J=Qý��@ø�LQô Newton-Cotes� eË��¨"¥
[a, b] ∈ IR ç y ∈ C[a, b]

�v���
I : C[a, b] → IR

¨©�*�£�����~���|�Ê¥§���

I(y) :=

∫ b

a

y(x)dx.

´ Ù|¨��5�{7<�~���©� ��¨�Ù~Ú:9å¨'0�ó~�~ÚF7 �:�v�|Ø�Ù|Ø��|Ú:9±�������~���|�Ê¥§�{Ö|Ú Newton-Cotes ç ¨�é5f�Ö|Ú n ç �©� Ø����

I(y) =

n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),

Ù�ó~�~� /
• æ>� n + 1

�vÙ~���~�v��7 �{Ö|���©� �C�������~���|�Ê¥§�{Ö|Ú:9
xi
�©� Ø����v¨©�P� �{��ó~Ó"Õ��|ØÊ¨©�C�{Ö|���©� �

xi = a + ih, i = 0, 1, . . . , n, h = (b − a)/n.

• ´ �E�~é|��ÖP�������~���|�Ê¥§�{Ö|Ú Ai
�v���{¨©�W�12}é������F�������~�����Ê¥§�{Ö|Ú

En(y)
ó~������0�ó�¨©�~�|Ø¤NÓ¦¨©�|ØÊ¨©�|Ú

y(x) = pn(x) + en(y),

Ù�ó~�~�
pn ∈ IPn

�©� Ø����å¨"� ó~������×§Ø��|���tó~�|���"���~�£���|ÚC¨�Ö|Ú
y
��¨©�t�{Ö|���©� �

xi ç i =
0, 1, . . . , n ç �v��� en(y)

�©� Ø����v¨©�*�12}é������Có~�|���"�£�~�����|Ú��
�9�|Ø��¦ó�×§Ú,7 ���{�N7ýêv� �'9c¡t7ýêv� �59§�v���¡µã�¦×§��Ö|���Eêv� �59 /

•

Ai =

∫ b=xn

a=x0

li(x)dx,
Ù�ó~�~�

li(x) =
n∏

j=0 (j 6=i)

[(x − xj)/(xi − xj)].



ñ�«
§ AA< ;'<U÷ËùAS:B"�AX«�¦ù:BDX7û B"¯

• �ÞØ y ∈ Cn+1[a, b] ç ¨�Ù�¨��
En(y) =

∫ b=xn

a=x0

en(y)dx =
1

(n + 1)!

∫ xn

x0

πn+1(x)y(n+1)(ξ)dx,

Ù�ó~�~�
ξ = ξ(x) ∈ [a, b]

�v���
πn+1(x) = Πn

i=0(x− xi)
�N7 ÝÞ���"2}�|ØÊ×§Ú

En(p) = 0 ç
∀p ∈ IP

� 9
æ>�yÔ'0|�Wóv� �W�{ØÊ¥§��¨©�v��¨'0�ó~�v�

Newton-Cotes
�©� Ø������v���v�|Ø�Ù|Ø��"ÚJ¨©�~�F¨�����ó~�g4£� �~�P�v���N¨©�~�

Simpson
ó~�~�äÔ£� Ø���ØÊ¨"���§ó~�|�����vé�¨¦¥�� æ>�Î�v�|Ø�Ù�Ø��"ÚW�|��¨"�v�Îó~������0�ó�¨©�~�|Ø´���

n = 1
�v���

n = 2
�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ����

(i)
³tx}Áv¾}Ávx}² z�u�Â zvsvx{Ä °#MDÖ u�Â 7

n = 1
9 ¹ ´ �´ó~������×§Ø��|���Wó~�|���"���~������ÚJ¨�Ö|Ú y

��¨©��{Ö|���©� �
x0 = a

�v���
x1 = b,�©� Ø����

p1(x) =
1

h
{−(x − x1)y(x0) + (x − x0)y(x1)},

Ù�ó~�~�
h = b − a.

⇒ æX�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��~Úã¨'0�ó~�~Ú
Newton-Cotes

�©� Ø����
I(y) =

∫ x1

x0

p1(x)dx +

∫ x1

x0

e1(y)dx

=
h

2
{y(x0) + y(x1)} + E1(y),

Ù�ó~�~� ç �|Ø y ∈ C2[a, b] ç
E1(y) =

∫ x1

x0

e1(y)dx =
1

2

∫ x1

x0

π2(x)y(2)(ξ)dx.

ÝÞ�|����¨�Ö|���"0|���ÞÙ|¨£�
π2(x) = (x − x0)(x − x1) ≤ 0, x ∈ [x0, x1].

⇒ ´ �P¤N�¦×§��Ö|�|�P�"Ø�Ô£� é|���"�{Ö|ÚÞ¨£� ���|Ú>Ô£� Ø��©�
E1(y) =

y(2)(η)

2

∫ x1

x0

(x − x0)(x − x1)dx = −h3

12
y(2)(η),

�}� �C�vé�ó~�v� �
η ∈ [a, b]

� ⇒ æ ó~���~�{�¦���}� ��¨£� �vÙ~Úã¨'0�ó~�~Úã�©� Ø����
I(y) ≈ h

2
{y(x0) + y(x1)},

�v���{�|Ø
y ∈ C2[a, b] ç ¨�Ù|¨��

I(y) =
h

2
{y(x0) + y(x1)} −

h3

12
y(2)(η), η ∈ [a, b].

(ii)
³tx}Áv¾}Ávx}²ïz�u�Â

Simpson
7
n = 2

9 ¹ ´ �tó~������×§Ø��|���´ó~�|���"���~������ÚL¨�Ö|Ú y
��¨"��{Ö|���©� �

xi = a + ih, i = 0, 1, 2,
���

h = (b − a)/2,



¬ ø�1<@AA®FEåùAU"S J#G � û ��Ú'S H Ù G ��Ù[ÿ��³B"��û5B"�5� þ>�7ø�ºQS H S:B H C7ù£V�RH��º Gauss
ñ�ê

�©� Ø����
p2(x) =

1

2h2
{(x − x1)(x − x2)y(x0)

− 2(x − x0)(x − x2)y(x1) + (x − x0)(x − x1)y(x2)}.

⇒ æX�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��~Úã¨'0�ó~�~Ú
Newton-Cotes

�©� Ø����
I(y) =

∫ x2

x0

p2(x)dx +

∫ x2

x0

e2(y)dx

=
h

3
{y(x0) + 4y(x1) + y(x2)} + E2(y),

Ù�ó~�~� ç �|Ø y ∈ C3[a, b] ç
E2(y) =

∫ x2

x0

e1(y)dx =
1

6

∫ x2

x0

π3(x)y(3)(ξ)dx.

�Ë¨�Ö|Ø�ó~�"�£� ó�¨¦¥§�{Ö>�|��¨��Þ¨©�:ó~������×§Ø��|���
π3(x) = (x−x0)(x−x1)(x−x2)

Ô��"Ø�Ô£� ��¨�Ö|���©�¨©�E� Ô£� �Jó~��Ù~�{Ö|���C��¨©�CÔ£� é|��¨�Ö|���
[x0, x2]

� ⇒ �C�"Øã�|ó~�~���"0|���5Ø��JÕ���Ö|�}� ����ó~�v� �|�{�~�|���Ë¨©�¤N�¦×§��Ö|���:�"Ø�Ô£� é|�|�"�}Ö|ÚË¨£� ���|Ú9�}� �ã¨"�|ØÞ��ó~�����£�}� �{��Ù>¨"�~�>�12}é�������¨©�~Ú
E2(y)

�@N5��¨�Ù~�{� ç �|Ø
y ∈ C4[a, b] ç ¨�Ù|¨��J�|ó~�~���©��Ø��WÔ��©� Õv¨��©�_7<�}� �*ó~�|��é|Ô��©� �{���*���:¨�ÖF�~�~�£¤N�©� �P¨�Ö|ÚL��� ¤NÙ~Ô��~�¨©�~�Có~�|���|Ø��

Peano
95Ù|¨£�

E2(y) = −h5

90
y(4)(η), η ∈ [a, b].

⇒ æ ó~���~�{�¦���}� ��¨£� �vÙ~Úã¨'0�ó~�~Úã�©� Ø����
I(y) ≈ h

3
{y(x0) + 4y(x1) + y(x2)},

�v���{�|Ø
y ∈ C4[a, b] ç ¨�Ù|¨��

I(y) =
h

3
{y(x0) + 4y(x1) + y(x2)} −

h5

90
y(4)(η), η ∈ [a, b].

æ �~�£¤N��Ù~Úã���v�£� �~�©� �|Úã�"Ø�Ù~Úãó~���~�{�¦���}� ��¨£� �v�"0L¨'0�ó~�~�C�������~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�~�£� 4��¦¨©���v¥§Ú:�gf��|Ú /
íFs�� ® ¿�¾�²U· ¶ p � eËØ��|Úãó~���~�{�¦���}� ��¨£� �vÙ~Úã¨'0�ó~�~Úã�������~���|�Ê¥§�{Ö|ÚÞ¨�Ö|Ú>���~�'2}�|Ú

∫ b

a

y(x)dx =
n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),

Ó"Õ��©�
“
�~�£¤N��Ù ���v�£� �~�©� �|Ú

”
7
precision

9
ν
�|Ø

En(p) = 0 ç ∀p ∈ IPν
�v��� ∃ �vé�ó~�v� �

p ∈ IPν+1
¨�� ¥��

En(p) 6= 0
�

⇒ æ.�~�£¤N��Ù~Ú´���v�£� �~�©� ��Ú*¨©�~�ä�v�|Ø�Ù|Ø��ä¨©�~�ä¨�����ó~�g4£� �~�ä�©� Ø����
ν = 1

�"ØÊ×ß�|��¨£Ù~Ú*¨©�~��v�|Ø�Ù�Ø��
Simpson

�©� Ø����
ν = 3

�UÝã� �t�{�"Ø£� �véU�|ó~�~���©�±Ø��UÔ��©� Õv¨��©�åÙ�¨£�±�|Ø*�ä�|�£� ¤N��Ù~Ú
n¨"¥§Ø*�vÙ~����¥§ØF�"Ø�Ù~ÚE¨'0�ó~�~�

Newton-Cotes
�©� Ø����yó~�"�£� ¨Ê¨�Ù~Ú ç ¨�Ù�¨��C�t¨'0�ó~�~ÚEÓ"Õ��©���~�£¤N��Ù���v�£� �~�©� �|Ú

n ç �"ØÊ×X�|Ø*� n
�©� Ø�����é|�Ê¨£� �~ÚE¨�Ù�¨��P�t¨'0�ó~�~ÚPÓ"Õ��©�y�~�£¤N��Ù ���v�£� �~�©� ��Ú

n + 1
�7 ¢9�{�±� �Þ���vÖ|�{ÖPêv� ö�� 9



ñ|ñ
§ AA< =><OEåùAU"S J#G � û �FÚ'S H Ù G ��Ù[ÿ��

O % H , 8Qb GF^°ìX;:47]ëaFG:\ ) ìX; ) 6*]
• ��ò
<Iù�P � ùIîN÷ Legendre {Pk}Q � � ® z�Ï�¿�xP¹

(−1, 1)Õ Â}Áv�}s~z�Ï ® ÏSR��}svu�Â}²"¹
w(x) = 1

⇒ ´ �Có~������×§Ø��|��� Pk
�©� Ø�����¨�� ¥��

∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx = 0, m 6= n.

íFs�� ® ¿�¾�²"¹
Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn
{(x2 − 1)n}.

 Ávx}Àvsvu�¿å� wN¯ ® �åÇ ® Ï�¹
P0(x) = 1, P1(x) = x,

Pk+1(x) =
2k + 1

k + 1
xPk(x) − k

k + 1
Pk−1(x), k = 1, 2, . . . .

⇒

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1)

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x), P4(x) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3),

�N� �}� �N�
Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ ´ �Có~�£����×§Ø��|��� Legendre

�©� Ø������v�|Ø��|Ø£� �v��ó~�v� Ö|��Ó"Ø��LÓ¦¨��}��×§��¨��
Pk(1) =

1 ç ∀k
�

• ��ò
<Iù�P � ùIîN÷ Chebyshev {Tk}Q � � ® z�Ï�¿�xP¹
(−1, 1)Õ Â}Áv�}s~z�Ï ® ÏSR��}svu�Â}²"¹

w(x) = (1 − x2)−
1

2

⇒ ´ �Có~������×§Ø��|��� Tk
�©� Ø�����¨�� ¥��

∫ 1

−1

(1 − x2)−
1

2 Tm(x)Tn(x)dx = 0, m 6= n.

íFs�� ® ¿�¾�²"¹
Tn(x) = cos(n arccos x).

 Ávx}Àvsvu�¿å� wN¯ ® �åÇ ® Ï�¹
T0(x) = 1, T1(x) = x,

Tk+1(x) = 2xTk(x) − Tk−1(x), k = 1, 2, . . . .
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⇒

T0(x) = 1, T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1, T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x,

�N� �}� �N�
• ��ò
<Iù�P � ùIîN÷ Laguerre {Lk}Q � � ® z�Ï�¿�xP¹

(0,∞)Õ Â}Áv�}s~z�Ï ® ÏSR��}svu�Â}²"¹
w(x) = e−x

⇒ ´ �Có~������×§Ø��|��� Lk
�©� Ø����v¨�� ¥��

∫ ∞

0

e−xLm(x)Ln(x)dx = 0, m 6= n.

íFs�� ® ¿�¾�²"¹
Ln(x) = ex dn

dxn
(e−xxn).

 Ávx}Àvsvu�¿å� wN¯ ® �åÇ ® Ï�¹
L0(x) = 1, L1(x) = −x + 1,

Lk+1(x) = (2k + 1 − x)Lk(x) − k2Lk−1(x), k = 1, 2, . . . .

⇒

L0(x) = 1, L1(x) = −x + 1,

L2(x) = x2 − 4x + 2, L3(x) = −x3 + 9x2 − 18x + 6,

�N� �}� �N�
• ��ò
<Iù�P � ùIîN÷ Hermite {Hk}Q � � ® z�Ï�¿�xP¹

(−∞,∞)Õ Â}Áv�}s~z�Ï ® ÏSR��}svu�Â}²"¹
w(x) = e−x2

⇒ ´ �Có~������×§Ø��|��� Hk
�©� Ø����v¨�� ¥��

∫ ∞

−∞
e−x2Hm(x)Hn(x)dx = 0, m 6= n.

íFs�� ® ¿�¾�²"¹
Hn = (−1)nex2 dn

dxn
(e−x2

).

 Ávx}Àvsvu�¿å� wN¯ ® �åÇ ® Ï�¹
H0(x) = 1, H1(x) = 2x,

Hk+1(x) = 2xHk(x) − 2kHk−1(x), k = 1, 2, . . . .



ñ|ö
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⇒

H0(x) = 1, H1(x) = 2x,

H2(x) = 4x2 − 2, H3(x) = 8x3 − 12x,

�N� �}� �N�
• ��ò
<Iù�P � ùIîN÷ Jacobi {P

(α,β)
k }Q � � ® z�Ï�¿�xP¹

(−1, 1)Õ Â}Áv�}s~z�Ï ® ÏSR��}svu�Â}²"¹
w(x) = (1 − x)α(1 + x)β ç α, β > −1

⇒ ´ �Có~������×§Ø��|��� P
(α,β)
k

�©� Ø�����¨�� ¥��
∫ 1

−1

(1 − x)α(1 + x)βP (α,β)
m (x)P (α,β)

n (x)dx = 0, m 6= n.

íFs�� ® ¿�¾�²"¹
Pα,β

n (x) =
(−1)n

2nn!
(1 − x)−α(1 + x)−β dn

dxn
{(1 − x)n+α(1 + x)n+β}.

 Ávx}Àvsvu�¿å� wN¯ ® �åÇ ® Ï�¹
2(k + 1)(k + α + β + 1)(2k + α + β)P

(α,β)
k+1 (x) =

(2k + α + β + 1)[(α2 + β2) + (2k + α + β + 2)(2k + α + β)x]P
(α,β)
k (x)

− 2(k + α)(k + β)(2k + α + β + 2)P
(α,β)
k−1 (x), k ≥ 1.

���
P

(α,β)
0 (x) = 1, P

(α,β)
1 (x) = (1 +

α + β

2
)x +

α − β

2
.

Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ ´ �´ó~�£����×§Ø��|��� Legendre
�©� Ø����åÖU�©� Ô£� �v�Wó~�"�£� ó�¨Ê×§�{Ö

α = β = 0
¨"¥§Øó~������¥§Ø'0|�|¥§Ø

Jacobi
�*�CÖ����|Ô��

Pk = P
(0,0)
k

��e§óv� �{Ö|Ú ç �}� � α = β = −1/2
¨©�ó~������×§Ø��|���

Jacobi
�©� Ø����vó~���|����ó|��é��}� �L¨¦¥§ØLó~�£����¥§Ø'0|�|¥§Ø

Chebyshev
�

O %�è T ]C;>=C;>29^ , \PGETF\LdF8>VXS´DF^
Gauss

• Gauss-Legendre

∫ 1

−1

y(x)dx =

n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),

Ù�ó~�~� /
• ´ �*�{Ö|���©� �*�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Ú xi ç i = 0, 1, . . . , n ç �©� Ø����N�v�y�£� 4��"ÚJ¨©�~�Fó~�£����¥§Ø'0|���~�

Legendre Pn+1
�~�£¤N���"0

n + 1
�
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• Ñt��¨�ÖJ�~�~�£¤N�©� �J¨"¥§ØL� Ô£� ��¨���¨"¥§Ø>¨"¥§Ø:ó~������¥§Ø'0|�|¥§Ø Legendre ç �|ó~�~���©��Ø��CÔ��©� Õv¨��©�Ù�¨£��¨©�L�~é|��ÖE�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�©� Ø����
Ai =

∫ 1

−1

Pn+1(x)

(x − xi)P
(1)
n+1(xi)

dx =
2

(1 − x2
i )[P

(1)
n+1(xi)]2

.

• �ÞØ y ∈ C2n+2[−1, 1]
�v���

cn
�©� Ø����å�ä���¦�}� ��¨©�|�~é£¤N�~� �vÚP�{�|ØÊ¨��¦���"��¨��|ÚE¨"�~�

Pn ç¨�Ù�¨��Þ¨©�*�12}é������E�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�©� Ø����
En(y) =

1

c2
n+1

· y(2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

∫ 1

−1

[Pn+1(x)]2dx

=
22n+3[(n + 1)!]4

[(2n + 2)!]3
· y(2n+2)(ξ)

2n + 3
, ξ ∈ [−1, 1],

Ô£� Ù�¨£�{�|ó~�~���©�{Ø��PÔ��©� Õv¨��©�{Ù|¨£�
cn =

(2n)!

2n(n!)2
�v��� ∫ 1

−1

[Pn(x)]2dx =
2

2n + 1
.

Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ �å� �C¨"�|ØL��ó~�������{� �{��ÙP�������~��Ö|�Ê¥§��é�¨¦¥§Ø:¨�Ö|Ú>���~�'2}�|Ú
I :=

∫ b

a

f(t)dt,

Ù�ó~�~�
[a, b] 6= [−1, 1] ç �g2}�|����Ù"4��~�|���Þ¨©�F���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{��Ù

t =
b − a

2
x +

b + a

2
,

Ó¦¨��}�{×§��¨��
I =

b − a

2

∫ 1

−1

f(
b − a

2
x +

b + a

2
)dx

=
b − a

2

∫ 1

−1

y(x)dx,

Ù�ó~�~�
y(x) = f(

b − a

2
x +

b + a

2
).

• Gauss-Chebyshev
∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2y(x)dx =
n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),

Ù�ó~�~� /
• ´ �*�{Ö|���©� �*�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Ú xi ç i = 0, 1, . . . , n ç �©� Ø����N�v�y�£� 4��"ÚJ¨©�~�Fó~�£����¥§Ø'0|���~�

Chebyshev Tn+1
�~�£¤N���"0

n + 1 ç Ô�Ö����|Ô��
xi = cos(

2i + 1

2n + 2
)π, i = 0, 1, . . . , n.

7 ¢9�{�±� �Þ���vÖ|�{ÖPêv� �Êì>9
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• Ñt�Î¨�Ö��~�~�£¤N�©� �5¨"¥§Ø�� Ô£� ��¨���¨"¥§Ø9¨"¥§Ø5ó�������¥§Ø'0|�|¥§Ø Chebyshev ç �|ó~�~���©�£Ø��ÞÔ��©� Õv¨��©�Ù�¨£��¨©�L�~é|��ÖE�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�©� Ø����

Ai =

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2 Tn+1(x)

(x − xi)T
(1)
n+1(xi)

dx =
π

n + 1
.

�9�|Ø��¦ó�×§Ú>�Pó~���~�{�¦���}� ��¨£� �vÙ~Úã¨'0�ó~�~Úã�©� Ø����
∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2y(x)dx ≈ π

n + 1

n∑

i=0

y(xi).

• �ÞØ y ∈ C2n+2[−1, 1]
�v���

cn
�©� Ø����å�ï���¦�}� ��¨"�|�~é£¤N�~� �~ÚF�{�|ØÊ¨��¦���"��¨��|ÚE¨©�~�

Tn ç¨�Ù�¨��Þ¨©�*�12}é������E�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�©� Ø����

En(y) =
1

c2
n+1

· y(2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2[Tn+1(x)]2dx

=
π

22n+1(2n + 2)!
y(2n+2), ξ ∈ [−1, 1].

7 ¢9�{�±� �Þ���vÖ|�{ÖPêv� ���59

• Gauss-Laguerre

∫ ∞

0

e−xy(x)dx =
n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),

Ù�ó~�~� /
• ´ �*�{Ö|���©� �*�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Ú xi ç i = 0, 1, . . . , n ç �©� Ø����N�v�y�£� 4��"ÚJ¨©�~�Fó~�£����¥§Ø'0|���~�

Laguerre Ln+1
�~�£¤N���"0

n + 1
�

• Ñt��¨�Ö>�~�~�£¤N�©� �>¨"¥§Ø:� Ô£� ��¨���¨"¥§ØÞ¨"¥§Øãó~������¥§Ø'0|�|¥§Ø Laguerre ç �|ó~�~���©�~Ø��LÔ��©� Õv¨��©�Ù�¨£��¨©�L�~é|��ÖE�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�©� Ø����
Ai =

∫ ∞

0

e−x Ln+1(x)

(x − xi)L(1)
n+1(xi)

dx =
[(n + 1)!]2xi

(n + 2)2[Ln+2(xi)]2
.

• �ÞØ y ∈ C2n+2[0,∞)
�v���

cn
�©� Ø����±�ï���¦�}� ��¨"�|�~é£¤N�~� �~ÚF�{�|ØÊ¨��¦���"��¨��|ÚP¨©�~� Ln ç¨�Ù�¨��Þ¨©�*�12}é������E�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�©� Ø����

En(y) =
1

c2
n+1

· y(2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

∫ ∞

0

e−x[Ln+1(x)]2dx

=
[(n + 1)!]2

(2n + 2)!
y(2n+2)(ξ), ξ ∈ [0,∞),

Ô£� Ù�¨£�{�|ó~�~���©�{Ø��PÔ��©� Õv¨��©�{Ù|¨£�
cn = (−1)n/n

�v��� ∫ ∞

0

e−x[Ln(x)]2dx = 1.
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è~�

• Gauss-Hermite
∫ ∞

−∞
e−x2

y(x)dx =
n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),

Ù�ó~�~� /
• ´ �*�{Ö|���©� �*�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Ú xi ç i = 0, 1, . . . , n ç �©� Ø����N�v�y�£� 4��"ÚJ¨©�~�Fó~�£����¥§Ø'0|���~�

Hermite Hn+1
�~�£¤N���"0

n + 1
�

• Ñt�Þ¨�ÖL�~�~�£¤N�©� �J¨"¥§ØC� Ô£� ��¨���¨"¥§Ø:¨¦¥§ØJó~������¥§Ø'0|�|¥§Ø Hermite ç �|ó~�~���©�{Ø��EÔ��©� Õv¨��©�Ù�¨£��¨©�L�~é|��ÖE�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�©� Ø����
Ai =

∫ ∞

−∞
e−x2 Hn+1(x)

(x − xi)H(1)
n+1(xi)

dx =
2n(n + 1)!

√
π

(n + 1)2)[Hn(xi)]2
.

• �ÞØ y ∈ C2n+2(−∞,∞)
�v���

cn
�©� Ø������C�|�¦�}� ��¨©�|�~é£¤N�~� �~Ú5�{�|ØÊ¨��¦���"��¨��|Ú5¨"�~� Hn ç¨�Ù�¨��Þ¨©�*�12}é������E�£�����~���|�Ê¥§�{Ö|Úã�©� Ø����

En(y) =
1

c2
n+1

· y(2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

∫ ∞

−∞
e−x2

[Hn+1(x)]2dx

=
(n + 1)!

√
π

2n+1(2n + 2)!
y(2n+2)(ξ), ξ ∈ (−∞,∞),

Ô£� Ù�¨£�{�|ó~�~���©�{Ø��PÔ��©� Õv¨��©�{Ù|¨£�
cn = 2n �v��� ∫ ∞

−∞
e−x2

[Hn(x)]2dx = 2nn!
√

π.

]�SUTPdFSä294ú^
· ¶ p � eË��¨"¥

li ∈ IPn, i = 0, 1, . . . , n ç �v���{�|ØÊ¨��¦���"��¨�Ó"Úåó~�|���"���~������Ú Lagrange
�¦�CÖ����|Ô��

li(x) =
n∏

j=0,j 6=i

[(x − xj)/(xi − xj)], i = 0, 1, . . . , n.

�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�{�v�
li
�|ó~�~���"0|ØJØ��P�¦��2}���|��¨©�"0|ØJ��¨�ÖE���~�'2}�

li(x) =
πn+1(x)

(x − xi)π
(1)
n+1(xi)

,

Ù�ó~�~�
πn+1(x) :=

∏n
j=0(x − xj)

�r�C�©� fÊ¨£�ã�¦óv� �{Ö|Ú>Ù�¨£�
n∑

i=0

li(x) = 1.

· ¶ » � eË��¨"¥
xi, i = 0, 1, . . . , n ç ¨©� n + 1

� �{��ó~Ó"Õ��|ØÊ¨©�C�{Ö|���©� �
xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n,



è�� G RABDC�R�ø û º
�v���

pn
¨"�Wó~�£����×§Ø��|���Fó~�|���"���~������Ú:�~� �|ÚJ�{�|Ø�é|�Ê¨�Ö|�{Ö|Ú

y ∈ Cn+1[x0, xn]
��¨©�F�{Ö|���©� �

xi
�L�ÞØ || · || := maxx∈[x0,xn] | · | ç ��ó~�~Ô��©� fÊ¨��:¨©�*ó~� �W��é�¨¦¥�Ô'0|�U��ó~��¨��¦��Ó"�{���£¨©� ç ó~�~��|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��"0|Ø:��¨£� Ú>Ô'0|�Fó~�"�£� ó�¨Ê×§�{�©� Ú

n = 1
�v���

n = 2 /
||y − p1|| ≤

h2

8
||y(2)||,

�v���
||y − p3|| ≤

h4

24
||y(4)||.

· ¶ � � eË��¨"¥
pn
¨"�ãó~������×§Ø��|���Þó~�|���"���~������Ú§�~� �|Ú§�}�|Ø�é|�Ê¨�Ö|�{Ö|Ú

y
��¨©�

n+1
Ô£� ���v�¦�v�£� ��Ó"Ø���{Ö|���©� �

xi, i = 0, 1, . . . , n
�I�C�©� fÊ¨��ãÙ�¨£���}� �C�vé£¤��

x 6= xi ç
y(x) − pn(x) = y[x0, x1, . . . , xn, x]

n∏

i=0

(x − xi).

7�· Ä�¾�À ° � ¸�Ï�¹ µã�¦¥§���|��¨���¨�Ö|ØL�|Ø���ó~�|��é|��¨"�|�{Ö
Newton

¨"�~�Có~������¥§Ø'0|���~�Jó~�|���"���~�����|Ú¨�Ö|Ú
y
��¨©�

n + 2
�{Ö|���©� �

x0, x1, . . . , xn
�v���

x
� 9

· ¶ Å � eË��¨"¥
a = x0 < x1 < · · · < xn = b ç n + 1

Ô£� ���v�¦�v�£� ��Ó"Ø��ª�{Ö|���©� ���ß�ÞØ
y ∈ Cn[a, b] ç Ô��©� fÊ¨��>Ù�¨£�

y[x0, x1, . . . , xn] =
1

n!
y(n)(ξ),

�}� �´�vé�ó~�v� �
ξ ∈ [a, b]

�°7�Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ ´ �Uóv� �Uó~é|ØÊ¥ ��ó~��¨�Ó¦���"�{���W�{�E�{�|Ø�Ô��|�|�{��Ùt����|��¨�ÙP¨�Ö|ÚÞ� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú:êv� �E�~Ô�Ö��{�©����¨©�*�12}é������Có~�|���"���~�£���|Ú�¨©�~�3µã�¦¥§���|����¨©�~Ú>êv� �v� 9
· ¶ · � eË��¨"¥

H3 ∈ IP3
¨"� �v�£�v� �vÙ ó~������×§Ø��|���

Hermite
ó~�~� ó���Ö|���v�§¨£� Út�{�|Ø©¤N���v�"Ú

ó~�|���"���~�����|Ú
H3(xi) = y(xi)

�v���
H

(1)
3 (xi) = y(1)(xi) ç i = 0, 1 ç ��¨©�FÔ'0|�W�{Ö|���©� � x0�v���

x1 = x0 + h
�r�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�

H3(x) =
1

h3
(x1 − x)2[2(x − x0) + h]y0

+
1

h3
(x − x0)

2[2(x1 − x) + h]y1

+
1

h2
(x1 − x)2(x − x0)y

(1)
0 +

1

h2
(x − x0)

2(x − x1)y
(1)
1 ,

Ù�ó~�~�
yi := y(xi)

�v���
y
(1)
i := y(1)(xi)

�I�C�©� fÊ¨��ã�¦óv� �{Ö|ÚãÙ�¨£�}�|Ø
y ∈ C4[x0, x1] ç ¨�Ù�¨��

||y − H3|| ≤
h4

384
||y(4)||,

Ù�ó~�~� || · || := maxx∈[x0,x1] | · |
�

· ¶ ð Ñt�ã¨"�~�|Ú>�{�|���~���~� �{���"0|Ú�¨�Ö|ÚÞ� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú:êv� ê ç Ô��©� fÊ¨��ãÙ�¨£� /
• �ÞØ y(x) = 1/x ç x0 = 1

�v���
x1 = 2 ç ¨�Ù�¨��
||y − H3|| ≤ 1/16.
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è£�

• �ÞØ y(x) = sin x ç x0 = 0
�v���

x1 = 0.1 ç ¨�Ù�¨��
||y − H3|| ≤ 2.6 × 10−8.

· ¶ º � eË��¨"¥
x1 = x0 + h ç y ∈ C4[x0, x1]

�v���
H3
¨©�Pó�����×§Ø��|���Có~�|���"���~������Ú

Hermite¨�Ö|Úã� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú:êv� êv���Þó~�������}� ��¨���¨©�F�������~���|�Ê¥§���
∫ x1

x0

H3(x)dx,

�v���{��¨�ÖP�{�|Ø�Ó"Õ��©� �CÔ��©� fÊ¨��ãÙ|¨£�
∫ x1

x0

y(x)dx − [
h

2
(y0 + y1) +

h2

12
(y

(1)
0 − y

(1)
1 )] =

h5

720
y(4)(ξ),

�}� �C�vé�ó~�v� �
ξ ∈ [x0, x1]

�
· ¶ á � eË��¨"¥

Ai ç i = 0, 1, . . . , n ç ¨©�>�~é|��Ö>�v��� En
¨©�C�12}é������J�������~���|�Ê¥§�{Ö|Ú9¨©�~�:¨'0�ó~�~�

Newton-Cotes
∫ b

a

y(x)dx =
n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),
7ýêv� ö>9

ó~�~�EÓ"Õ��©��¥§Ú>�vÙ~���~�~�|ÚÞ¨©�E�{Ö|���©� �
xi = a + ih, i = 0, 1, . . . , n, h = (b − a)/h.

�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�
Ai = An−i, i = 0, 1, . . . , n.�Ë¨�ÖP�{�|Ø�Ó"Õ��©� �EÔ��©� fÊ¨��>Ù|¨£�}�|ØL�

n
�©� Ø����}é|�Ê¨£� �~Ú ç ¨�Ù�¨��>�F¨'0�ó~�~Ú�7ýêv� ö>95Ó"Õ��©�v�~�£¤N��Ù*���v�£� ¡�~�©� �|Ú

n + 1
�

· ¶ Ð 7 qtu�ÌNÂ}î>ÁvÂ}¿�x
Legendre

95�Þ��Õ{� 4��|ØÊ¨©�|Ú:��ó~ÙE¨©�|ØL�~�£� �{��Ù
Pn(x) =

1

2nn!

dn

dxn
{(x2 − 1)n},

Ô��©� fÊ¨��>Ù�¨£�
∫ 1

−1

Pn(x)g(x)dx =
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

(x2 − 1)ng(n)(x)dx, ∀g ∈ Cn[−1, 1].

�Ë¨�ÖC�{�|Ø�Ó"Õ��©� �LÔ��©� fÊ¨��ÞÙ�¨£�v¨©�Jó~������×§Ø��|���
Pn
�©� Ø����v�v�©¤N�£��×§Ø£� �C��¨©�PÔ£� é|��¨�Ö|���

(−1, 1) ç¥§Ú>ó~���~Ú>¨�ÖE�{�|Ø�é|�Ê¨�Ö|�{ÖJ�~é|���~�|Ú
w(x) = 1 ç Ô�Ö��{�

∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx = 0, m 6= n.

· ¶ p�» 7 qtu�ÌNÂ}î>ÁvÂ}¿�x
Chebyshev

9��Þ��Õ{� 4��|ØÊ¨"�|Ú:��ó~ÙP¨"�|ØL�~�£� �{��Ù
Tn(x) = cos(n arccos x),
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Ô��©� fÊ¨��ã¨"�Eóv� �P�vé�¨"¥ /
(i) ´ �5ó~������×§Ø��|��� Tn

�©� Ø����Ê�~�©¤N����×§Ø£� ����¨©�ãÔ£� é|��¨�Ö|���
(−1, 1) ç ¥§ÚÎó~���~Ú±¨�Ö��{�|Ø�é|�Ê¨�Ö|�{Ö�~é|���~�|Ú

(1 − x2)−1/2 ç Ô�Ö��{�
∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2Tm(x)Tn(x)dx = 0, m 6= n.

(ii)
�å� �

n ≥ 1 ç ¨©�Pó~������×§Ø��|��� Tn
Ó"Õ��©�{���v�£� ��×§Ú

n
Ô£� ���v�¦�v�£� ��Ó"Ø��"Úã�£� 4��"Ú>��¨©�E�{Ö|���©� �

xk = cos{ (2k + 1)π

2n
}, k = 0, 1, . . . , n − 1.

(iii)

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), n = 1, 2, . . . .

· ¶ p}p � eË��¨¦¥ {ϕk}
�~� �ä���v�£���~�£¤�� �t�~�©¤N����¥§Ø£� ¥§ØUó~������¥§Ø'0|�|¥§Ø ç ¥§ÚWó~���~Ú*¨�Öä�{�|Ø�é|�©¡¨�Ö|�{Ö´�~é|���~�|Ú

w
��¨©�äÔ£� é|��¨�Ö|���

[a, b] ç �v���±Ó"��¨¦¥ xi ∈ [a, b] ç i = 0, 1, . . . , n ç n + 1Ô£� ���v�¦�v�£� ��Ó"Ø��C�{Ö|���©� ���r�C�©� fÊ¨��>Ù�¨£�{�|ØJÓ"Ø��|Úãó~���~�{�¦���}� ��¨£� �vÙ~Úã¨'0�ó~�~ÚÞ¨�Ö|Ú>���~�'2}�|Ú
∫ b

a

w(x)y(x)dx ≈
n∑

i=0

Aiy(xi)

�©� Ø����~���v�£� �~�|Ú ∀y ∈ IP2n+1 ç ¨�Ù�¨��5¨©�L�{Ö|���©� � xi
�©� Ø����~�v�~�£� 4��"Ú�¨©�~�:ó~������¥§Ø'0|���~�

ϕn+1
�

· ¶ p�» Ñt�Þ¨©�~�|Ú>�{�|���~���~� �{���"0|ÚÞ¨�Ö|ÚÞ� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú:êv� �Êì ç Ô��©� fÊ¨��Þ¨©�Cóv� �P�vé�¨"¥ /
(i)
æX�{�|ØÊ¨��¦���"��¨��|Ú

cn
¨©�~�E���¦�}� ��¨©�|�~�£¤N�~� �~�CÙ~���~�C¨©�~�

Tn
�©� Ø����

cn = 2n−1 �
(ii)

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2{Tn(x)}2dx =
π

2
.

�Ë¨�ÖÞ�{�|Ø�Ó"Õ��©� �ÞÔ��©� fÊ¨��§Ù�¨£�£�|Ø
y ∈ C2n+2[−1, 1] ç ¨�Ù�¨��Î¨©�:�12}é��������������~���|�Ê¥§�{Ö|Ú En(y)¨©�~�Có~���~�{�¦���}� ��¨£� �v�"0L¨'0�ó~�~�
Gauus-Chebyshev ç

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2y(x)dx ≈
n∑

i=0

Aiy(xi),

�©� Ø����
En(y) =

π

22n+1(2n + 2)!
y(2n+2)(ξ), ξ ∈ [−1, 1].

· ¶ pv� � eË��¨¦¥ {ϕk}
�~� �>���v�����~��¤�� �ã�~�©¤N�£��¥§Ø£� ¥§ØÞó~�£����¥§Ø'0|�|¥§Ø ç ¥§Ú5ó~���~Ú9¨�Ö>�{�|Ø�é|�Ê¨�Ö|�}Ö�~é|���~�|Ú

w
��¨©�FÔ£� é|��¨�Ö|���

[a, b] ç �v���
∫ b

a

w(x)y(x)dx ≈
n∑

i=0

Aiy(xi)
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è�ê

�*�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��~Úãó~���~�{�¦���}� �{¨£� �vÙ~ÚÞ¨'0�ó~�~Ú
Gauus

�I�C�©� fÊ¨��ã¨"�Eóv� �P�vé�¨"¥ /
(i)

n∑

i=0

Ai =

∫ b

a

w(x)dx.

(ii)

Ai =

∫ b

a

w(x){li(x)}2dx > 0,

Ù�ó~�~�
li(x) =

∏n
j=1,j 6=i{(x − xj)/(xi − xj)}

�
(iii)

n∑

i=0

Aiϕk(xi)ϕl(xi) = 0, k, l ≤ n, k 6= l.

· ¶ p~Å �C�©� fÊ¨��Þ¨©�Cóv� �P�vé�¨¦¥ /
(i)
Ñt�

n = 1
�v���

n = 2
�P¨'0�ó~�~Ú

Gauss-Legendre
Ô£� Ø��©�}�|ØÊ¨£� ��¨©�v� Õ��

∫ 1

−1

y(x)dx ≈ y(− 1√
3
) + y(

1√
3
),

�v���
∫ 1

−1

y(x)dx ≈ 1

9
{5y(−

√
15

5
) + 8y(0) + 5y(

√
15

5
)}.

(ii)
Ñt�

n = 1
�v���

n = 2 ç �P¨'0�ó~�~Ú Gauss-Chebyshev
Ô£� Ø��©�{�|ØÊ¨£� �{¨"�v� Õ��

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2y(x) ≈ π

2
{y(− 1√

2
) + y(

1√
2
)},

�v���
∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2y(x) ≈ π

3
{y(−

√
3

2
) + y(0) + y(

√
3

2
)}.

(iii)
Ñt�

n = 0
�v���

n = 1
�P¨'0�ó~�~Ú

Gauss-Hermite
Ô£� Ø��©�{�|ØÊ¨£� ��¨"�v� Õ��

∫ ∞

−∞
e−x2

y(x)dx ≈ √
πy(0),

�v���
∫ ∞

−∞
e−x2

y(x)dx ≈
√

π

2
{y(− 1√

2
) + y(

1√
2
)}.

· ¶ p�· eI2}�|����Ù"4��|ØÊ¨©�|ÚÎ¨©�|ØË¨'0�ó~�
Gauss-Chebyshev

���±�v��¨�é���Ö£���
n ç �~���©� ¨��å¨£� Ú§���v�£� �~�©� Ú¨£� ��Ó"Ú>¨¦¥§ØC�£�����~��Ö|�Ê¥§��é�¨"¥§Ø

I1 :=

∫ 1

0

t2

t1/2(1 − t)1/2
dt
�v���

I2 :=

∫ 1

0

t5

t1/2(1 − t)1/2
dt.
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· ¶ p ð eI2}�|����Ù"4���ØÊ¨"�|ÚC¨"�|ØP¨'0�ó~� Gauss-Hermite

���J�v��¨�é���Ö��|�
n ç �~���©� ¨��:¨�Ö|ØP���v�£� �~�¨£� ���C¨©�~�E�������~��Ö|�Ê×§����¨"�~Ú

I :=

∫ ∞

0

e−x2

dx.

· ¶ p�º �Þó~�����£�}� ��¨���¨�Ö|Ø:¨£� ���C¨©�~�E�������~��Ö|�Ê×Î����¨©�~Ú
I :=

∫ 1

0

e−t2dt,

Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|ÚF¨"�~�|ÚF¨'0�ó~�~�|Ú
(i) Simpson ç �v��� (ii) Gauss-Legendre

���
n = 2

�7�Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ �9�>êEÔ�� ��� ç ÖE���v�£� �~�|ÚÞ¨£� ���C¨©�~� I
�©� Ø����

I = 0.74682
� 9

· ¶ pvá �Þó~�����£�}� ��¨���¨£� Ú>¨£� ��Ó"Úã¨"¥§ØL�������~��Ö|�Ê¥Î��é�¨"¥§Ø
I1 :=

∫ 3

1

sin2 t

t
dt
�v���

I2 :=

∫ 1

0

sin t

{t(1 − t)}1/2
dt,

Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|ÚL�v��¨�é���Ö��|�~��ÚJ¨'0�ó~�~�|Ú
Gauss

���
n = 2

�{7�Õ Ï�¿ °5Ö Ã ® Ï�¹ �9�CêWÔ�� ��� ç�v�}���v�£� �~�©� ÚÞ¨£� ��Ó"Ú>�©� Ø����
I1 = 0.79483

�v���
I2 = 1.41349

� 9
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è|è

½*¾ S 254ú^¿]�SUTPdFS 29VX;
· ¶ p

ln πn+1(x) =

n∑

j=0

ln(x − xj),

⇒ π
(1)
n+1(x)

πn+1(x)
=

n∑

j=0

1

x − xj
,

⇒ π
(1)
n+1(x) = πn+1(x)

n∑

j=0

1

x − xj
,

⇒ π
(1)
n+1(xi) = (xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn).�9�|Ø��¦ó�×§Ú

li(x) =

n∏

j=0,j 6=i

[(x − xj)/(xi − xj)] =
πn+1(x)

π
(1)
n+1(xi)(x − xi)

.

Á ó~�£����¥§Ø��|�~� �v�ãó~�|���"���~�£���Þ�~�£¤N���"0
n
�©� Ø����|�����£� �~�|Ú9�}� �>ó~�£����×§Ø��|���ã�~�£¤N���"0 ≤ n ⇒

xk =

n∑

i=1

li(x)xk
i , k ≤ n.

À Ô£� ��� ¨��"��� ç ��� k = 0 ç
1 =

n∑

i=1

li(x).

· ¶ » � eË��¨"¥
πn+1(x) =

∏n
i=0(x − xi)

� ´ Ù�¨��ã¨"�*�12}é������Có~�|���"���~������Úã�©� Ø����
y(x) − pn(x) =

y(n+1)(ξ)

(n + 1)!
πn+1(x),

�}� �C�vé�ó~�v� �
ξ = ξ(x) ∈ [x0, xn]

� ⇒
||y − pn|| ≤

1

(n + 1)!
||πn+1|| · ||y(n+1)||.

´ ��4�Ö�¨"�"0|���"Ø��E��ó��|¨��¦��Ó"�{���£¨©�Jó~������0�ó�¨©�~�|Ø:�¦ó~�©� Ô��
||π2|| =

h2

4

�v��� ||π4|| = h4.

· Ä�u�À °5Ö ¸ ° � ²"¹
• æX���¦¨©�|�{Õ�Ö|����¨£� �{��Ù~Ú x → hx + x0

�~Ô�Ö��{�©���{¨�ÖE�{Õ�Ó"�{Ö
πn+1 = hn+1π̂n+1,

Ù�ó~�~�
π̂n+1(x) = x(x − 1) · · · (x − n).�9�|Ø��¦ó�×§Ú ||πn+1|| = hn+1 maxx∈[0,n] |π̂n+1|

� ⇒ �å� �ä¨�Ö|Øt��ó�����ó~�v� Ö|�{Öt¨¦¥§Øó~��é5f��¦¥§Ø ç ó~���~�{Ô£� �~�£� ��¨��F¨"� ||πn+1||
��ó~�ï¨�Ö|Ø´óv� �ïó~é|ØÊ¥È�{Õ�Ó"�{Ö ç �52}�"0 ó~�Ê×Î¨"��~���©� ¨���¨©�

maxx∈[0,n] |π̂n+1|
�
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• �å� �*¨"�tÔ��g0�¨��"���U��Ó"���~ÚL¨�Ö|ÚJ� �Þ���vÖ|�{Ö|Ú /6U Ù£��¥ �{�|�����¦¨��£� �|ÚL¨"�t�{Ö|���©� � x = 3/2�©� Ø����{�{Ö|���©� �P�v�|�|ó~�|ÚÞ¨"�~�

π̂4
�

· ¶ � � eË��¨"¥
pn+1 ∈ IPn+1

¨©�´ó~������×§Ø��|���Wó~�|���"���~�����|ÚJ¨�Ö|Ú
y
��¨"�

n + 2
�{Ö|���©� �

xi ç
i = 0, 1, . . . , n ç �v��� x 6= xi

�I�CÖ����|Ô��L¨"�
pn+1

ó���Ö|���v�v¨£� Ú:�{�|Ø©¤N���v�"Ú
pn+1(xi) = y(xi), i = 0, 1, . . . , n,

�v���
pn+1(x) = y(x).

⇒ ÁX�|Ø���ó~�|��é|��¨©�|�{Ö
Newton

¨©�~�
pn+1

�©� Ø����

pn+1(t) = pn(x) + y[x0, x1, . . . , xn, x]

n∏

i=0

(t − xi)

⇒ y(x) − pn(x) = y[x0, x1, . . . , xn, x]
n∏

i=0

(x − xi).

· ¶ Å � eË��¨"¥
pn
¨©�ïó~������×§Ø��|���äó~�|���"���~������ÚF¨�Ö|Ú

y
��¨©�ä�}Ö|�|�©� �

xi ç i = 0, 1, . . . , n ç�v����Ó"��¨"¥
en := y − pn

� ´ Ù�¨�� en ∈ Cn[a, b]
�v���

en(xi) = 0 ç i = 0, 1, . . . , n
� ⇒eI2}�|����Ù"4���ØÊ¨"�|Ú>¨©�{µã�¦×§��Ö|���

Rolle n
2}�v��Ó"Ú /

e(n)
n (ξ) = 0,

�}� �C�vé�ó~�v� �
ξ ∈ [a, b], ⇒ y(n)(ξ) = p(n)

n (ξ).

� æã�|¥§Ú
pn(x) = y(x0) + y[x0, x1](x − x0) + y[x0, x1, x2](x − x0)(x − x1)

+ · · · + y[x0, x1, . . . , xn](x − x0) · · · (x − xn−1).

�9�|Ø��¦ó�×§Ú
p(n)

n (x) = n! × y[x0, x1, . . . , xn] ⇒ y[x0, x1, · · · , xn] =
1

n!
y(n)(ξ).

· ¶ · Á ¤N�"���¦�~� ×§Ô�ÖE�|Ø���ó~�|��é|��¨"�|�{ÖL¨"�v�
H3
�©� Ø���� 7 ���{�N7ýêv� ñ>9c¡t7ýêv� èA9

) /
H3(x) = a(x)y0 + b(x)y1 + c(x)y

(1)
0 + d(x)y

(1)
1 ,

Ù�ó~�~�
a(x) =

1

h2
(x1 − x)2[2(x − x0) + h]

b(x) =
1

h2
(x − x0)

2[2(x1 − x) + h]

c(x) =
1

h2
(x1 − x)2(x − x0)

d(x) =
1

h
(x − x0)

2(x − x1).

ç
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è£Ü

e§óv� �{Ö|Ú ç �|Ø y ∈ C4[x0, x1] ç ¨�Ù|¨��@7 ��ó~Ùä¨"�¶µã�¦×§��Ö|��� êv� «"9:¨"�ï�12}é������tó~�|���"���~�£���|Ú�©� Ø����
y(x) − H3(x) =

y(4)(ξ)

4!
{π2(x)}2,

Ù�ó~�~�
π2(x) = (x − x0)(x − x1),�}� �C�vé�ó~�v� �

ξ = ξ(x) ∈ [x0, x1]
� ⇒

||y − H3|| ≤
1

24
||y(4)|| · ||π2

2 ||,

⇒ ||y − H3|| ≤
h4

384
||y(4)||,

�¦ó~�©� Ô�� ||π2|| = h2/4
�v���{�{�|Ø��¦ó�×§Ú ||π2

2 || = h4/16
�

· ¶ ð ��ó~Ù�¨�Ö|Ø � �Þ���vÖ|�{Ö êv� ê Ó"Õ��~�|���äÙ�¨£�>�|Ø y ∈ C4[x0, x1] ç ¨�Ù|¨�� ||y − H3|| ≤
h4||y(4)||/384 �

• x0 = 1
�v���

x1 = 2 ⇒ h = 1
�L� e§óv� �{Ö|Ú

y(x) = 1/x ⇒ y(4)(x) = 24/x4 ⇒
||y(4)|| ≤ 24 ⇒ ||y − H3|| ≤ 1/16

�
• x0 = 0

�v���
x1 = 0.1 ⇒ h = 0.1

��e§óv� �{Ö|Ú
y(x) = sinx ⇒ y(4)(x) = sin x ⇒

||y(4)|| = sin 0.1 ⇒ ||y − H3|| ≤ (0.1)4 sin 0.1/384 ≤ 2.6 × 10−8 �
· ¶ ºV� ��Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|Úã¨�ÖL¤N�"���¦�~� ×§Ô�ÖE�|�v�'2}�¢7 � �Þ���N�Ëêv� ê59Ë¨©�~�

H3 ç
∫ x1

x0

H3(x)dx =

∫ x1

x0

[a(x)y0 + b(x)y1 + c(x)y
(1)
0 + d(x)y

(1)
1 ]dx

=
h

2
(y0 + y1) +

h2

12
(y

(1)
0 − y

(1)
1 ).

� eË��¨"¥
E(y) =

∫ x1

x0

y(x)dx − [
h

2
(y0 + y1) +

h2

12
(y

(1)
0 − y

(1)
1 )].

´ Ù|¨��87 ���{�å� �Þ���N�Ëêv� ê59
E(y) =

∫ x1

x0

[y(x) − H3(x)]dx

=
1

4!

∫ x1

x0

(x − x0)
2(x − x1)

2y(4)(η)dx,

Ù�ó~�~�
η = η(x) ∈ [x0, x1]

�±� �Þ���C¨©�E¤N�¦×§��Ö|���P�"Ø�Ô£� é|���"�{Ö|ÚÞ¨£� ���|Ú ⇒
E(y) =

1

4!
y(4)(ξ)

∫ x1

x0

(x − x0)
2(x − x1)

2dx =
1

720
h5y(4)(ξ),

�}� �C�vé�ó~�v� �
ξ ∈ [x0, x1]

�
· ¶ á

Ai =

∫ xn

x0

li(x)dx

=

∫ xn

x0

(x − x0) · · · (x − xi−1)(x − xi+1) · · · (x − xn)

(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
dx.
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� eË��¨"¥

x = x0 + th
� ´ Ù�¨��

Ai =

∫ n

0

t(t − 1) · · · (t − i + 1)(t − i − 1) · · · (t − n)

i(i − 1) · · · (1)(−1) · · · (i − n)
hdt

=
(−1)n−i

i!(n − i)!
h

∫ n

0

t(t − 1) · · · (t − i + 1)(t − i − 1) · · · (t − n)dt

⇒

An−i =
(−1)i

(n − i)!i!
h

×
∫ n

0

t(t − 1) · · · (t − n + i + 1)(t − n + i − 1) · · · (t − n)dt,

� ç ��� s = n − t ç
An−i =

(−1)i

i!(n − i)!
h

∫ n

0

(s − n) · · · (s − i − 1)(s − i + 1) · · · s(−1)nds

= Ai.

�ÞØ
n = 2m ç ¨�Ù�¨��

n∑

i=0

Aiy(xi) =

m−1∑

i=0

Ai{y(xi) + y(x2m−i)} + Amy(xm).
7ýêv� Ü>9

��ó~Ù:¨©�|Ø�¨���Ù�ó~�:�v��¨"�|���v�"�|�|Ú§¨"¥§Ø�¨'0�ó�¥§Ø
Newton-Cotes ç �{ØÊ¥§�£� 4��~�|���9Ù|¨£� En(y) = 0 ç

∀y ∈ IPn
�J�9�|Ø��¦ó�×§Ú.7<�}� �F¨�Ö|ØE��ó~Ù~Ô��©� f�ÖP¨"�~�.4�Ö�¨©�"0|���"Ø��~�F��ó~��¨��¦��Ó"�{����¨"�~Ú:9��|�Ê�v�©�NØ��Ô��©� f��~�|���9Ù|¨£�|�|Ø

n = 2m ç ¨�Ù�¨��5� �{ÕD0|�©�|�¦óv� �{Ö|Ú5Ù�¨£� En(xn+1) = 0
�Î�å� �ã¨©�J���v��ó~ÙL�|��¨�Ù��ó~�|¤NÓ¦¨©�~�|���,7ýÕ~¥§�£� ÚC��ó�×Î���©� �E¨�Ö|ÚJ�{�"Ø£� �vÙ�¨�Ö�¨©�|Ú:9�Ù�¨£���v�}�vÙ~���~�v�N�©� Ø����N�{�|�����¦¨��£� �v�v�}¥§Úó~���~Ú>¨"�

0 ç Ô�Ö����|Ô��CÙ�¨£�{�����vÙ~���~�v���©� Ø���� −mh, . . . , 0, . . . ,mh
� ´ Ù�¨��

∫ b=xn

a=x0

xn+1dx =

∫ mh

−mh

x2m+1dx = 0

�v��� ç ��ó~ÙP¨�Ö|Ø37ýêv� Ü>9 ç
n∑

i=0

Aix
n+1
i =

m−1∑

i=0

{(−m + i)2m+1 + (m − i)2m+1} + Am × 0.

⇒ En(xn+1) = 0
�

· ¶ Ð � eË��¨"¥
r(x) = (x2 − 1)n � ´ Ù�¨�� r(k)(±1) = 0 ç k = 0, 1, . . . , n− 1 ç �v��� Pn(x) =

1
2nn!r

(n)(x) ⇒ �ÞØ
g ∈ Cn[−1, 1] ç ¨�Ù�¨��ã�������~��Ö|�Ê×§Ø��|ØÊ¨©�|ÚÞ�v��¨�éC��Ó¦��Ö ç

∫ 1

−1

Pn(x)g(x)dx =
1

2nn!

∫ 1

−1

r(n)(x)g(x)dx

=
1

2nn!
{[r(n−1)(x)g(x)]1−1 −

∫ 1

−1

r(n−1)(x)g(1)(x)dx}

=
−1

2nn!

∫ 1

−1

r(n−1)(x)g(1)(x)dx
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ö��

=
1

2nn!
{[r(n−2)(x)g(1)(x)]1−1 −

∫ 1

−1

r(n−2)(x)g(2)(x)dx}

=
(−1)2

2nn!

∫ 1

−1

r(n−2)(x)g(2)(x)dx.

⇒ ��ó����E�¦ó~����¥Î�{� /
∫ 1

−1

Pn(x)g(x)dx =
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

r(0)(x)g(n)(x)dx

=
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

(x2 − 1)ng(n)(x)dx.

� eË��¨"¥
n > m

� ´ Ù�¨��Þ¨©�Fóv� �Pó~é|ØÊ¥ ��ó��|¨�Ó¦���"�{���L��� g = Pm ⇒
∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1

(x2 − 1)nP (n)
m (x)dx = 0,

Ô£� Ù|¨£�
P

(n)
m (x) = 0 ç �52}�"0 n > m

�
· ¶ p�»

(i)

Im,n :=

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2Tm(x)Tn(x)dx

=

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2 cos(m arccosx) cos(n arccos x)dx.

�9�|Ø��¦ó�×§Ú ç ��� θ = arccos x ç
Im,n =

∫ π

0

cos mθ cos nθdθ = 0.

(ii)
� eË��¨¦¥

θ = arccos x
� ´ Ù�¨�� Tn(x) = 0

Ù�¨©�|Ø
cosnθ = 0 ⇒ Ù|¨"�|Ø

θ =
(2k + 1)

2n
π, k = 0, 1, . . . , n − 1.

⇒ æ>�{�£� 4��"Ú>¨"�~�
Tn
��¨"�*Ô£� é|��¨�Ö|���

(−1, 1)
�©� Ø����

xk = cos{ (2k + 1)

2n
π}, k = 0, 1, . . . , n − 1.

(iii) cos{(n + 1)θ} + cos{(n − 1)θ} = 2 cos θ cosnθ ⇒ �9�|Ø��¦ó�×§Ú ç ¤NÓ¦¨©�|ØÊ¨"�|Ú θ =
arccos x ç

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x), n = 1, 2, . . . , .

· ¶ p}p
∫ b

a

w(x)y(x)dx =

n∑

i=0

Aiy(xi), ∀y ∈ IP2n+1.
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� eË��¨"¥

πn+1(x) = Πn
i=0(x − xi)

� ´ Ù�¨�� ∀p ∈ IPn ç pπn+1 ∈ IP2n+1 ⇒
∫ b

a

w(x)πn+1(x)p(x)dx =

n∑

i=0

Aiπn+1(xi)p(xi) = 0, ∀p ∈ IPn.

�9�|Ø��¦ó�×§Ú°7 ���{� �9Ö|���©� ×§�{�©� Ú:9 ç πn+1 = cn+1ϕn+1 ⇒ ´ � xi ç i = 0, 1, . . . ç �©� Ø����±�v��£� 4��"Ú>¨©�~�
ϕn+1

�
· ¶ p�»

(i)
�ÞØ��|Ô����~�~� �v�Þ�{Õ�Ó"�{Ö / Tn+1(x) = 2xTn(x)−Tn−1(x) ç n ≥ 1 ç ⇒ cn+1 = 2cn

⇒ cn+1 = 2cn = 22cn−1 = · · · = 2nc1
�9�9�|Ø��¦ó�×§Ú

cn+1 = 2n ç �¦ó~�©� Ô�� c1 = 1
�

(ii)
� eË��¨¦¥

θ = arccos x
� ´ Ù�¨��

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2{Tn(x)}2dx =

∫ π

0

cos2 nθdθ

=
1

2

∫ π

0

(1 + cos 2nθ)dθ =
π

2
.

��ó~ÙF¨£� Ú>�{Ö|���©� ×§�{�©� Úã�v���v¨©�Cóv� �Pó~é|ØÊ¥ ��ó~��¨��¦��Ó"�{����¨©� ⇒
En(y) =

1

c2
n+1

· y(2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2{Tn+1(x)}2dx

=
1

22n+1
· π

(2n + 2)!
y(2n+2)(ξ), ξ ∈ [−1, 1].

· ¶ pv�
(i)
æ ó~���~�{�¦���}� ��¨£� �vÙ~Úã¨'0�ó~�~Úã�©� Ø��������v�£� �~�|Ú ∀y ∈ IP2n+1 ⇒

∫ b

a

w(x)xjdx =

n∑

i=0

Aix
j
i , j = 0, 1, . . . , 2n + 1.

⇒ Ñt�
j = 0 ç

∫ b

a

w(x)dx =
n∑

i=0

Ai.

(ii) l2i ∈ IP2n
�v���

w ≥ 0 ç l2i ≥ 0 ç �}� � x ∈ [a, b] ⇒

0 <

∫ b

a

w(x){li(x)}2dx =

n∑

j=0

Aj{li(xj)}2 = Ai.

(iii)
�ÞØ

k, l ≤ n ç ¨�Ù�¨�� ϕkϕl ∈ IPm ç Ù�ó~�~� m ≤ 2n ⇒ �ÞØ
k, l ≤ n

�v���
k 6= l ç ¨�Ù�¨��

0 =

∫ b

a

w(x)ϕk(x)ϕl(x)dx =

n∑

i=0

Aiϕk(xi)ϕl(xi) .

· ¶ p�· Ñt�
t = 1

2 (x + 1)
7 Ô�Ö��{�

x = 2t − 1
9 ç

I1 =
1

4

∫ 1

−1

(x + 1)2√
1 − x2

dx

=
1

4

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2y(x)dx,



¬ ø�1<@AA®FEåùAU"S J#G � û ��Ú'S H Ù G ��Ù[ÿ��³B"��û5B"�5� þ>�7ø�ºQS H S:B H C7ù£V�RH��º Gauss
ö|�

Ù�ó~�~�
y(x) = (x + 1)2 ∈ IP2

�
æX¨'0�ó~�~Ú

Gauss-Chebyshev
���

n = 1
�©� Ø��������v�£� �~�|Ú ∀y ∈ IP3 ⇒

I1 =
1

4

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2(x + 1)2dx

=
1

4
· π

2
{(−1/

√
2 + 1)2 + (1

√
2 + 1)2} =

3π

8
.

Ñt�U¨©�|Ø � Ô£� � ���¦¨"�|�}ÕvÖ|����¨£� �{��Ù ç Õ���Ö|�}� ����ó~�v� ×§ØÊ¨©�|Ú´¨©�|Øä¨'0�ó~� Gauss-Chebyshev
���

n = 2 ç �~�£� ���v�~�|���ÞÙ�¨£�
I2 =

63

256
π.

· ¶ p ð
I =

∫ ∞

0

e−x2

dx =
1

2

∫ ∞

−∞
e−x2

dx.

æ�¨'0�ó~�~Ú
Gauss-Hermite

���
n = 0

�©� Ø��������v�£� �~�|Ú5�}� �:ó~������×§Ø��|���ã�~�£¤N���"0
n ≤ 1

� ⇒
I =

√
π

2

�
· ¶ p�º

(i)
ÁX�g2}�|�������{�C¨"�~�C¨'0�ó~�~�

Simpson
���

n = 2
Ô£� Ø��©�

I ≈ 0.747 18.

(ii)
� eË��¨¦¥

t = 1
2 (x + 1)

� ´ Ù�¨��

I =
1

2

∫ 1

−1

e−
1

4
(x+1)2dx.

Á$�g2}�|�������{�t¨"�~�t¨'0�ó~�~�
Gauss-Legendre ç ��� n = 2 ç ��¨"�ïóv� �äó~é|ØÊ¥
�������~���|�Ê¥§���Ô£� Ø��©�

I ≈ 0.746 81.

· ¶ pvá � eË��¨"¥
t = x + 2

� ´ Ù�¨��
I1 =

∫ 1

−1

sin2(x + 2)

x + 2
dx.

⇒ � ��Ö|�}� ����ó~�v� �|��¨���¨©�|ØJ¨'0�ó~�
Gauss-Legendre

�
� eË��¨"¥

t = 1
2 (x + 1)

� ´ Ù�¨��

I2 =

∫ 1

−1

(1 − x2)−1/2 sin{0.5(x + 1)}dx.

⇒ � ��Ö|�}� ����ó~�v� �|��¨���¨©�|ØJ¨'0�ó~�
Gauss-Chebyshev

�


