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• IN � À��ÁàËÖ2Ú�ÖFÛYåÁÀYÂ Ã��ià ¾ÁÉ�Â ÅQÌ��ià��
• IN0 � À��ÁàËÖ�Ú�ÖFÛYåÁÀYÂ Ã��ià ¾ÁÉ�Â ÅQÌ��ià Ì�¾���ß/Ì�ÆÞÍÎÖ�Ì�âÁ×ËÔ�à��
• �Z � À��ÁàËÖ�Ú�ÖF¾2Ã�Ô�ÉË¾�Â ÇiàE¾ÁÉ�Â ÅQÌ��eà��
• IR � À��ÁàËÖ2Ú�Ö>ÙcÉË¾2ã/ÌÁ¾2Í�Â Ã��eàE¾ÁÉ�Â ÅQÌ��ià��
• IRn � ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�ócØ ���iÉËÖcØ�Í�Çià n ! ×�Â ÄÁÀkÍÎ¾2ÍÈÇià ×�Â ¾ÁàËåÁÀ/Ì�Ä2ÍÈÇià x = (xi)

Ì�Æ
xi ∈ IR

�
• IRn,n � ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�ócØ ���iÉËÖcØ�Í�Çià n × n

Ù�Â àËÄ2ÃcÇià
A = (ai,j)

Ì�Æ
ai,j ∈ IR

�
• |C � À��ÁàËÖ2Ú�Ö>ÌcÂ ã/¾Á×�Â Ã��iàE¾ÁÉ�Â ÅQÌ��ià��
• |Cn � ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�ócØ ���iÉËÖcØ�Í�Çià n ! ×�Â ÄÁÀkÍ�¾2Í�ÇiàE×�Â ¾ÁàËåÁÀ/Ì�Ä2Í�Çià x = (xi)

Ì�Æ
xi ∈ |C

�
• |Cn,n � ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�ócØ ���iÉËÖcØ�ÍÈÇià n × n

Ù�Â àËÄ2ÃcÇià
A = (ai,j)

Ì�Æ
ai,j ∈ |C

�
• o � Ì�âÁ×ËÆ�à�Â Ã�óF×�Â ÄÁàËåÁÀ/Ì�¾@ÍÈÇià |Cn Ã�¾�Â IRn �
• O � Ì�âÁ×ËÆ�à�Â Ã�ócØ´Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØÞÍ�Çià |Cn,n Ã�¾�Â IRn,n �
• I � Ì�ÖÁàË¾Á×�Â ¾�ß ÖcØ#" ÍÎ¾Áå2Í�Ö2Í�Â Ã�ócØ%$bÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØÞÍ�Çià |Cn,n Ã�¾�Â IRn,n �
• IPn � À��ÁàËÖ�Ú�Ö>ÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã��ià<ÙcÖ2Ú�å2Çià&�ÁÌÁÇià�ïc¾�ÅQÌ�Ö�� ≤ n

�
• Cn[a, b] � À��ÁàËÖ2Ú�Ö ÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã��ià´À/åÁàË¾ÁÉáÍËÊÁÀ/ÆÈÇià´ÌcÂ ¾ÁØéÌ�ÆÈÍÎ¾�ï�Ú�â2ÍËÊ2Ø÷Ì�Æ n

À/åÁàËÆ'�kÆÎß ØÙc¾ÁÉË¾2ã(�eã/ÖcåÁØ´ÀkÍÎÖ�×�Â ÄÁÀkÍËâÁÌ�¾
[a, b]

�
• y(n) � â n

Ùc¾ÁÉËÄ2ãkÇeã/ÖcØ�ÌcÂ ¾ÁØ�À/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/âÁØ
y
�/×Ëâ2Ú�¾Á×ËÊ

y(n)(x) :=
dny

dxn
.

ê
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• x y ÀkÍ�Ç x ∈ IR

º{z÷ó2ÍËÆ
fl(x) = x(1 + ε),

ó�ÙcÖcå |ε| ≤ 2−t.

• x y ÀkÍ�Ç x1
Ã�¾�Â

x2
×ËåÁÖE×ËåÁ¾Á×�Â ÃkÖ�ß2¾ÁÉ�Â ÅQÌ�Ö�ßÁÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØ¿å2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍÎÖ2Ú�Ê2Ø

t | âÁÛQß Çià´À/ÆWÃ�¾ !àËÖ�Â à�Â Ã�ÖcÙ�ÖkÂ âÁÌ�Ô�àËâ´Ì�ÖcÉËÛYÊ(�ÁÃ�¾�Â�Ô�ÀkÍ�Ç
}
ÌcÂ ¾�¾2ÙcóEÍ�Â Ø¿ÙcÉËÄ�}ËÆÎÂ Ø¿ÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØ¿å2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀ/ÍáÚ�Ê2Ø

±,×,÷ º{z÷ó2ÍËÆ
fl(x1 } x2) = (x1 } x2)(1 + ε), |ε| ≤ 2−t.

T bJ7>K`b~tW6ù?
� ¬ � x y ÀkÍ�Ç
x1 = (.3827)104, x2 = (.1254)102, x3 = (.8951)100 Ã�¾�Â x4 = (.2213)10−2.� ÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØE×ËÆÈÃ�¾Á×�Â Ã�Ê>¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�Ê@ÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØ<å2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍÎÖ2ÚÁÊÁØ´æ | âÁÛQß Çià��Qå2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYß !ÀkÍËÆ´Í�Â Ø´Í�Â Ì�Ô�Ø´Í�Çià

fl(x1 + x2 + x3 + x4)
Ã�¾�Â

fl(x4 + x3 + x2 + x1).

� ¬ ° x y ÀkÍ�Ç xi
Ã�¾�Â

yi
�

i = 1, 2, . . . , n
�

2n
×ËåÁ¾Á×�Â Ã�Ö�ß÷¾ÁÉ�Â ÅQÌ�Ö�ß¿ÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØqå2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍÎÖ !Ú�ÊÁØ

t | âÁÛQß ÇiàFÀ/Æ Ã�¾ÁàËÖÁà�Â Ã�Ö�ÙcÖ�Â âÁÌ�Ô�àËâFÌ�ÖcÉËÛYÊkº@ÓqÆ Í�ÖcåÁØ@À/åÁàËÊ�ÅQÆÎÂ Ø@À/åÁÌ2ïcÖ2ÚcÂ À/Ì�Ö��ÁØEÍËâÁØ×ËåÁ¾Á×�Â Ã�ÊÁØ´¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�ÊÁØÞÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØ´å2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍ�Ö2Ú�ÊÁØ
t | âÁÛQß Çià��/×ËÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â �

ð
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(i)

fl(

n∑

r=1

xr) =

n∑

r=1

xr(1 + ηr),

ó�ÙcÖcå
(1 − 2−t)n−1 ≤ 1 + η1 ≤ (1 + 2−t)n−1,

Ã�¾�Â
(1 − 2−t)n+1−r ≤ 1 + ηr ≤ (1 + 2−t)n+1−r, r = 2, 3, . . . , n.

(ii)

fl(
n∑

r=1

xryr) =
n∑

r=1

xryr(1 + εr),

ó�ÙcÖcå
(1 − 2−t)n ≤ 1 + ε1 ≤ (1 + 2−t)n,

Ã�¾�Â
(1 − 2−t)n+2−r ≤ 1 + εr ≤ (1 + 2−t)n+2−r, r = 2, 3, . . . , n.

� ¬ ¯ x y ÀkÍ�Ç n ∈ IN
Ã�¾�Â

a > 0
º��@ÆÎß }áÍËÆ´óÁÍ�Â/¾Áà

na < 0.1
�kÍËó2ÍËÆ

(1 + a)n < 1 + 1.06na
Ã�¾�Â

(1 − a)n > 1 − 1.06na.

� ÍËâLÀ/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾g" Ì�ÆÞÍ�Ö�åÁØ´À/åÁÌ2ïcÖ�ÚcÂ À/Ì�Ö��ÁØéÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ@»Áº ¹�$b×ËÆÎß }áÍËÆÞóÁÍ�Âk¾Áà n2−t < 0.1Ã�¾�Â
t1 = t − log2(1.06)

�kÍËó2ÍËÆ �
(i)

fl(
n∑

r=1

xr) =
n∑

r=1

xr(1 + ηr),

ó�ÙcÖcå
|η1| < (n − 1)2−t1

Ã�¾�Â |ηr| < (n + 1 − r)2−t1 , r = 2, 3, . . . , n.

(ii)

fl(

n∑

r=1

xryr) =

n∑

r=1

xryr(1 + εr),

ó�ÙcÖcå
|ε1| < n2−t1 Ã�¾�Â |εr| < (n + 2 − r)2−t1 , r = 2, 3, . . . , n.
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(iii)
çÞà ∑n

r=1 |xr| < 1
��ÍËóÁÍËÆ

|fl(

n∑

r=1

xr) −
n∑

r=1

xr| < (n − 1)2−t1 .

� ¬ Ð x y ÀkÍÈÇ A,B ∈ IRn,n ×&�ÁÖJÙ�ß àË¾2Ã�Æ�Ø ÍÎ¾«ÀkÍ�Ö�Â �kÆÎß ¾�Í�Çià�Ö�ÙcÖ�ß ÇiàFÆÎß àË¾�Â]À/Æ Ãk¾ÁàËÖÁà�Â Ã�Ö !ÙcÖ�Â âÁÌ�Ô�àËâ:Ì�ÖcÉËÛYÊ«×ËåÁ¾Á×�Â Ã�ÊÁØ@¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�ÊÁØ ÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØ å2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀ/Í�Ö2Ú�Ê2Ø
t | âÁÛQß Çià�ºFÓqÆ Í�Ö�åÁØÀ/åÁÌ2ïcÖ2ÚcÂ À/Ì�Ö��ÁØÞÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ@»Áº Ò(�k×ËÆÎß }áÍËÆ´óÁÍ�Â

fl(AB) = AB + F,

ó�ÙcÖcå
F ∈ IRn,n ÆÎß àË¾�Â�ÍËÔÈÍÎÖ�Â ÖcØ��iÀkÍËÆ

|F | < n2−t1 |A||B|." �E�P� � � ¤ �`��� çÞà
Q = (qi,j) ∈ IRn,n Ã�¾�Â R = (ri,j) ∈ IRn,n �§ÍËó2ÍËÆ |Q|, |R| ÆÎß àË¾�ÂÖ�ÂiÙ�ß àË¾2Ã�Æ�Ø |Q| = (|qi,j |)

� |R| = (|ri,j |)
Ã�¾�Â |Q| < |R| ⇒ |qi,j | < |ri,j |

�
i, j =

1, 2, . . . , n
º $

� ¬ �
(i)

�@ÆÎß }áÍËÆ<óÁÍ�ÂQ¾Áà
εi ∈ IR

�
i = 1, 2, . . . , n

�Pó�ÙcÖcå |εi| ≤ ξ < 1
�
i = 1, 2, . . . , n

�ÍËóÁÍËÆ ∃ε
� |ε| ≤ ξ

�kÍËÔÈÍ�Â Ö�Â Öv�iÀkÍËÆ
n∏

i=1

(1 + εi) = (1 + ε)n.

(ii) x y ÀkÍ�Ç x1, x2 ∈ IR
º ÓqÆ>ÍÎÖcåÁØFÀ/åÁàËÊ�ÅQÆÎÂ Ø�À/åÁÌ2ïcÖ�ÚcÂ À/Ì�Ö��ÁØ>×ËåÁ¾Á×�Â Ã�ÊÁØF¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�ÊÁØÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØ´å2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍ�Â Ö2ÚÁÊÁØ
t | âÁÛYÆÎß Çià��/×ËÆÎß }áÍËÆ´óÁÍ�Â/¾Áà

s := fl(fl(x1) + fl(x2)),ÍËóÁÍËÆÞÃ�¾2ÍËÄ ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â
|s − (x1 + x2)|

|x1 + x2|
| ≤ 2−t+1 |x1| + |x2|

|x1 + x2|
.

� �kÖ2ÚcÂ ÄÁÀkÍËÆÞÍ�ÖFÙ�Â Ö>ÙcÄÁàáÇä¾2ÙcÖ2ÍËÔÈÚ�Æ�À/Ì�¾ ÇiØ�ÙcÉËÖcØ´ÍËâÁà ÆÈÙ�Â ÉËÉËÖcÊ@ÍÈÇià@À/ÛY¾2Ú�Ì�Ä2ÍÈÇià ÀkÍËÉËÖ2ã !ã��2Ú�Æ�åÁÀ/âÁØÞÃ�¾2ÍËÄ@ÍËâÁàEÆÈÃcÍËÔÈÚ�Æ�À/â ÙcÉËÖcÀ�ÅQÔ�À/ÆÈÇià ÀkÍÎÖÁà å2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYÂ ÀkÍËÊkº
� ¬ ë ¼¿ÉËÆÎß ÍËÆ>Ãk¾2ÍËÄ2Ú�â�Ú�Öcå2Ø>ÍËÉËó�ÙcÖcåÁØ�å2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYÂ À/Ì�Ö��JÍ�Çià«Ùc¾ÁÉË¾2Ã�Ä2Í�Çd�eãYÂ ¾qÍËâÁàJ¾2ÙcÖcÛYå2ã/ÊÀ/ÛY¾2Ú�Ì�Ä2Í�Çià ¾2Ù��eÚ�ÆÎÂ ¾ÁØÞÀ/âÁÌ�¾ÁàáÍ�Â Ã�ó2ÍËâ2ÍÎ¾ÁØ �

(a) (x − sin x)/ tan x, x ≈ 0,

(b) (a + x)n − an, a, x > 0
Ã�¾�Â

x ≈ 0,

(c) sin(a + x) − sin a, x ≈ 0,

(d) x −√
(x2 − a), x > 0

Ã�¾�Â
x >> a.

� ¬ ¥ ÓqÆ�¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾EÍËÆ�À/À/ÄÁÉáÇià À/âÁÌ�¾ÁàáÍ�Â Ã��ià | âÁÛQß Çià
√

4899 ' (0.6999)102.
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ÓqÆ¿ÍÎÖ@×ËÆ�×ËÖcÌ�Ô�àËÖ@¾Áå2ÍËó��Áå2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYß À/ÍËÆe"��kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØ÷×ËÆÈÃ�¾Á×�Â Ã�Ê�¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�Ê´ÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØå2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍÎÖ2Ú�Ê2ØÞæ | âÁÛQß Çià�$¿ÍËâÁà<Í�Â Ì�Ê@ÍËâÁØ�×�Â ¾ÁÛYÖcÉËÄÁØ

70 −√
4899.

ÓqÆe¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾bæéÀ/âÁÌ�¾ÁàáÍ�Â Ã��ià | âÁÛQß Çià���â¿ÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã�ÊbÍ2Â ÌÁÊ¿ÍËâÁØe×�Â ¾ÁÛYÖcÉËÄÁØeÆÎß àË¾�Â (0.7143)10−2 º� �kÖ2ÚcÂ ÄÁÀkÍËÆEÍËâÁàF¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾>ÍËâÁØ@ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/âÁØ ÙcÖcå:å2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYß À/¾2ÍËÆ��QÃ�¾�Â]Æ�ÛY¾ÁÉËÌ�ócÀkÍËÆ@Ô�àË¾ÁàÄ2ÚÁÚ�ÖJÍËÉËó�ÙcÖqå2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYÂ À/Ì�Ö���ÍËâÁØL×�Â ¾ÁÛYÖcÉËÄÁØ#�iÀkÍËÆLâ«Ù�ÉËÖ�À/ÔÈãkã/Â À/â:ÙcÖcå�ÅQ¾«ÙcÉËÖ�Ã�� | ÆÎÂ]àË¾Ô'�kÆÎÂ/¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾ æ>À/âÁÌ�¾ÁàáÍ�Â Ã��ià | âÁÛQß Çià�º
� ¬\� x y ÀkÍ�Ç pn

Ô�àË¾@ÙcÖ2Ú��2ÇiàËåÁÌ�Ö
pn(x) = anxn + an−1x

n−1 + · · · + a1x + a0,ó�ÙcÖcå
ai ∈ IR

�
i = 0, 1, . . . , n

�YÃ�¾�Â
an 6= 0

º�z÷ó2ÍËÆ�Ö:å2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYÂ À/Ì�ócØ´ÍËâÁØ�Í�Â Ì�ÊÁØ
pn(xo)

�
x0 ∈ IR

�QÌ�Æ<Í�Ö:À/åÁÌ2ïc¾2Í�Â Ã�óFÍËÉËó�ÙcÖ~" ÙcÖcåLïc¾ÁÀYß �ËÆÈÍ�¾�ÂYÀkÍÎÖÁà@å2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYÂ À/Ì�óFÍ�Çià@ãYÂ àËÖcÌ�Ô�àáÇià
x2

0, x
3
0, . . . , x

n
0

��ÀkÍËâqÀ/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾«ÍÈÇià:ãYÂ àËÖcÌ�Ô�àáÇià
a1x0, a2x

2
0, . . . , anxn

0

Ã�¾�Â`ÍËÔÈÚ�ÖcØLÍÎÖcå¾�ÅQÉËÖ�ß À/Ì�¾2ÍÎÖcØ ∑n
j=0 ajx

j
0

$¿¾2Ùc¾�Â ÍËÆÎß
2n − 1

ÙcÖ�ÚÁÚ�¾2Ù�ÚÁ¾ÁÀYÂ ¾2ÀYÌÁÖ��2ØÞÃ�¾�Â
n
ÙcÉËÖcÀ�ÅQÔ�À/ÆÎÂ Ø2º

� å2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYÂ À/Ì�ócØeÍËâÁØ
pn(x0)

Ì�ÆiÍËâ´Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖ�Í�Öcå
“
ÆÈãkÃkÂ ï�ÇeÍ�Â À/Ì�Ô�àËÖcåéÙcÖ�ÚÁÚ�¾2Ù�ÚÁ¾ÁÀYÂ ¾2À/Ì�Ö��

”"
nested multiplication

$@ïc¾ÁÀYß �ËÆÈÍÎ¾�ÂbÀkÍËâÁà ÆÈÃcÍËÔÈÚ�Æ�À/â ÍÈÇià_ÙcÉËÄ�}ËÆÈÇià À��ÁÌ�Û/ÇiàË¾¢Ì�Æ:ÍÎÖÀ��kÊÁÌ�¾
pn(x0) = ((anx0 + an−1)x0 + an−2)x0 + · · · + a1)x0 + a0.�@â2Ú�¾Á×ËÊ(�kâ@Í�Â Ì�Ê

b0 = pn(x0)
å2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYß �ËÆÈÍ�¾�Â�¾ÁàË¾Á×ËÉËÖcÌcÂ Ã�ÄL¾2ÙcóLÍËâLÀ��kÔ�À/â

bn = an, bk = bk+1x0 + ak, k = n − 1, n − 2, . . . , 0.�@ÆÎß }áÍËÆ´Í�¾LÙ�Â Ö>Ã�Ä2Í�Ç �
(i) � Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØWÆÈãkÃkÂ ï�ÇeÍ�Â À/Ì�Ô�àËÖcåéÙ�Ö2ÚÁÚ�¾2Ù�ÚÁ¾ÁÀYÂ ¾2À/Ì�Ö��é¾2Ùc¾�Â ÍËÆÎß n ÙcÖ2ÚÁÚ�¾2ÙÁÚ�¾2ÀYÂ ¾ÁÀ/Ì�Ö��ÁØeÃ�¾�Â
n
ÙcÉËÖcÀ�ÅQÔ�À/ÆÎÂ Ø2º

(ii)

pn(x) = qn−1(x)(x − x0) + r,

ó�ÙcÖcå
qn−1(x) = bnxn−1 + bn−1x

n−2 + · · · + b1
Ã�¾�Â

r = pn(x0)."��@â2Ú�¾Á×ËÊ>Ö�ÂQ¾ÁÉ�Â ÅQÌ�Ö�ß
bi
�
i = n, n − 1, . . . , 1

�YÆÎß àË¾�ÂYÖ�ÂYÀ/åÁàáÍ�ÆÈÚ�Æ�ÀkÍËÔ�Ø´ÍÎÖcå>ÙcÖ�Ú�å2Çià&�ÁÌ�ÖcåÙcÖcå@ÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍËÆÎÂ�ÇiØ�Ùcâ2Úcß Ã�Ö@Ã�¾2Í�Ä ÍËâL×�Â ¾�ß ÉËÆ�À/â@Í�Öcå
pn
×�Â ¾@ÍÎÖcå

x − x0
º $

(iii)
çÞà

n = 2
Ã�¾�Â§Ö

x0
Ã�¾�Å��iØ>Ã�¾�Â§Ö�Â§À/åÁàáÍËÆÈÚ�Æ�ÀkÍËÔ�Ø

ai
�
i = 0, 1, 2

��Í�Öcå
p2
ÆÎß àË¾�ÂÀ/Æ´Ã�¾ÁàËÖ�à�Â Ã�Ö�Ù�Â âÁÌ�Ô�àËâ@ÌÁÖ�ÉËÛYÊ>×ËåÁ¾Á×�Â Ã�ÊÁØ´¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�ÊÁØÞÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØ�å2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍÎÖ�Ú�ÊÁØ

t | âÁÛQß Çià��ÍËóÁÍËÆ#" Ì�Æ´Í�ÖcåÁØ�À/åÁÌ2ïcÖ2ÚcÂ À/Ì�Ö��ÁØéÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ@»Áº Ò�$1�
fl(p2(x0)) = p2(x0) + a2E2x

2
0 + a1E1x0 + a0E0,ó�ÙcÖcå

|E2| < 4 × 2−t1 , |E1| < 3 × 2−t1 ,
Ã�¾�Â |E0| < 2−t1 .
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" �E�P� � � ¤ �`��� Ü´Â Ö>ã/Æ�à�Â Ã�ÄLÌÁÙcÖcÉËÆÎß/àË¾L×ËÆÎÂ ��ÍËÆÎß/ó2Í�Â

fl(pn(x0)) = pn(x0) +

n∑

k=0

akEkxk
0 ,

ó�ÙcÖcå
|Ek| < (2k + 1)2−t1 , k = 0, 1, . . . , n − 1,

Ã�¾�Â |En| < 2n × 2−t1 .)

� ¬\�~  ÉËÄ | ÍËÆ@Ô�àË¾�ÙcÉËó2ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�¾:À/Æ Fortran
ãYÂ ¾:Í�Ö�à>å2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYÂ À/Ì�ó��PÌ�Æ ÍËâ:Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖqÆÈãkÃkÂ !ï�ÇeÍ�Â À/Ì�Ô�àËÖcå@ÙcÖ2ÚÁÚ�¾2ÙÁÚ�¾2ÀYÂ ¾ÁÀ/Ì�Ö����cÍËâÁØ´Í�Â Ì�ÊÁØ
pn(x0)

�
x0 ∈ IR

�kó�ÙcÖcå
pn ∈ IPn

º� ÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â ÊÁÀkÍ�ÆéÍ�ÖFÙcÉËó2ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�ÄLÀ/¾ÁØ´ãYÂ ¾@ÍÎÖÁàEå2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYÂ À/Ì�óLÍ�âÁØ´Í�Â Ì�ÊÁØ
p6(2)

�/ó�ÙcÖcå
p6(x) = 6x4 − 53x3 + 184x2 − 295x + 196.

� ¬ ��ì x y ÀkÍ�Ç ∆h
ÖFÖ�ÌÁÖkÂ ócÌ�ÖcÉËÛYÖcØ�×Ë¾�Â Ì�Æ�É�Â À/Ì�ócØ

∆h : xi = a + ih, i = 0, 1, . . . , n, h = (b − a)/n,Æ�àËócØ<×�Â ¾ÁÀkÍËÊÁÌ�¾2Í�ÖcØ
[a, b] ∈ IR

º��@ÆÎß }áÍËÆÞÍÎ¾@Ùc¾ÁÉË¾2Ã�Ä2Í�Ç �
(i)
çÞà

y ∈ C2[a, b]
�kÍËó2ÍËÆ

y(1)(xi) =
1

h
(y(xi+1) − y(xi)) + O(h), i = 0, 1, . . . , n − 1,Ã�¾�Â

y(1)(xi) =
1

h
(y(xi) − y(xi−1)) + O(h), i = 1, 2, . . . , n.

(ii)
çÞà

y ∈ C3[a, b]
�kÍËóÁÍËÆ

y(1)(xi) =
1

2h
(y(xi+1) − y(xi−1)) + O(h2), i = 1, 2, . . . , n − 1.

(iii)
çÞà

y ∈ C4[a, b]
�kÍËó2ÍËÆ

y(2)(xi) =
1

h2
(y(xi+1) − 2y(xi) + y(xi−1)) + O(h2), i = 1, 2, . . . , n − 1.

� ¬ �Y�¢¡²����£ ¡k� �Q¨ ³  Y¶ � �Q�P�/�/¨P©
Richardson (Richardson extrapolation)x y ÀkÍ�Ç �

• ∆h
ÖF×�Â ¾ÁÌ�Æ�É�Â À/Ì�ócØ´Í�ÖcåL×�Â ¾ÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ

[a, b]
ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ@»Áº »%�kº

• T (y)
â�Í�Â Ì�Ê�ÌcÂ ¾ÁØEÙcÖcÀ/ó2ÍËâ2ÍÎ¾ÁØEÙcÖcå�Æ'}Ë¾ÁÉáÍËÄ2Í�¾�ÂP¾2Ùcó«ÌcÂ ¾�À/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/â

y : [a, b] → IR
º"   Â ¾«Ùc¾ÁÉËÄÁ×ËÆÎÂ ã/Ì�¾

T (y)
Ì2ÙcÖcÉËÆÎß§àË¾JÆÎß àË¾�Â`â«Í�Â Ì�Ê«Í�ÖcåJÖ�Ú�ÖcÃcÚ�â2É%�iÌ�¾2ÍÎÖcØ ∫ b

a
y(x)dx

ÊJâÍ�Â Ì�ÊLÌcÂ ¾ÁØ´Ùc¾ÁÉË¾2ã(�eã/Öcå@ÍËâÁØ
y
À/Æ´Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö>À/âÁÌ�ÆÎß Ö

x ∈ [a, b]
º $

• T̃ (h)
ÌcÂ ¾FÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â>ÍËâÁØ

T (y)
ÙcÖcåFÆ'}Ë¾ÁÉáÍËÄ2Í�¾�ÂQ¾2Ùcó�ÍÎÖÁàL×�Â ¾ÁÌ�Æ�É�Â À/Ì�ó

∆h
" Ã�¾�ÂQÀ/å !àËÆÈÙ��iØ<¾2Ùcó>Í�Ö�Ì�ÔÈã/ÆÕÅQÖcØ´ÍÎÖcå

h
$WÍËÔÈÍ�Ö�Â ¾#�iÀkÍËÆ

T (y) − T̃ (h) = chk + O(hm), k,m ∈ IN
Ã�¾�Â

m > k,
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ó�ÙcÖcåLâLÀkÍÎ¾�ÅQÆ�ÉËÄ

c ∈ IR
Æ'}Ë¾ÁÉáÍËÄ2ÍÎ¾�Âk¾2Ùcó>ÍËâÁà

y
¾2ÚÁÚ�Ä@ÆÎß àË¾�Â/¾ÁàËÆ'}ËÄÁÉáÍËâ2ÍËâ ÍÎÖcå

h
º

�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â/¾Áà
T̃1(h) :=

2kT̃ (h
2 ) − T̃ (h)

2k − 1
,

ÍËóÁÍËÆ
T (y) − T̃1(h) = O(hm).

" �E�P� � � ¤ �`��� z÷Ö*¾2ÙcÖ2ÍËÔÈÚ�Æ�À/Ì�¾¢×ËÆÎß �kàËÆÎÂ÷ó2Í�ÂéâTÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â
T̃1(h)

ÆÎß àË¾�Â¿ÍËâÁØqÍËÄ�}ËâÁØ
O(hm)

�/Æ�à%�oâL¾ÁÉ&�/Â Ã�Ê@ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â
T̃ (h)

ÆÎß àË¾�Â�ÍËâÁØ�ÍËÄ�}ËâÁØ
O(hk)

Ì�Æ
k < m

º $
� ¬ �k° x y ÀkÍ�Ç

y(x) =
1

x2 + 4
.

ÓqÆ�Ì�óÁàË¾L×ËÆ�×ËÖcÌ�Ô�àË¾@Í2Â Ø�Í�Â Ì�Ô�Ø
y(0) = 0.25, y(±0.25) = 0.246154

Ã�¾�Â
y(±0.5) = 0.235294,�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â ÊÁÀkÍËÆqÍÎÖÁà�ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYÂ ÀkÍ�Â Ã�ó*Í&�2ÙcÖ

(iii)
ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØä»Áº »%�¢Ã�¾�Â÷ÍËâÁà�ÍËÆ'� !à�Â Ã�ÊJÙc¾ÁÉËÆÈÃ�ïcÖ2ÚÁÊÁØ

Richardson
ãYÂ ¾qàË¾qå2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYß ÀkÍËÆ@ÌcÂ ¾qócÀ/Ö_ÍÎÖ ×ËåÁàË¾2ÍËóÁà�Ù�Â Ö_¾2Ã�É�Â ïcÊÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â�ÍËâÁØ

y(2)(0)
º � å2ãkÃ�É�ß àËÆÈÍÎ¾�ÂbÍËâÁà_ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/Ê¢À/¾ÁØ_ÌÁÆJÍËâÁà ¾2Ã�É�Â ïcÊ Í�Â Ì�Ê

y(2)(0) = −1/8
Ã�¾�Â/À��kÖ2ÚcÂ ÄÁÀkÍËÆéÍÎ¾L¾2ÙcÖ2Í�ÆÈÚ�ÔÈÀ/Ì�¾2ÍÎ¾ À/¾ÁØ2º
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¤�¥ b¦t¿6ù? T bJ7>K`b¦t o [
� ¬ � � ÂkÍ�Â Ì�Ô�Ø�ÆÎß àË¾�Â

(0.3841)104 Ã�¾�Â (0.3840)104 º
� ¬ °

(i) x y À/ÍÈÇ
s1 = x1,

sr = fl(sr−1 + xr), r = 2, 3, . . . , n,

ÔÈÍËÀYÂ��iÀkÍËÆ
sn = fl(

n∑

r=1

xr).

z÷óÁÍËÆ���ãYÂ ¾
r = 2, 3, . . . , n

�
sr = (sr−1 + xr)(1 + εr),

Ì�Æ |εr| ≤ 2−t.

⇒

s2 = (x1 + x2)(1 + ε2),

s3 = [(x1 + x2)(1 + ε2) + x3](1 + ε3),

s4 = {[(x1 + x2)(1 + ε2) + x3](1 + ε3) + x4}(1 + ε4),ÃQº Ú/º ÙYº ⇒
sn =

n∑

r=1

xr(1 + ηr),

ó�ÙcÖcå
1 + η1 = (1 + ε2)(1 + ε3) · · · (1 + εn),

1 + ηn = (1 + εr)(1 + εr+1) · · · (1 + εn), r = 2, 3, . . . , n.� åÁàËÆÈÙ��iØ
fl(

n∑

r=1

xr) =

n∑

r=1

xr(1 + ηr),

ó�ÙcÖcå
(1 − 2−t)n−1 ≤ 1 + η1 ≤ (1 + 2−t)n−1,

Ã�¾�Â
(1 − 2−t)n+1−r ≤ 1 + ηr ≤ (1 + 2−t)n+1−r, r = 2, 3, . . . , n.

(ii) x y ÀkÍ�Ç
tr := fl(xryr), r = 1, 2, . . . , n,

s1 := t1
Ã�¾�Â

sr := fl(sr−1 + tr), r = 2, 3, . . . ,
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ÔÈÍËÀYÂ��iÀkÍËÆ

sn = fl(

n∑

r=1

xryr).

z÷óÁÍËÆ
tr = xryr(1 + ξr)

Ã�¾�Â
sr = (sr−1 + tr)(1 + ηr),

Ì�Æ |ξr|, |ηr| ≤ 2−t.

⇒

s2 = [x1y1(1 + ξ1) + x2y2(1 + ξ2)](1 + η2),

s3 = {[x1y1(1 + ξ1) + x2y2(1 + ξ2)](1 + η2) + x3y3(1 + ξ3)}(1 + η3),ÃQº Ú/º ÙYº ⇒
sn =

n∑

r=1

xryr(1 + εr),

ó�ÙcÖcå
1 + ε1 = (1 + ξ1)(1 + η2) · · · (1 + ηn),

1 + εr = (1 + ξr)(1 + ηr) · · · (1 + ηn), r = 2, 3, . . . , n.� åÁàËÆÈÙ��iØ
fl(

n∑

r=1

xryr) =

n∑

r=1

xryr(1 + εr),

ó�ÙcÖcå
(1 − 2−t)n ≤ 1 + ε1 ≤ (1 + 2−t)n,

Ã�¾�Â
(1 − 2−t)n+2−r ≤ 1 + εr ≤ (1 + 2−t)n+2−r, r = 2, 3, . . . , n.

� ¬ ¯
(1 + a)n = 1 + na +

n(n − 1)

2!
a2 + · · · + n!

n!
an

= 1 + na{1 +
(n − 1)

2!
a + · · · + (n − 1)(n − 2) · · · 2.1

n!
an−1}

< 1 + na{1 +
0.1

2!
+ · · · + (0.1)n−1

n!
}

= 1 + 10na{0.1 +
(0.1)2

2!
+ · · · + (0.1)n

n!
}

< 1 + 10na{−1 + exp 0.1}
< 1 + 10na(−1 + 1.10517)

< 1 + 1.06na.
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ÓqÆ�¾ÁàËÄ2Ú�Ö2ã/ÖLÍËÉËó�ÙcÖ

(1 − a)n > 1 − na{1 +
(n − 1)

2!
+ · · · + (n − 1)(n − 2), · · · 2.1

n!
an−1}

ÃQº Ú/º ÙYº
(i)-(ii)

çÞà
n2−t < 0.1

�kÍËó2ÍËÆ
(1 + 2−t)n < 1 + (1.06)n2−t = 1 + n2−t1

Ã�¾�Â
(1 − 2−t)n > 1 − (1.06)n2−t = 1 − n2−t1 ,

ó�ÙcÖcå
2−t1 = 1.06 × 2−t ⇒ t1 = t − log2(1.06).� åÁàËÆÈÙ��iØ��k¾Áà

n2−t < 0.1
�kÍËó2ÍËÆ´ÛYÉËÄ2ã/Ì�¾2ÍÎ¾@ÍËâÁØ�Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ

(1 − 2−t)n ≤ 1 + ε ≤ (1 + 2−t)n

ÌÁÙcÖcÉËÖ��ÁàEàË¾>ÆÈÃ�ÛYÉË¾ÁÀkÍ�Ö��ÁàEÇiØ
|ε| < n2−t1 .

çÞå2ÍËó��/À/Æ´À/åÁàË×ËåÁ¾ÁÀ/Ì�óFÌ�Æ´Í�Â Ø�À��kÔ�À/ÆÎÂ Ø´ãYÂ ¾@ÍÎ¾LÀ/ÛYÄ2Ú�Ì�¾2ÍÎ¾ Í�Çià
fl(

n∑

r=1

xr)
Ã�¾�Â

fl(

n∑

r=1

xryr),

ÙcÖcå:Ô'�kÖcåÁÌ�Æ ÊÁ×ËâFïcÉËÆÎß�" ï�Ú/º x çÞÀkÃ�âÁÀ/â_»Áº ¹�$1�]Öc×Ëâ2ã/ÆÎß]Æ'�2Ã�Ö2Ú�¾�ÀkÍÎ¾g�Ëâ2ÍÎÖ��ÁÌ�Æ�àË¾:¾2ÙcÖ2ÍËÆÈÚ�Ô !À/Ì�¾2ÍÎ¾kº
(iii)

çéÙcó>ÍÎÖ
(i) �

|fl(

n∑

r=1

xr) −
n∑

r=1

xr| = |
n∑

r=1

xr(1 + ηr) −
n∑

r=1

xr| = |
n∑

r=1

xrηr| ≤
n∑

r=1

|xr||ηr|

ó�ÙcÖcå
|η1| < (n − 1)2−t1 Ã�¾�Â |ηr| < (n + 1 − r)2−t1 , r = 2, 3, . . . , n.

⇒

|fl(

n∑

r=1

xr) −
n∑

r=1

xr| < |η1|
n∑

r=1

|xr| < η1 < (n − 1)2−t1 .

� ¬ Ð x y ÀkÍ�Ç C = fl(AB)
º{z÷ó2ÍËÆ��k¾2Ùcó>ÍËâÁà x çÞÀkÃ�âÁÀ/â:»Áº Ò (ii)

�
ci,j = ai1b1j(1 + ε

(ij)
1 ) + ai2b2j(1 + ε

(ij)
2 ) + · · · + ainbnj(1 + ε(ij)

n ),
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ó�ÙcÖcå

|ε(ij)1 | < n2−t1
Ã�¾�Â |ε(ij)r | < (n + 2 − r)2−t1 , r = 2, 3, . . . , n.

⇒
cij = ai1b1j + ai2b2j + · · · + ainbnj + fij ,ó�ÙcÖcå

|fij | < 2−t1{n|ai1||bj1| + n|ai2||b2j | + (n − 1)|ai3||bj3| + · · · + 2|ain||bjn|}
< 2−t1n{|ai1||bj1| + |ai2||b2j | + |ai3||bj3| + · · · + |ain||bjn|}.� åÁàËÆÈÙ��iØ��k¾Áà

F = (fij) ∈ IRn,n �kÍËó2ÍËÆ C = AB + F
Ã�¾�Â

|F | < 2−t1n|A||B|.

� ¬ �
(i) x y ÀkÍÈÇ λ = Πn

i=1(1 + εi)
º{z÷ó2ÍËÆ

(1 − ξ)n ≤ λ ≤ (1 + ξ)n.

� Æ�ÛY¾ÁÉËÌ�Ö2ã/Ê>ÍÎÖcåLÅQÆÈÇiÉËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ Æ�àË×�Â ÄÁÌ�Æ�À/âÁØ<Í�Â Ì�ÊÁØEÀkÍËâ�À/åÁàËÆ'�kÊ�À/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/â (1 + x)n �
x ∈ [−ξ, ξ]

� ⇒ ∃ ε ∈ [−ξ, ξ]
�kÍËÔÈÍ�Ö�Â Öv�iÀkÍËÆ

(1 + ε)n = λ
º

(ii)

s = fl(fl(x1) + fl(x2)) = fl(x1(1 + ε1) + x2(1 + ε2))

= [x1(1 + ε1) + x2(1 + ε2)](1 + ε)

= x1(1 + ε1)(1 + ε) + x2(1 + ε2)(1 + ε), |ε| ≤ 2−t Ã�¾�Â |εi| ≤ 2−t, i = 1, 2.

x çÞÉË¾(� (i) ⇒
s = x1(1 + δ)2 + x2(1 + η)2, |δ|, |η| ≤ 2−t,Ê(�/¾2ã/àËÖ��iàáÍ�¾ÁØ<ócÉËÖcåÁØÞÍ�âÁØ´ÍËÄ�}ËâÁØ

2−2t �
s ≈ (x1 + x2) + 2(δx1 + ηx2).

⇒
|s − (x1 + x2)|

|x1 + x2|
≈ 2

|δx1 + ηx2|
|x1 + x2|

≤ 2−t+1 |x1| + |x2|
|x1 + x2|

.

⇒ çÞàFÖ�Â
x1
�
x2
ÆÎß àË¾�ÂPÖcÌ�ócÀ/âÁÌ�Ö�Â©�PÍËó2ÍËÆ |x1| + |x2| = |x1 + x2| ⇒

z÷ÖqÛYÉËÄ2ã/ÌÁ¾:Í�ÖcåÀ��kÆÈÍ�Â Ã�Ö��«À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾2Í�ÖcØLÆÎß àË¾:ÌcÂ Ã�ÉËóª" ×Ëâ2Ú/º ≈ 2−t+1 $Èº>çÞà��§ócÌÁÇiØ��`Ö�Â x1
�
x2
ÆÎß àË¾�Â]ÆÈÍËÆ !ÉËócÀ/âÁÌ�Ö�ÂkÃ�¾�Â |x1| ≈ |x2|

��ÍËó2ÍËÆéÍÎÖFÛYÉËÄ2ã/Ì�¾ ÍÎÖcå@À��kÆÈÍ�Â Ã�Ö��@À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾2ÍÎÖcØ´ÆÎß àË¾�Â
“
Ì�ÆÈã/Ä2Ú�Ö

”
⇒ òEß àË×ËåÁàËÖcØ´¾2Ù��eÚ�ÆÎÂ ¾ÁØ´¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾2Ø2º
� ¬ ë

(a)
(x − sin x)

tan x
≈ x − (x − x3/6)

tan x
=

x3

6 tan x
,

(b) (a + x)n − an = nan−1x +
n(n − 1)

2
an−2x2 + · · · + naxn−1 + xn,

(c) sin(a + x) − sin a = 2 cos(a +
x

2
)) sin

x

2
,

(d) x −√
(x2 − a) =

a

x +
√

(x2 − a)
.
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� ¬ ¥ x y ÀkÍ�Ç

x = 70 +
√

4899.

ÓqÆ�×ËÆÈÃ�¾Á×�Â Ã�Ê@¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�Ê ÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØ�å2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍ�Ö2Ú�Ê2ØÞæ | âÁÛQß Çià<ïcÉ�ß ÀkÃ�ÖcåÁÌ�ÆéÍËâÁàEÍ�Â Ì�Ê
x̃ = (0.1000)10−1.

⇒ � Í�Â Ì�ÊL¾Áå2ÍËÊ@×ËÆ�à ÆÎß àË¾�Âk¾2Ã�É�Â ïcÊÁØ´À/Æ´Ã�¾ÁàËÔ�àË¾@À/âÁÌ�¾ÁàáÍ�Â Ã�ó | âÁÛQß ÖQº  Â ¾LÌ�ÆÈã/¾2Ú��2ÍËÆ�ÉËâ@¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾(���kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â Ö��ÁÌ�ÆéÍËâÁà<ÍÎ¾Áå2ÍËó2ÍËâ2ÍÎ¾
x =

70 × 70 − 4899

70 +
√

4899
.

z÷óÁÍËÆ��cÌ�ÆÞ×ËÆÈÃ�¾Á×�Â Ã�Ê<¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�Ê<ÃkÂ àËâ2ÍËÊÁØéå2ÙcÖc×�Â ¾ÁÀkÍ�Ö2Ú�ÊÁØ¿æ | âÁÛQß Çià´ïcÉ�ß ÀkÃ�ÖcåÁÌ�Æ¿ÍËâÁà´Í�Â Ì�Ê
˜̃x = (0.7143)10−2,

â>Ö�ÙcÖ�ß ¾@ÆÎß àË¾�Â/¾2Ã�É�Â ïcÊÁØ´À/ÆÞæ>À/âÁÌ�¾ÁàáÍ�Â Ã�Ä | âÁÛQß ¾kº
� ¬\�

(ii)
ÜÞÉËÖcÛY¾Áà%�iØ

r = pn(x0)
º x y ÀkÍ�Ç

qn(x) = cnxn−1 + cn−1x
n−2 + · · · + c2x + c1.z÷óÁÍËÆ

anxn + an−1x
n−1 + an−2x

n−2 + · · · a1x + a0

= (x − x0)[cnxn−1 + cn−1x
n−2 + cn−2x

n−3 · · · + c2x + c1] + r.

⇒ y }�Â À(�iàËÖÁàáÍÎ¾ÁØ<À/åÁàáÍËÆÈÚ�Æ�ÀkÍËÔ�Ø<ß ÀkÇià ×ËåÁàËÄÁÌ�ÆÈÇià��
cn = an = bn, cn−1 = cnx0 + an−1 = bn−1,

cn−2 = cn−1x0 + an−2 = bn−2, . . . , c1 = c2x0 + a1 = b1.

(iii)

p2(x0) = (a2x0 + a1)x0 + a0.

⇒

fl(p2(x0)) = {[(a2x0(1 + η1) + a1](1 + η2)x0(1 + η3) + a0}(1 + η4),ó�ÙcÖcå |ηi| ≤ 2−t � i = 0, 1, 2 ⇒

fl(p2(x0)) = a2x
2
0(1 + E2) + a1x0(1 + E1) + a0(1 + E0)

= p2(x0) + a2E2x
2
0 + a1E1x0 + a0E0,ó�ÙcÖcå

(1 − 2−t)4 ≤ 1 + E2 ≤ (1 + 2−t)4,

(1 − 2−t)3 ≤ 1 + E1 ≤ (1 + 2−t)3,

1 − 2−t ≤ 1 + E0 ≤ 1 + 2−t,
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Êc" ï�Ú/º x çÞÀkÃ�âÁÀ/â:»Áº Ò�$

|E2| < 4 × 2−t1 , |E1| < 3 × 2−t1 kai E0 < 2−t1 .

� ¬ ��ì çÞàáÙ�Í&�ÁÀ/À/ÖÁàáÍÎ¾ÁØ´Ã�¾2ÍËÄ
Taylor �

(i)
çÞà

y ∈ C2[a, b]
�kÍËó2ÍËÆÞãYÂ ¾

i = 0, 1, . . . , n − 1
�

y(xi+1) = y(xi + h) = y(xi) + hy(1)(xi) +
h2

2
y(2)(ξ), ξ ∈ (xi, xi+1),

⇒ y(xi+1) − y(xi) = hy(1)(xi) + O(h2),

⇒ y(1)(xi) =
1

h
(y(xi+1) − y(xi)) + O(h),

Ã�¾�Â©��ãYÂ ¾
i = 1, 2, . . . , n

�
y(xi−1) = y(xi − h) = y(xi) − hy(1)(xi) +

h2

2
y(2)(ξ), ξ ∈ (xi−1, xi),

⇒ y(xi) − y(xi−1) = hy(1)(xi) + O(h2),

⇒ y(1)(xi) =
1

h
(y(xi) − y(xi−1)) + O(h).

(ii)
çÞà

y ∈ C3[a, b]
�kÍËóÁÍËÆÞãYÂ ¾

i = 1, 2, . . . , n

y(xi+1) = y(xi) + hy(1)(xi) +
h2

2
y(2)(xi) +

h3

6
y(3)(ξ1), ξ1 ∈ (xi, xi+1),

y(xi−1) = y(xi) − hy(1)(xi) +
h2

2
y(2)(xi) −

h3

6
y(3)(ξ2), ξ2 ∈ (xi−1, xi),

⇒ y(xi+1) − y(xi−1) = 2hy(1)(xi) + O(h3),

⇒ y(1)(xi) =
1

2h
(y(xi+1) − y(xi−1)) + O(h2).

(iii)
çÞà

y ∈ C4[a, b]
�kÍËó2ÍËÆÞãYÂ ¾

i = 1, 2, . . . , n − 1
�

y(xi+1) = y(xi) + hy(1)(xi) +
h2

2
y(2)(xi) +

h3

6
y(3)(xi) +

h4

24
y(4)(ξ1), ξ1 ∈ (xi, xi+1),

y(xi−1) = y(xi) − hy(1)(xi) +
h2

2
y(2)(xi) −

h3

6
y(3)(xi) +

h4

24
y(4)(ξ2), ξ2 ∈ (xi−1, xi),

⇒ y(xi+1) − 2y(xi) + y(xi−1) = h2y(2)(xi) + O(h4)

⇒ y(2)(xi) =
1

h2
(y(xi+1) − 2y(xi) + y(xi−1)) + O(h2).

� ¬ �Y�
T (y) − T (h) = chk + O(hm),

⇒ T (y) − T (
h

2
) = c(

h

2
)k + O(hm),

⇒ (1 − 2k)T (y) − T (h) + 2kT (
h

2
) = O(hm),

⇒ T (y) − 2kT (h
2 ) − T (h)

2k − 1
= O(hm).
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� ¬ �k° � Í&�2ÙcÖcØ´ÍËâÁØ x ç´ÀkÃ�âÁÀ/âÁØ »Áº »%� (iii)

×�ß àËÆÎÂ/ÍËâÁà<ÙcÉËÖcÀ/À/ÔÈãkãYÂ À/â
ỹ(2)(h) =

1

h2
(y(xi − h) − 2y(xi) + y(xi + h)),

ãYÂ ¾LÍËâÁàEÍ�Â Ì�Ê@ÍËâÁØ
y(2)(xi)

º ⇒ ÓqÆ
y(x) = 1/(x2 + 4)

�
xi = 0

Ã�¾�Â
h = 0.5

�/ÖFÍ&�2ÙcÖcØ×�ß àËÆÎÂkÍ�Â Ø´Ù�Â Ö>Ã�Ä2ÍÈÇäÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÎÂ Ø´ãYÂ ¾@ÍËâÁàEÍ�Â Ì�Ê@ÍËâÁØ
y(2)(0) �

ỹ(2)(h) =
1

(0.5)2
(0.235294 − 2 × 0.25 + 0.235294) = −0.117648

Ã�¾�Â
ỹ(2)(

h

2
) =

1

(0.25)2
(0.246154 − 2 × 0.25 + 0.246154) = −0.123072.

� åÁàËÆÈÙ��iØ��cÀ��ÁÌ�Û/ÇiàË¾ Ì�Æ¿ÍËâÁàÞÍËÆ'�kà�Â Ã�Ê<Ùc¾ÁÉËÆÈÃ�ïcÖ2ÚÁÊÁØ
Richardson

" ÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ<ÀkÍËâÁà´ÙcÆ�É�ß Ù�Í�Ç !À/â�Ì�¾ÁØ:Í�Ö
k
ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ »Áº »Á»«ÆÎß àË¾�Â k = 2

$1�¿ÌcÂ ¾ Ù�Â Ö¢¾2Ã�É�Â ïcÊÁØFÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â ÍËâÁØ
y(2)(0)

ÆÎß àË¾�Â/â
ỹ
(2)
1 (h) =

1

3
(4ỹ(2)(

h

2
) − ỹ(2)(h)) = −0.124880.

⇒

|y(2)(0) − ỹ(2)(h)| = 7.4 × 10−3, |y(2)(0) − ỹ(2)(
h

2
)| = 1.9 × 10−3

Ã�¾�Â
|y(2)(0) − ỹ

(2)
1 (h)| = 1.2 × 10−4.

⇒ � ỹ
(2)
1 (h)

ÆÎß àË¾�ÂkÃ�¾2ÍËÄ@ÌcÂ ¾L×&�ÁàË¾ÁÌ�â@ÍÎÖcå
10
Ù�Â ÖF¾2Ã�É�Â ïcÊÁØ´¾2ÙcóLÍËâÁà ¾2Ã�É�Â ïcÔ�ÀkÍËÆ�ÉËâ ÙcÉËÖ !À/ÔÈãkãYÂ À/â ÙcÖcå ÌÁÙcÖcÉËÖ��ÁÌ�ÆéàË¾ å2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYß À/ÖcåÁÌ�Æd�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØ÷ÍÎ¾@×ËÆ�×ËócÌ�Ô�àË¾EÍËâÁØÞÄÁÀkÃ�â !À/âÁØ�Ã�¾�Â§ÍÎÖÁà«ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYÂ ÀkÍ�Â Ã�ó Í&�2ÙcÖ_ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØq»Áº »%� (iii)

º�Ü´Â Ö À/å2ãkÃ�ÆÈÃ�É�Â Ì�Ô�àË¾(�eâÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â
ỹ
(2)
1 (h)

ÆÎß àË¾�ÂÁÍËâÁØ÷ÍËÄ�}ËâÁØ O(h4)
" ãYÂ ¾2Í�ß©« $ Æ�à%��Ö�Â

ỹ(2)(h)
Ã�¾�Â

ỹ(2)(h
2 )
ÆÎß àË¾�ÂÍËâÁØ�ÍËÄ�}ËâÁØ O(h2)

º
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º � ·�¶��P�`  ° ¬ �E»¼,½�¾À¿

[a, b] ⊂ IR Á�Â�Ã ϕ : [a, b] → [a, b] ÄÆÅYÇ ∀x, x′ ∈ [a, b] È
|ϕ(x) − ϕ(x′)| ≤ l|x − x′|, 0 ≤ l < 1,¾.É%¾�Ê.Ë

(i) Ì ϕ Í\Î Ê Ã ½�¾1Ï [a, b] Í&Ç1ÂÑÐ Ï Ç1Â�Ò%Ã©Á ÉÓ½�¾ Â�Ô ÊÖÕ(É`½�× Ð Ê1Ø Ï α Ä~Ù\Ú ×&Û Â�Ò�Ü�È × x = ϕ(x)Í©Î Ê Ã ½�¾1Ï [a, b] Ð�Ã ÂYÐ Ï Ç1Â�Ò%Ã©Á�Ü Õ�Ø Ý Â α Ä Þ
(ii) ∀x0 ∈ [a, b] È × Â�Á Ï�Û�Ï%ß Ô Ø Â xi È i ∈ IN0 È�à Ï%ß à Õ�Ï Á�á�à ¾1Ê ÃâÂ�à Év¾%× Ç Ê à&Â�Ç�Â Ûã× à ¾ Ã©Á�ÜÐÆÍ'Ô Ï Ò Ï

xi+1 = ϕ(xi), i = 0, 1, . . . ,Ê1Ø Ç�Â�ÃãÁ�Â Û(ä�åeÏÀÕ Ã ½ ÐÆÍ&Ç × ÙÖÒ ×%Û Ä xi ∈ [a, b] È ∀i ∈ IN ÞæÁ�Â�Ã ½âß�ç Á Û�Ø Ç Ê Ã ½�¾�Ï α Ä
íiè ¶k� ���`  ° ¬ � Ì ½âß Ç&Ô�Ü�Á × Lipschitz

|ϕ(x) − ϕ(x′)| ≤ l|x − x′|, 0 ≤ l < 1,¾1Ï%ßÓé�Ê�¿âÕ Ü�ÐãÂ ¾�Ï&å�ê Ä ëkÐÆà ÏÀÕ(Ê1Ø Ç�ÂvÂ�Ç ¾ Ã©Á�Â ¾ Â ½�¾ Â�Ô Ê1Ø Â�à Éì¾ Ã å ½âß Ç&Ô�Ü�Á Ê'å φ ∈ C1[a, b] Á�Â�Ã
|ϕ(1)(x)| < 1, ∀x ∈ [a, b].

º � ·�¶��P�`  ° ¬ °SíîÊæ¾1Ï.ß�å ½ïß Ð�ð ÏñÛ Ã ½ Ð É.ß�å Á�Â�Ã ¾ Ã å ½âß Ç&Ô�Ü�Á Ê'åæ¾�Ï%ßÓé�Ê�¿âÕ Ü�ÐâÂ ¾1Ï&å,ê Ä ë Ë
|xn − α| ≤ ln

1 − l
|x1 − x0|,

¹�»
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Á�Â�Ã

|xn − α| ≤ l

1 − l
|xn − xn−1|.

º � ·�¶��P�`  ° ¬ ¯�»¼,½�¾À¿
α Í&Ç�Â ½�¾ Â�Ô ÊÖÕ(Ék½�× Ð Ê1Ø Ï#¾%×�å ϕ Á�Â�Ã

I := [α − %, α + %], % > 0,

Ð�Ã ÂÓà ÊÖÕ Ã Ï ÎdÜ ¾1Ï.ß α ÄÆÅYÇ ϕ ∈ C1(I) Á�Â�Ã
|ϕ(1)(x)| ≤ l, 0 < l < 1, x ∈ I,¾.É%¾�Ê.Ë

(i) ∀x0 ∈ I È × Â�Á ÏñÛ�Ï.ß Ô Ø Âvà Ï%ß à Õ�Ï Á�á�à ¾1Ê Ã(Â�à Éì¾%× Ç Ê à&Â�Ç�Â Ûã× à ¾ Ã©Á�ÜYÐÆÍ'Ô Ï Ò Ï
xi+1 = ϕ(xi), i = 0, 1, . . .Ê1Ø Ç�Â�ÃãÁ�Â Û(ä�åeÏÀÕ Ã ½ ÐÆÍ&Ç × Ä

(ii) ÌrÂ�Á ÏñÛ�Ï.ß Ô Ø Â ½âß�ç Á Û�Ø Ç Ê Ã ½�¾1Ï α Ä
(iii) ô Ï α

Ê1Ø Ç�Â�Ã ¾�Ï Ð Ï Ç�Â�Ò%Ã©Á Éì½�¾ Â�Ô Õ(ÊÖÕ(Ék½�× Ð Ê1Ø Ïì¾%×�å ϕ
½�¾1Ï

I Ä
º � ·�¶��P�`  ° ¬ Ðõ»¼,½�¾À¿

ϕ Ð�Ã Â ½âß Ç%ö Õ�¾%×�½�×iÊ à&Â�Ç%ö Ûã×�÷ã×�åkÊ à&Â Õ Á ä�åk½âß Ç Ê Î ä�å à&Â Õ Â ç�¿Æøç�Ø ½ Ã Ð ×g½�Ê Ð�Ã ÂÓà ÊÖÕ Ã Ï ÎdÜ I
¾�Ï%ß

α È É à Ï%ß α
Ê1Ø Ç�Â�ÃãÍ&Ç�Â ½�¾ Â�Ô ÊÖÕ(Ék½�× Ð Ê1Ø Ïì¾%×�å ϕ ÄÆÅYÇ

|ϕ(1)(x)| ≤ l, 0 < l < 1, ∀x ∈ I,¾.É%¾�Ê ×
ϕ Í\Î Ê Ã ¾ ö�ù ×Ó½ á ç Á Û Ã ½�×�å p ≥ 1 È ç Ã Â ¾1Ï ÇYà Õ�Ï&½ Ò%Ã ÏÀÕ Ã ½ Ð É#¾1Ï.ß α ÈïÂ�ÇkÁ�Â�Ã�Ð É Ç Ï Â�Ç

ϕ(k)(α) = 0, k = 1, 2, . . . , p − 1, Á�Â�Ã ϕ(p)(α) 6= 0.¼ à�Ã©à Û Í Ï Ç
lim

i→∞

|εi+1|
|εi|p

=
1

p!
|ϕ(p)(α)|.

º � ·�¶��P�`  ° ¬ � » ¼,½�¾À¿
α Í&Ç1Â ½�¾ Â�Ô ÊÖÕ(É�½�× Ð Ê1Ø Ï Ð�Ã Â å�½âß Ç%ö Õ�¾%×�½�×�å ϕ ∈ Cp(I) ÈïÙ p ≥ 1ÞÉ à Ï%ß

I := [α − %, α + %], % > 0,

Ð�Ã Âæà ÊÖÕ Ã Ï ÎdÜ ¾�Ï%ß α È�Á�Â�Ã�Í ½�¾p¿ {xi}
× Â�Á ÏñÛ�Ï.ß Ô Ø Â à Ï.ß à Õ�Ï Á�á�à ¾1Ê Ã�Â�à Éd¾%× Ç Ê à&Â�Ç�Â Ûã× à ¾ Ã©Á�ÜÐÆÍ'Ô Ï Ò Ï

xi+1 = ϕ(xi), i = 0, 1, . . . .

ÅYÇ
1

p!
|ϕ(p)(x)| ≤ M, ∀x ∈ I,
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Á�Â�Ã × ϕ à Ûã×%Õ�Ï%Øâ¾ Ã å ½âß Ç&Ô�Ü�Á Ê'å
ϕ(k)(α) = 0, k = 1, 2, . . . , p − 1, ϕ(p)(α) 6= 0,

Á�Â�Ã
M%p−1 < 1,

¾.É%¾�Ê ∀x0 ∈ I
Ë

(i) xi ∈ I È ∀i ∈ IN Ä
(ii) ÌrÂ�Á ÏñÛ�Ï.ß Ô Ø Â {xi}

½âß�ç Á Û�Ø Ç Ê Ã ½�¾�Ï α È�Ð Ê ¾ ö�ù ×Ó½ á ç Á Û Ã ½�×�å p Ä
(iii) ô Ï α

Ê1Ø Ç�Â�Ã ¾�Ï Ð Ï Ç�Â�Ò%Ã©Á Éì½�¾ Â�Ô ÊÖÕ(Ék½�× Ð Ê1Ø Ï#¾%×�å ϕ
½�¾1Ï

I Ä
º � ·�¶��P�`  ° ¬ ë ÅYÇ × f

Ê1Ø Ç1Â�ÃãÒ ß�Ï��ãÏÀÕ Í å à&Â Õ Â ç�¿ïç�Ø ½ Ã Ð ×g½�Ê Ð�Ã ÂÓà ÊÖÕ Ã Ï ÎdÜÓÐ�Ã Â å Â�à Û Ü åÕ�Ø Ý Â å α
¾%×�å Ê ù Ø ½�¿�½�×�å

f(x) = 0,

¾.É%¾�Ê Ù ç Ã ÂcÁ�ö�Ô Ê x0 Â Õ Á Ï á�Ç ¾p¿�å Á Ï Ç ¾ ö ½�¾%× Ç α Þ × Â�Á ÏñÛ�Ï.ß Ô Ø Âcà Ï%ß à Õ�Ï Á�á�à ¾1Ê ÃïÂ�à É`¾%×ÐÆÍ'Ô Ï Ò Ï Newton
½âß�ç Á Û�Ø Ç Ê Ã ½�¾%× Ç α Á�Â�Ã ×¦¾ ö�ù ×¦½ á ç Á Û Ã ½�×�å#Ê1Ø Ç�Â�Ã�Ù ¾�Ï%ß'Û öÖÎwÃ ½�¾�Ï ÇpÞ ¾1Ê�ø¾�Õ Â ç�¿ Ç%Ã©Á(Ü�Ä

º � ·�¶��P�`  ° ¬ ¥ » ¼,½�¾À¿
α Ð�Ã Â#Â�à Û Ü Õ�Ø Ý Â ¾%×�åæÊ ù Ø ½�¿{½ã×�å

f(x) = 0,

É à Ï%ßæ× f
Ê1Ø Ç�Â�Ã�Ò ß�Ï��ãÏÀÕ Í åd½âß Ç Ê Î ä�å à&Â Õ Â ç�¿âç�Ø ½ Ã Ð ×ì½�Ê Ð�Ã Âkà ÊÖÕ Ã Ï ÎdÜ I := [α−%, α+%] È

% > 0 È ¾%×�å α ÈwÁ�Â�Ã Í ½�¾p¿ {xi}
× Â�Á Ï�Û�Ï%ß Ô Ø Âcà Ï.ß à ÕãÏ Á�á�à ¾1Ê ÃïÂ�à ÉÓ¾%× Ç Ê�� Â Õ Ð Ï�ç Ü ¾%×�åÐ Ê Ô É Ò Ï%ßv¾%×�åk¾ Í1Ð Ï%ß�ß�½ Â å Ä ÅYÇ f (2)(α) 6= 0 È

1

2
|f

(2)(x)

f (1)(x)
| ≤ M, ∀x ∈ I,

Á�Â�Ã ¾1Ï %
Ê1Ø Ç�Â�Ã�Â Õ Á Ï á�Ç ¾À¿�å Ð�Ã©Á Õ(É ä�½�¾1Ê

M% < 1,

¾.É%¾�Ê.Ë
(i) xi ∈ I È ∀i ∈ IN Ä
(ii) ÌrÂ�Á ÏñÛ�Ï.ß Ô Ø Â {xi}

½âß�ç Á Û�Ø Ç Ê Ã ½�¾%× Ç α Ä
(iii) Ì ¾ ö�ù ×g½ á ç Á Û Ã ½�×�å Ê1Ø Ç1Â�Ã p = 1

2 (1 +
√

5) ≈ 1.62 Ä



¹�æ � 2��(�.2�öÕú �
T bJ7>K`b~tW6ù?
° ¬ � �@ÆÎß }áÍËÆ´óÁÍ�Â/âLÆ'}�ß ÀkÇiÀ/â

x3 + 2x − 1 = 0
Ô'�kÆÎÂ/ÌcÂ ¾@ÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã�Ê@É�ß �Ë¾

α ∈ ( 1
4 , 1

2 )
º

ÜÞÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�ß ÀkÍËÆqÙcÖ�Â Æ�Øq¾2ÙcóäÍ�Â Ø_Ùc¾ÁÉË¾2Ã�Ä2ÍÈÇ�À/åÁàË¾ÁÉáÍËÊÁÀ/ÆÎÂ Ø_ÆÈÙc¾ÁàËÄ2Ú�â | âÁØ ϕ
ÌÁÙcÖcÉËÖ��Áà àË¾�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â â�ÅQÖ��Áà�" Ì�ÆeÃ�¾2ÍËÄ2Ú�â2ÚÁÖ

x0
$PãYÂ ¾÷ÍËâÁàbÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â÷ÍËâÁØ

α
Ì�Æ�ÍËâÁà¿ÆÈÙc¾ÁàË¾2Ú�â�Ù�Í�Â Ã�ÊÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖ

xi+1 = ϕ(xi)
�
i = 0, 1, . . .

� �
(i)

1

2
(1 − x3), (ii) (1 − 2x)/x2, (iii) x − x3 + 2x − 1

3x2 + 2
.

° ¬ °�� ÆÈÇiÉËÊÁÀkÍËÆÞÍËâÁàEÆ�ÛY¾ÁÉËÌ�Ö2ã/Ê@ÍËâÁØ�ÆÈÙc¾ÁàË¾2Ú�â2Ù�Í�Â Ã�ÊÁØÞÌ�ÆÕÅQóc×ËÖcå
xi+1 =

xi(2a + x3
i )

2x3
i + a

, i = 0, 1, . . . ,

ãYÂ ¾@ÍËâÁàEÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â@ÍËâÁØ�É�ß �Ë¾ÁØ
α = 3

√
a
�
a > 0

�kÍËâÁØ�Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ
f(x) := x(x3 − a) = 0.�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â©�kÌ�Æ´Ã�¾2ÍËÄ2Ú�â2ÚÁÖ

x0
�/âLÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ<ÆÎß àË¾�ÂkÍËÉ�ß ÍËâÁØ´ÍËÄ�}ËâÁØ�À��2ãkÃcÚcÂ À/âÁØ2º

° ¬ ¯ x y ÀkÍ�Ç f ∈ C2[a, b]
ºr�@ÆÎß }áÍËÆ«ã/ÆÈÇiÌ�ÆÈÍËÉ�Â Ã�Ä¢ó2Í�Â¿¾Áà â

f
Ù�Ú�âÁÉËÖ�ßbÍ�Â ØqÙc¾ÁÉË¾2Ã�Ä2ÍÈÇÀ/åÁàÎÅQÊ2Ã�Æ�Ø

(i) f(a)f(b) < 0
�

(ii) f (1)(x) 6= 0
�
x ∈ [a, b]

�
(iii) f (2)(x) ≥ 0

� ∀x ∈ [a, b]
�/Ê

f (2)(x) ≤ 0
� ∀x ∈ [a, b]

�
(iv) |f(a)|/|f (1)(a)| < b − a

Ã�¾�Â |f(b)|/|f (1)(b)| < b − a
�

ÍËóÁÍËÆ:â Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ
Newton

À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂiÀkÍËâ�Ì�ÖÁàË¾Á×�Â Ã�Ê É�ß �Ë¾
α ∈ (a, b)

ÍËâÁØ«Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ
f(x) = 0

� ∀x0 ∈ [a, b]
º

° ¬ Ð�� ÆÈÇiÉËÊÁÀkÍËÆÞÍËâÁàEÆ�ÛY¾ÁÉËÌ�Ö2ã/Ê@ÍËâÁØ�Ì�ÆÕÅQóc×ËÖcå
Newton

ãYÂ ¾@ÍËâÁà<ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â@ÍËâÁØ�É�ß �Ë¾ÁØ
m
√

β
�
β > 0

�kÍËâÁØ�Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ
f(x) := xm − β = 0, m ∈ IN.�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â/Ö�¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�ÆÎß àË¾�Â

xi+1 =
m − 1

m
xi +

β

mxm−1
i

, i = 0, 1, . . . .

�@ÆÎß }áÍËÆ�ÆÈÙ�ß À/âÁØ�ó2Í�Â/Ö�¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂ/ÀkÍËâÁà
m
√

β
� ∀x0 > 0

º
° ¬ � y ÛY¾ÁÉËÌ�ócÀkÍËÆ@ÍÎÖÁà:¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�Ö Newton

ÍËâÁØLÙcÉËÖcâ2ã/Ö��ÁÌ�Æ�àËâÁØ@ÄÁÀkÃ�âÁÀ/âÁØ��§Ì�Æ
m = 2

�ãYÂ ¾´ÍÎÖÁàéå2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYÂ À/Ì�ó�ÍËâÁØbÍ�Â Ì�ÊÁØWÍËâÁØ √
2
" Ì�ÆW¾ÁÉ�Â ÅQÌ�â2Í�Â Ã�ÊéÍËÉ�Â �iàÞ×�º | º $ì�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØÍ�Â Ø�¾ÁÉ&�/Â Ã�Ô�ØÞÍ�Â Ì�Ô�Ø � (i) x0 = 0.1

�kÃ�¾�Â
(ii) x0 = 2

º � �kÖ�ÚcÂ ÄÁÀkÍËÆéÍÎ¾@¾2ÙcÖ2ÍËÆÈÚ�Ô�À/Ì�¾2ÍËÄEÀ/¾ÁØ2º



� ö����ûú��iü{ý&3 0(+'2(�bþ�� þÎø��Õþ�þ�ú ��ÿeÿ¿ö���ú 2�ÿ�2�öp�eÿ ¹Áê
° ¬ ë	� ÆÈÇiÉËÊÁÀkÍËÆÞÍËâÁàEÆ�ÛY¾ÁÉËÌ�Ö2ã/Ê@ÍËâÁØ�Ì�ÆÕÅQóc×ËÖcå

Newton
ãYÂ ¾@ÍËâÁà<ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â@ÍËâÁØ�É�ß �Ë¾ÁØ

1/a
ÍËâÁØ�Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ

f(x) :=
1

x
− a = 0, a ∈ IR, a > 0.

�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â/Ö�¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�ÆÎß àË¾�Â
xi+1 = xi(2 − axi), i = 0, 1, . . . .�@ÆÎß }áÍËÆ ÆÈÙ�ß À/âÁØ ó2Í�ÂPÖJ¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂ ∀x0 ∈ (0, 2/a)

ºÓ" �E�P� � � ¤ �`��� � å2ÙcÖ !Ú�Ö2ãYÂ À/Ì�ócØ´ÍÈÇià@×�Â ¾Á×ËÖ��/Â Ã��iàEÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÈÇià
xi
×ËÆ�à ¾2Ùc¾�Â ÍËÆÎßk×�Â ¾�Â ÉËÔ�À/ÆÎÂ Ø2º $

° ¬ ¥ �@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�ÂQ¾Áà
α
ÆÎß àË¾�ÂYÌcÂ ¾>É�ß �Ë¾LÙcÖ2ÚÁÚ�¾2Ù�ÚÁó2ÍËâ2Í�¾ÁØ

m > 1
ÍËâÁØ<Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ

f(x) = 0Ã�¾�ÂYâ
f
ÆÎß àË¾�Â/×ËåÁÖ�ÛYÖcÉËÔ�ØEÀ/åÁàËÆ'���iØ�Ùc¾ÁÉË¾2ãkÇeãYß ÀYÂ Ì�âLÀ/Æ�ÌcÂ ¾LÙcÆ�É�Â Ö��kÊ@ÍÎÖcå

α
�/ÍËó2ÍËÆY" ∀x0

�¾ÁÉáÃ�Ö��ÁàáÍ�ÇiØ¿Ã�ÖÁàáÍËÄ<ÀkÍ�Ö
α
$eâ<¾2Ã�Ö�Ú�Öcå�ÅPß ¾ {xi}

ÙcÖcå´ÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍËÆÎÂÁ¾2Ù�óEÍËâ<Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖ
NewtonÀ/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂkÀkÍËâÁà

α
Ì�ÆÞã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ê@ÍËÄ�}ËâLÀ��2ãkÃcÚcÂ À/âÁØ��cÃ�¾�Â

lim
i→∞

|εi+1|
|εi|

= 1 − 1

m
,

ó�ÙcÖcå
εi = xi − α

º,"�
 ³âèP��� � ¸ ���
f(x) = (x − α)mg(x)

�kó�ÙcÖcå
g(α) 6= 0

º $
° ¬\� ÓqÆ´ÍÎÖcåÁØEÀ/åÁÌ2ïcÖ�ÚcÂ À/Ì�Ö��ÁØ´Ã�¾�Â/Í�Â ØEÀ/åÁàÎÅQÊ2Ã�Æ�Ø�ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ ¹�º ð��/×ËÆÎß }áÍËÆ<ó2Í�ÂQâ>ÆÈÙc¾ !àË¾2Ú�â2Ù�Í�Â Ã�Ê@Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ

xi+1 = xi − m
f(xi)

f (1)(xi)
, i = 0, 1, . . . ,

À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂkÀkÍËâÁà
α
Ì�ÆÞÍËÆÈÍËÉË¾2ãkÇià�Â Ã�Ê@ÍËÄ�}ËâLÀ��2ãkÃcÚcÂ À/âÁØ2º

° ¬\� ¡,� �   � � �] Y�e�   ��³ � ����£ �Y¡��`�P©
Aitken x y ÀkÍÈÇ {xi}

ÌcÂ ¾´¾2ÃkÖ�Ú�Öcå�ÅPß ¾éÙcÖcå´ÀYå2ã�Ã�Úcß !àËÆÎÂYÌ�Æ´ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ê@ÍËÄ�}ËâLÀ��2ãkÃcÚcÂ À/âÁØ�À/Æ�ÌcÂ ¾@Í�Â Ì�Ê
α
ºw�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�ÂkãYÂ ¾>Ì�ÆÈã/Ä2Ú�Æ�Ø´Í�Â Ì�Ô�Ø´ÍÎÖcå

i
�

α ≈ xi+2 −
(xi+2 − xi+1)

2

xi+2 − 2xi+1 + xi
.

" �E�P� � � ¤ �`��� çéÙcó ÍÎÖ Ù�Â Ö ÙcÄÁàáÇ�ÌÁÙcÖcÉËÖ��ÁÌ�ÆFàË¾ À/åÁÌÁÙcÆ�ÉËÄÁàËÖcåÁÌ�ÆFó2Í�Âi¾Áà
xi, xi+1

Ã�¾�Â
xi+2

ÆÎß àË¾�Â�ÍËÉËÆÎÂ Ø�×�Â ¾Á×ËÖ��/Â Ã�Ô�ØÞÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYß À/ÆÎÂ Ø´ÍËâÁØ
α
�kÍËó2ÍËÆ´â

α̃ = xi+2 −
(xi+2 − xi+1)

2

xi+2 − 2xi+1 + xiÆÎß àË¾�ÂWÌcÂ ¾ Ã�¾2Ú��2ÍËÆ�ÉËâ ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/âkº%çÞå2ÍËÊ�ÆÎß àË¾�ÂWâ¢×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾ Ùc¾ÁÉËÆÈÃ�ïcÖ2Ú�Ê2Ø
Aitken !

Aitken’s extrapolation procedure
º $

° ¬ ��ì � ÆÈÙc¾ÁàË¾2Ú�â�Ù�Í�Â ÃcÊ@Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ
xi+1 = 0.5(10 − x3

i )
1/2, i = 0, 1, . . . ,Ì�Æ

x0 = 1.5
�/À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂkã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ä@ÀkÍËâ>Ì�ÖÁàË¾Á×�Â Ã�ÊLÉ�ß �Ë¾

α ∈ [1, 2]
ÍËâÁØ�Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ

x3 + 4x2 − 10 = 0.



¹�) � 2��(�.2�öÕú �
y ÛY¾ÁÉËÌ�ócÀkÍËÆ÷»%�bïcÊÁÌ�¾2ÍÎ¾WÍËâÁØeÆÈÙc¾ÁàË¾2Ú�â�Ù�Í�Â Ã�Ê2Ø�Ì�ÆÕÅQóc×ËÖcåkº � ÍËâ÷À/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾(�%�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â ÊÁÀkÍËÆÍ�Â ØÞÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÎÂ Ø � (i) x2, x3, x4

�
(ii) x3, x4, x5

��Ã�¾�Â
(iii) x4, x5, x6

��ã/¾�ÂkàË¾ ÙcÉËÖcÀ/×�Â Ö !É�ß ÀkÍËÆbÌ�ÆiÍËâÞ×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾
Aitken

Í�Â ØW¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �kÆ�ØeïcÆÈÚÁÍ�Â ÇiÌ�Ô�àËÆ�ØeÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÎÂ Ø
α̃1
�
α̃2
Ã�¾�Â

α̃3
º � �kÖ�ÚcÂ ÄÁÀkÍËÆÞÍ�¾>¾2ÙcÖ2ÍËÆÈÚ�Ô�À/Ì�¾2ÍËÄ À/¾ÁØ��k×ËÆ�×ËÖcÌ�Ô�àËÖcåLó2Í�ÂYÀ/Æ´ñL×�º | º α = 1.36523001

º
° ¬ �Y� � Æ@ÌcÂ ¾«Æ�ÛY¾ÁÉËÌ�Ö�ã/Ê:ÍËâÁØLÌ�ÆÕÅQóc×ËÖcå

Newton
" ãYÂ ¾:ÍÎÖÁà>ÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�Â À/Ì�óJÍËâÁØLÉ�ß �Ë¾ÁØ

αÌcÂ ¾ÁØ@Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ
f(x) = 0

$éÙc¾ÁÉË¾2ÍËâÁÉËÆÎß ÍÎ¾ÁÂP¾ÁÉáã/Ê�À��2ã�Ã�ÚcÂ À/â(�Qã/ÆÈã/Ö�àËócØ ÙcÖcå�å2ÙcÖc×ËÆÎÂ Ã�à&�ÁÆÎÂóÁÍ�ÂPâ
α
Ô'�kÆÎÂQÙcÖ2ÚÁÚ�¾2ÙÁÚ�ó2ÍËâ�ÍÎ¾

m > 1
º y }Ëâ2ã/ÊÁÀkÍËÆEÙ�ÇiØ ÌÁÙcÖcÉËÖ��ÁàLàË¾Ó�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â â�ÅQÖ��ÁàÍÎ¾«¾2ÙcÖ2ÍËÆÈÚ�Ô�À/Ì�¾2Í�¾FÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ>¹�º ð��]À/Æ@À/åÁàË×ËåÁ¾ÁÀ/Ì�óJÌ�Æ ÍËâ«×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾FÙc¾ÁÉËÆÈÃ�ïcÖ2ÚÁÊÁØ

Aitken
ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ ¹�º ô(�YãYÂ ¾>ÍÎÖÁà@ÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�Â À/Ì�ó:ÍËâÁØEÙcÖ�ÚÁÚ�¾2Ù�ÚÁó2ÍËâ2ÍÎ¾2Ø m

º#" �E�P� � � �¤ �`��� ÓqÆÈÍËÄ�Í�ÖÁà ÙcÉËÖcÀ/×�Â Ö�É�Â À/Ì�óTÍËâÁØ
m
�éâ¢Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØJÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØq¹�º ñ¢ÌÁÙcÖcÉËÆÎßWàË¾�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â â�ÅQÆÎß�ãYÂ ¾@ÍÎ¾��kÆÎß ¾@À��2ãkÚcÂ À/â@ÀkÍËâÁà

α
º $

° ¬ �k°   ÉËÄ | ÍËÆ<Ô�àË¾LÙcÉËó2ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�¾ Fortran
×�Â Ù�Ú�ÊÁØ<¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾2Ø´ãYÂ ¾LÍËâÁà ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â>Ì�Æ�ÍËâÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖ

Newton
Í�Çià É�Â �%�ià@ÌcÂ ¾ÁØ�Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ�ÍËâÁØ�Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ

f(x) = 0
º

� ÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�Ù�Â ÊÁÀkÍËÆ�Í�Ö�ÙcÉËó2ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�Ä À/¾ÁØ:ãYÂ ¾_ÍÎÖÁàqå2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYÂ À/Ì�ó Í�ÇiàqÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã��iàJÉ�Â �%�iàÍ�Çià�Æ'}�Â À(�iÀ/ÆÈÇià � (i) x−2−x = 0
�c¾ÁÉ&�kß �ËÖ�àáÍ�¾ÁØéÌ�Æ

x0 = 0.5
��Ã�¾�Â

(ii) x3−2x−5 = 0
�¾ÁÉ&�/ß �ËÖ�àáÍ�¾ÁØ«ÌÁÆ

x0 = 3
ºoò<¾�ÂiÀkÍ�Â Ø«×&�ÁÖ�ÙcÆ�É�Â Ù�Í%�iÀ/ÆÎÂ Ø��w�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â ÊÁÀkÍËÆFÍ�Ö�Ã�É�Â ÍËÊÁÉ�Â ÖÍËÆ�ÉËÌ�¾2Í�Â À/Ì�Ö�� |xN+1−xN | < 10−13 º�" �E�P� � � ¤ �`��� ¼WÚ/º`ÍÎÖ<ï�Â ï�Úcß Ö�ÍÈÇià   º���ºÁçéÃ�É�ß ïcâÃ�¾�Â�¼´º§çEºÆ�@Öcå2ã/¾2Ú�Ê(�

“ 
�� ���������������������� �� !#"$�%�&� '(�)�*��+-,�.��(� ”
�eÀ/ÆÈÚ/º_ê�»��§ãYÂ ¾JÍ�Â ØÍ�Â Ì�Ô�Ø´Í�ÇiàE×�Â ¾Á×ËÖ��/Â Ã��ià�ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÈÇià<ÙcÖcå ÙcÉËÔÈÙcÆÎÂkàË¾ ÙcÉËÖ�Ã�� | ÖcåÁà<¾2ÙcóLÍÎÖLÙcÉËó2ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�ÄÀ/¾ÁØ2º $
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¤�¥ b¦t¿6ù? T bJ7>K`b¦t o [
° ¬ ° � À/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/âLÆÈÙc¾ÁàËÄ2Ú�â | âÁØ´ÆÎß àË¾�Â

ϕ(x) =
x(2a + x3)

2x3 + a
.

� åÁàËÆÈÙ��iØ�¾Áà
α := 3

√
a
�kÍËó2ÍËÆ

ϕ(α) = α
º y Ù�ß À/âÁØ

ϕ(1)(x) =
2(x3 − a)2

(2x3 + a)2
⇒ ϕ(1)(α) = 0,

ϕ(2)(x) =
36ax2(x3 − a)

(2x3 + a)3
⇒ ϕ(2)(α) = 0,

ϕ(3)(x) =
36a

(2x3 + a)4
[x(5x3 − 2a)(2x3 + a) − 18x4(x3 − a)],

⇒ ϕ(3)(α) =
4

3
√

a2
6= 0.

⇒ � ÆÈÙc¾ÁàË¾2Ú�â2Ù�Í�Â Ã�Ê«Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ��eÌ�ÆLÃ�¾2ÍËÄ2Ú�â2Ú�Ö x0
�eÀ/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂ§ÀkÍËâÁà:Í�Â Ì�Ê

α = 3
√

a
ÌÁÆÍËÄ�}Ëâ�À��2ãkÃcÚcÂ À/âÁØJÒkºr" ¼WÚ/º � ÆÈÇiÉËÊÁÌ�¾2ÍÎ¾�¹�º æ�Ã�¾�Â¿¹�º ê�º $
Ü´Â ÖäÀ/å2ãkÃ�ÆÈÃ�É�Â Ì�Ô�àË¾ �cx y ÀkÍÈÇ

I := [α − %, α + %]
�/ó�ÙcÖcå ÍÎÖ

%
ÆÎß àË¾�Â�Í�º Ç÷º

1

6
|ϕ(3)(x)|%2 < 1, x ∈ I.

z÷óÁÍËÆ�� ∀x0 ∈ I
�/âLÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ�À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂkÀkÍÎÖ

α
Ì�ÆÞÍËÄ�}ËâLÀ��2ãkÃcÚcÂ À/âÁØ´Òkº

° ¬ ¯ ÜÞ¾ÁÉË¾2ÍËâÁÉËÖ��ÁÌ�ÆéÍÎ¾LÆ'}ËÊÁØ �
• � åÁàÎÅQÊ2Ã�Æ�Ø (i)

Ã�¾�Â
(ii) � ⇒ � Æ'}�ß ÀkÇiÀ/â>Ô'�kÆÎÂ/ÌcÂ ¾LÌ�ÖÁàË¾Á×�Â Ã�ÊLÉ�ß �Ë¾ α ∈ [a, b]

º
• � åÁàÎÅQÊ2Ã�Æ�Ø (iii)

Ã�¾�Â
(ii) � ⇒ � À/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/â f (1) ÆÎß àË¾�Â/Ì�ÖÁàËó2ÍÎÖÁàËâLÀkÍÎÖ [a, b]

º
• � åÁàÎÅQÊ2Ã�â (iv) � ⇒ � Â§Æ�ÛYÄ2Ù�ÍÎÖcÌ�Æ�àËÆ�ØLÍËâÁØ

y = f(x)
ÀkÍÎ¾qÀ/âÁÌ�ÆÎß ¾

(a, f(a))
Ã�¾�Â

(b, f(b))
ÍËÔ�Ì�àËÖcåÁàEÍ�ÖÁà Ä�}ËÖÁàË¾@ÍÎÖcå

x
Æ�àáÍËócØ´ÍÎÖcå

[a, b]
º

çÞà@å2ÙcÖÁÅQÔ�À/ÖcåÁÌ�ÆéÍ%�iÉË¾Ló2Í�Â
f(a) < 0, f(b) > 0

Ã�¾�Â
f (2)(x) ≥ 0, ∀x ∈ [a, b]," Ö�ÂQÄ2ÚÁÚ�Æ�ØÞÙcÆ�É�Â Ù�Í%�iÀ/ÆÎÂ Ø�Æ'}ËÆÈÍËÄ��ËÖÁàáÍÎ¾�Â/¾ÁàËÄ2Ú�Ö�ã/¾�$1��ÍËóÁÍËÆ´¾2ÙcóFÍ�Ö�ãkÉËÄÁÛYâÁÌ�¾LÍËâÁØ

y = f(x)ÌÁÙcÖcÉËÖ��ÁÌ�Æ´àË¾LÀ/åÁÌÁÙcÆ�ÉËÄÁàËÖcåÁÌ�ÆÞ¾ÁÌ�Ô�ÀkÇiØ<ó2Í�Â �
• çÞà α < x0 ≤ b

�÷Í�ó2ÍËÆJâ¢¾2Ã�Ö2Ú�ÖcåËÅPß ¾ {xi}
ÙcÖcå�ÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍËÆÎÂb¾2ÙcóTÍËâ¢Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖ

Newton
À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂkÌ�ÖÁàËÖ2ÍÎÖÁà�Â Ã�ÄLÀkÍËâÁà

α
º

• çÞà a ≤ x0 < α
�YÍËó2ÍËÆ

x1 ∈ (α, b)
Ã�¾�ÂQÖ�ÂQ×�Â ¾Á×ËÖ��/Â Ã�Ô�Ø�ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÎÂ Ø

x2, x3 . . .
�ÙcÖcåL¾2Ã�Ö�Ú�Öcå�ÅQÖ��Áà���À/å2ãkÃcÚcß àËÖcåÁà<Ì�Ö�àËÖ2Í�Ö�à�Â Ã�Ä@ÀkÍËâÁà

α
º

° ¬ Ð   Â ¾@ÍËâÁàEÆ'}�ß ÀkÇiÀ/â
f(x) := xm − β = 0,
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Ö�¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ

Newton
×�ß àËÆÎÂ

xi+1 = xi −
xm

i − β

mxm−1
i

i = 0, 1, . . . ,

Ê
xi+1 =

m − 1

m
xi +

β

mxm−1
i

, i = 0, 1, . . . .

� ÍÎÖ«×�Â ÄÁÀkÍËâÁÌ�¾
(0,∞)

â
f
Ù�Ú�âÁÉËÖ�ßYÍ�Â Ø À/åÁàÎÅQÊ2Ã�Æ�Ø

(i) ! (iv)
ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ@¹�º Òkº ⇒ �¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂkÀkÍËâ>É�ß �Ë¾

α = m
√

β
� ∀x0 > 0

º
° ¬ � ÓqÆ

m = 2
Ö ¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØWÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØé¹�º æv" ãYÂ ¾�ÍÎÖÁàÞå2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYÂ À/Ì�ó<ÍËâÁØ √2

$�ÆÎß àË¾�Â �
xi+1 =

1

2
(xi +

2

xi
), i = 0, 1, . . . , .

(i)
ÓqÆ

x0 = 0.1
Ö�¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�×�ß àËÆÎÂ �
x1 = 10.050, x2 = 5.125 x3 = 2.758, x4 = 1.742

x5 = 1.445, x6 = 1.415, x7 = 1.414, x8 = 1.414.

(ii)
ÓqÆ

x0 = 2
ÖF¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ´×�ß àËÆÎÂ �

x1 = 1.500, x2 = 1.417, x3 = 1.414, x4 = 1.414.

� À/åÁÌÁÙcÆ�É�Â ÛYÖcÉËÄLÍËâÁØE¾2Ã�Ö�Ú�Öcå�ÅPß ¾ÁØ {xi}
ÀkÍËâÁà ÙcÆ�É�ß Ù�Í�ÇiÀ/â

(i)
ÌÁÙcÖcÉËÆÎßYàË¾>Æ'}Ëâ2ã/â�ÅQÆÎßY¾2ÙcóÍÎÖq×ËÆ'�2ÍËÆ�ÉËÖJÀ/åÁÌÁÙcÔ�ÉË¾ÁÀ/Ì�¾�ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ>¹�º ÒkºY�@â2Ú�¾Á×ËÊ(�PÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ:â x0 = 0.1

×ËÆ�àFÆÎß àË¾�Â¾ÁÉáÃ�Ö��ÁàáÍ�ÇiØ<Ã�ÖÁàáÍËÄ�ÀkÍËâ`�Ëâ2ÍÎÖ��ÁÌ�Æ�àËâ>É�ß �Ë¾FÃ�¾�ÂQÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ
0.1 <

√
2
�QâFÙcÉ%�eÍËâ>ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â

x1
ÆÎß àË¾�ÂÁÃ�¾2ÍËÄ�ÙcÖ�Ú��æ��ÆÎÂ ÉËóÁÍËÆ�ÉËâ<¾2Ùcó<ÍËâÁà´¾ÁÉ&�/Â Ã�Ê´Í�Â Ì�Ê

x0
º0/¿ÀkÍËócÀ/Ö��

x1 ∈ (
√

2,∞)
Ã�¾�Â©�ÀkÍËâ>À/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾(��Ö�Â/ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÎÂ Ø

x2, x3, . . .
�/À/å2ãkÃcÚcß àËÖcåÁà<Ì�ÖÁàËÖÁÍ�ÖÁà�Â ÃkÄ@ÀkÍËâÁà √

2
º

° ¬ ë   Â ¾@ÍËâÁàEÆ'}�ß ÀkÇiÀ/â
f(x) :=

1

x
− a = 0,

Ö�¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ
Newton

×�ß àËÆÎÂ
xi+1 = xi +

1/xi − a

1/x2
i

⇒ xi+1 = xi(2 − axi), i = 0, 1, . . . .

� åÁàËÆÈÙ��iØ�Ö�¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�ÆÎß àË¾�Â
xi+1 = ϕ(xi), i = 0, 1, . . . ,

ó�ÙcÖcå
ϕ(x) = x(2− ax) ⇒ ϕ(1)(x) = 2(1− ax)

Ã�¾�Â
ϕ(2)(x) = −2a ⇒ |ϕ(2)(x)| =

2a
� ∀x
º � åÁàËÆÈÙ��iØ��`À��ÁÌ�Û/ÇiàË¾«Ì�Æ ÍÎÖ � Æ1�iÉËâÁÌ�¾J¹�º ê��]Öq¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ@À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂ ∀x0 ∈

[1/a − %, 1/a + %]
�/ó�ÙcÖcå

%
ÆÎß àË¾�Â�Í�º Ç÷º
a% < 1 ⇒ % <

1

a
.
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⇒ � ¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂ ∀x0 ∈ (0, 2/a)
º

° ¬ ¥
f(x) = (x − α)mg(x)

ó�ÙcÖcå>â
g
ÆÎß àË¾�ÂQ×ËåÁÖ:ÛYÖcÉËÔ�ØEÙc¾ÁÉË¾2ãkÇeãYß ÀYÂ Ì�â>Ã�¾�Â

g(α) 6= 0
º

⇒

f (1)(x) = m(x − α)m−1g(x) + (x − α)mg(1)(x).

⇒ � À/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/âLÆÈÙcàËÄ2Ú�â | âÁØéÍËâÁØ�Ì�ÆÕÅQóc×ËÖcå Newton
ÆÎß àË¾�Â

ϕ(x) = x − (x − α)mg(x)

m(x − α)m−1g(x) + (x − α)mg(1)(x)

= x − (x − α)g(x)

mg(x) + (x − α)g(1)(x)
.

⇒

ϕ(1)(x) = 1 − [g(x) + (x − α)g(1)(x)]G(x) − (x − α)g(x)G(1)(x)

{G(x)}2
,

ó�ÙcÖcå
G(x) = mg(x) + (x − α)g(1)(x).

⇒

ϕ(1)(α) = 1 − 1

m
⇒ 0 < ϕ(1)(α) < 1.

x çÞÉË¾(�bÀ��ÁÌ�Û/ÇiàË¾_Ì�ÆFÍ�Ö � Æ1�iÉËâÁÌ�¾_¹�º æ��iâ_Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ Newton
" Ì�ÆFÃ�¾2ÍËÄ2Ú�â2ÚÁÖ

x0
$ ÆÎß àË¾�ÂÙcÉ%�eÍËâÁØ�ÍËÄ�}ËâÁØ�À��2ãkÃcÚcÂ À/âÁØÞãYÂ ¾LÍ�ÖÁàEÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�Â À/Ì�óFÍËâÁØ

α
�kÃ�¾�Â/¾Áà

εi := xi − α
�kÍËó2ÍËÆ

lim
i→∞

|εi+1|
|εi|

= |ϕ(1)(α)| = 1 − 1

m
.

° ¬\� � À/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/âLÆÈÙc¾ÁàËÄ2Ú�â | âÁØ´ÆÎß àË¾�Â
ϕ(x) = x − m

f(x)

f (1)(x)
,

ó�ÙcÖcå
f(x) = (x − α)mg(x)

º ⇒ � ÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØÞÍÎ¾L¾2ÙcÖ2ÍËÆÈÚ�Ô�À/Ì�¾�ÍÎ¾EÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ¹�º ð��
ϕ(α) = α, ϕ(1)(α) = 0

Ã�¾�Â
ϕ(2)(α) 6= 0.� åÁàËÆÈÙ��iØ���À��ÁÌ�Û/ÇiàË¾qÌÁÆLÍÎÖ � Æ1�iÉËâÁÌ�¾J¹�º ê��§âJÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖcØi" Ì�Æ@Ã�¾2ÍËÄ2Ú�â2Ú�Ö

x0
$�ÀYå2ã�Ã�Úcß àËÆÎÂÀkÍËâÁà

α
Ì�Æ´ÍËÆÈÍËÉË¾2ãkÇià�Â Ã�Ê@ÍËÄ�}Ëâ@À��2ãkÃcÚcÂ À/âÁØ2º

° ¬\� � {xi}
À/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂkÀkÍËâÁà

α
Ã�¾�Â/âLÀ��2ãkÃcÚcÂ À/â@ÆÎß àË¾�Âkã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ê ⇒

xi+1 − α = Ci(xi − a), |Ci| < 1,ó�ÙcÖcå
Ci → C

Ã�¾�Â |C| ÆÎß àË¾�Âbâ ÀkÍ�¾�ÅQÆ�ÉËÄ ÍÎÖcå ¾ÁÀ/åÁÌÁÙ�Í�ÇeÍ�Â Ã�Ö�� À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾2ÍÎÖcØ2º ⇒   Â ¾Ì�ÆÈã/Ä2Ú�Æ�Ø´Í�Â Ì�Ô�Ø´ÍÎÖcå
i
�

xi+1 − α ≈ C(xi − α)
Ã�¾�Â

xi+2 − α ≈ C(xi+1 − α),
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⇒ xi+2 − α

xi+1 − α
≈ xi+1 − α

xi − α
⇒ α ≈ xi+2 −

(xi+2 − xi+1)
2

xi+2 − 2xi+1 + xi
.

° ¬ ��ì � Â�»%��Ù�É%�eÍËÆ�Ø ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÎÂ ØEÙcÖcåFÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍÎÖcåÁà@¾2Ùcó:ÍËâÁà>Æ�ÛY¾ÁÉËÌ�Ö�ã/Ê�ÍËâÁØ ÆÈÙc¾ÁàË¾ !Ú�â2Ù�Í�Â Ã�ÊÁØ´Ì�ÆÕÅQóc×ËÖcå(�k¾ÁÉ&�/ß �ËÖÁàáÍÎ¾ÁØ�Ì�Æ
x0 = 1.5

�/ÆÎß àË¾�Â �
x1 = 1.28695377, x2 = 1.40254080, x3 = 1.34545838,

x4 = 1.37517025, x5 = 1.36009419, x6 = 1.36784697,

x7 = 1.36388700, x8 = 1.36591673, x9 = 1.36487822,

x10 = 1.36541006.

� ×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾ Aitken
×�ß àËÆÎÂY¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �k¾ �

(i) α̃1 = 1.36499913, (ii) α̃2 = 1.36516894, (iii) α̃3 = 1.3652140899.� åÁàËÆÈÙ��iØ �
|α̃1 − α| ≈ 2.3 × 10−4, |̃α2 − α| ≈ 6.1 × 10−5, |α̃3 − α| ≈ 1.6 × 10−5,

Æ�à%�
|x9 − α| ≈ 3.5 × 10−4 Ã�¾�Â |x10 − α| ≈ 1.8 × 10−4.

° ¬ �Y� çÞÉáã/Ê«À��2ãkÃcÚcÂ À/â ⇒ � α
Ô'�kÆÎÂ]ÙcÖ2ÚÁÚ�¾�Ù�Ú�ó2ÍËâ�ÍÎ¾

m > 1 ⇒ � Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ NewtonÀ/å2ãkÃcÚcß àËÆÎÂ�ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ä@Ã�¾�Â�" ï�Ú/º x çÞÀkÃ�âÁÀ/â>¹�º ð�$bãYÂ ¾LÌ�ÆÈã/Ä2Ú�Æ�ØÞÍ�Â Ì�Ô�Ø´ÍÎÖcå i
�

xi+1 − α ≈ (1 − 1

m
)(xi − α).

x y ÀkÍ�Ç xi, xi+1
Ã�¾�Â

xi+2
ÍËÉËÆÎÂ Øi×�Â ¾Á×ËÖ��/Â Ã�Ô�Ø�ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYß À/ÆÎÂ ØeÍËâÁØiÌ�ÆÕÅQóc×ËÖcå

Newton
ºûz÷ó2ÍËÆ��â>×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾

Aitken
×�ß àËÆÎÂ/ÍËâÁà<Ã�¾2Ú��2ÍËÆ�ÉËâ ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â

α̃ = xi+2 −
(xi+2 − xi+1)

2

xi+2 − 2xi+1 + xi
.

çéÙcóFÍÎ¾@Ù�Â Ö>ÙcÄÁàáÇd�
(1 − 1

m
) ≈ xi+1 − α̃

xi − α̃
⇒ m ≈ xi − α̃

xi − xi+1
=: m̃.

y ÙcÆÎÂ ×ËÊ m ∈ IN
�/â@ÙcÉËÖcÀ/ÔÈãkãYÂ À/â

m̃
×�ß àËÆÎÂ/ÖcåÁÀYÂ ¾ÁÀkÍ�Â Ã�Ä ÍËâÁà<ÙcÖ2ÚÁÚ�¾2ÙÁÚ�ó2ÍËâ�ÍÎ¾EÍËâÁØ

α
º
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2Ó¶&· 3 uûV¹_`a _F? =EDF=E;v_�6 l KF? Gauss

� ÆÈÇiÉËÖ��ÁÌ�Æ´Ô�àË¾
n × n

ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�óFÀ��ÁÀkÍËâÁÌ�¾
Ax = b,

ó�ÙcÖcå
A := (ai,j) ∈ IRn,n �PÌ�Æ det A 6= 0

�YÃ�¾�Â
b := (bi) ∈ IRn º � ÍËó��kÖcØEÌ�¾ÁØEÆÎß àË¾�ÂQÖå2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYÂ À/Ì�ócØÞÍËâÁØ�Ì�Ö�àË¾Á×�Â Ã�ÊÁØÞÚ��ÁÀ/âÁØ

x := (xi) ∈ IRn ÍÎÖcåLÀ/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2Í�ÖcØ2ºz÷ÖFã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�óFÀ��ÁÀkÍËâÁÌ�¾Ñ" À/Æ´Ù�Ú�ÊÁÉËâ@Ì�ÖcÉËÛYÊ�$¿ÆÎß àË¾�Â �
a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1

a2,1x1 + a2,2x2 + · · · + a2,nxn = b2

· · · ·
· · · ·
· · · ·

an,1x1 + an,2x2 + · · · + an,nxn = bn

� Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖcØ>¾2Ùc¾2Ú�Ö�Â ÛYÊÁØ Gauss
"
Gauassian elimination

$´ïc¾ÁÀYß �ËÆÈÍÎ¾�Â`ÀkÍËâqÌ�ÆÈÍ�¾2ÍËÉËÖ�ÙcÊÍÎÖcå�À/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ
Ax = b

�PÌ�ÆEÃ�¾2ÍËÄ2Ú�â2ÚÁÖcåÁØ<Ì�¾2ÍÎ¾ÁÀ��kâÁÌ�¾2Í�Â À/Ì�Ö��ÁØ<ã/ÉË¾ÁÌ�Ì��iàc" ó�Ù�ÇiØ ÍËâÁØÆ�àË¾2ÚÁÚ�¾2ã/ÊÁØFÍËâÁØ«À/ÆÎÂ ÉËÄÁØ:×ËåÁÖ¢Æ'}�Â À(�iÀ/ÆÈÇiàqÃ�¾�ÂeÍËâÁØ:ÙcÉËócÀ�ÅQÆ�À/âÁØ�Ãk¾2ÍËÄ Ì�ÔÈÚ�â Æ�àËócØ:ÙcÖ�Ú !Ú�¾2Ù�Ú�¾ÁÀYß Öcå@Ã�Ä2ÙcÖ�Â ¾ÁØ<Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ À/ÆEÌcÂ ¾FÄ2ÚÁÚ�â�$1�YÀ/ÆEÔ�àË¾�Â À/Öc×&�ÁàË¾ÁÌ�Ö�ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�ó:À��ÁÀkÍËâÁÌ�¾
Ux = b̂

ó�ÙcÖcå«ÖqÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØ
U ∈ IRn,n ÆÎß àË¾�Â§ÄÁàáÇ-ÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ócØ2º � �Ëâ2Í�Ö��ÁÌ�Æ�àËâ«Ú��ÁÀ/â xå2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYß �ËÆÈÍ�¾�ÂÁÀkÍËâ<À/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾(��¾2ÙcóEÍÎÖ ÄÁàáÇ ÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ó@À��ÁÀkÍËâÁÌ�¾

Ux = b̂
�cÌ�Æ¿ÍËâ<Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖÍËâÁØ�ÙcÉËÖcØ´Í�¾LÙ�ß ÀkÇo¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍÎ¾ÁÀ/âÁØì"

backsubstitution
$Èº

465�798;:<5�:<7�=�>@?A8
Gauss� Æ�ó�� Í�Â/¾2Ã�Ö2Ú�Öcå�ÅQÆÎß ��å2ÙcÖÁÅQÔÈÍÎÖcåÁÌ�ÆÞó2Í�Â

a1,1 6= 0
Ã�¾�Â/ó2Í�Â/Ö�ÂkÙcÖcÀ/ó2ÍËâ2ÍËÆ�Ø

a
(k)
k,k, k = 2, 3, . . . , n − 1,

Òk»



Ò�¹ � ý&�10�/2ú ��� Gauss

ÙcÖcå÷ÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍÎÖcåÁàiÃ�¾2ÍËÄ÷ÍËâÞ×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾æ" Ã�¾�Â��kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â Ö��ÁàáÍÎ¾�ÂÎÇiØiÙc¾ÁÉË¾ÁàËÖcÌ�¾ÁÀkÍËÔ�Ø%$PÆÎß àË¾�ÂÌ�â ! Ì�âÁ×ËÆ�à�Â Ã�Ô�Ø2º y Ù�ß À/âÁØ��kãYÂ ¾@ÍËâÁàE¾2Ù�Ú�Ö�ÙcÖ�ß âÁÀ/âEÍ�Çià À/åÁÌ2ïcÖ2ÚcÂ À/Ì��eà���ÅQÔÈÍ�ÖcåÁÌ�Æ
A(1) := A,

×Ëâ2Ú/º
a
(1)
i,j := ai,j , i, j = 1, 2, . . . , n,

Ã�¾�Â
b(1) := b,

×Ëâ2Ú/º
b
(1)
i := bi, i = 1, 2, . . . , n.

�CB îb� � �P©�� ÓqâÁ×ËÆ�à�ß ÀkÍËÆWÍÎ¾<ÀkÍ�ÖkÂ �kÆÎß ¾�Í�Öcå<¾ÁÉ&�/Â Ã�Ö��<À/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2Í�ÖcØ¿ÙcÖcå´ïcÉ�ß ÀkÃ�ÖÁàáÍÎ¾�Â2Ã�Ä2Í�Ç¾2ÙcóLÍËâ ×�Â ¾2ã(�ià�Â Ö���¾ÁÛY¾�Â É%�iàáÍÎ¾ÁØì" ×�Â ¾Á×ËÖ��/Â Ã�Ä�$iÃ�¾2ÍËÄ2Ú�â�Ú�¾<ÙcÖ�ÚÁÚ�¾2Ù�ÚÁÄÁÀYÂ ¾<ÍËâÁØÞÆ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ
i
�Ì�Æ

i = 1, 2, . . . , n − 1
�/¾2ÙcóLÍ�Â Ø�Æ'}�Â À(�iÀ/ÆÎÂ Ø

i + 1, i + 2, . . . , n
º

D ¨P�`  � � ÓqâÁ×ËÆ�à�ß ÀkÍËÆ@Í�¾JÀkÍ�Ö�Â �kÆÎß ¾:ÍËâÁØ@ÙcÉ%�eÍËâÁØ>ÀkÍËÊ2Ú�âÁØ��PÙcÖcå�ïcÉ�ß ÀkÃ�ÖÁàáÍÎ¾�ÂPÃ�Ä2Í�Ç ¾2ÙcóÍÎÖ
a
(1)
1,1

�k¾ÁÛY¾�Â É%�iàáÍÎ¾ÁØ´ÍÎ¾@ÙcÖ2ÚÁÚ�¾�Ù�Ú�Ä2ÀYÂ ¾
mi,1 := a

(1)
i,1 /a

(1)
1,1, i = 2, 3, . . . , n,

ÍËâÁØ<ÙcÉ%��Í�âÁØ<Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ<¾2ÙcóFÍ�Â ØEÆ'}�Â À(�iÀ/ÆÎÂ Ø
i = 2, 3, . . . , n

�Y¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �k¾kºwz÷Ö�ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�óÀ��ÁÀkÍËâÁÌ�¾@ÙcÖcå@ÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍËÆÎÂkÔ'�kÆÎÂkÍËâLÌ�ÖcÉËÛYÊ
a
(1)
1,1x1 + a

(1)
1,2x2 + · · · + a

(1)
1,nxn = b

(1)
1

a
(2)
2,2x2 + · · · + a

(2)
2,nxn = b

(2)
2

· · ·
· · ·
· · ·

a
(2)
n,2x2 + · · · + a

(2)
n,nxn = b

(2)
n

ó�ÙcÖcå
a
(2)
i,j = a

(1)
i,j − mi,1 × a

(1)
1,j , i, j = 2, 3 . . . , n,

Ã�¾�Â
b
(2)
i = b

(1)
i − mi,1 × b

(1)
1 , i = 2, 3, . . . , n.

D ¨P�`  ° � ÓqâÁ×ËÆ�à�ß ÀkÍËÆÞÍÎ¾>ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾@ÍËâÁØ<×ËÆ'�2ÍËÆ�ÉËâÁØ�ÀkÍËÊ2Ú�âÁØ��kÙcÖcå ïcÉ�ß ÀkÃ�ÖÁàáÍ�¾�Â/Ã�Ä2ÍÈÇ*¾2ÙcóÍÎÖ
a
(2)
2,2

�k¾ÁÛY¾�Â É%�iàáÍÎ¾ÁØ´ÍÎ¾@ÙcÖ2ÚÁÚ�¾�Ù�Ú�Ä2ÀYÂ ¾
mi,2 := a

(2)
i,2 /a

(2)
2,2, i = 3, 4, . . . , n,

ÍËâÁØ´×ËÆ'�2ÍËÆ�ÉËâÁØéÆ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØÞ¾2Ùcó@Í�Â ØÞÆ'}�Â À(�iÀ/ÆÎÂ Ø
i = 3, 4, . . . , n

¾ÁàáÍ�ß ÀkÍ�Ö�Â �k¾kº z÷ÖLã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�óÀ��ÁÀkÍËâÁÌ�¾@ÙcÖcå@ÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍËÆÎÂkÔ'�kÆÎÂkÍËâLÌ�ÖcÉËÛYÊ
a
(1)
1,1x1 + a

(1)
1,2x2 + a

(1)
1,3x3 + · + a

(1)
1,nxn = b

(1)
1

a
(2)
2,2x2 + a

(2)
2,3x3 + · + a

(2)
2,nxn = b

(2)
2

a
(3)
3,3x3 + · + a

(3)
3,nxn = b

(3)
3

· · ·
· · ·

a
(3)
n,3x3 + · + a

(3)
n,nxn = b

(3)
n



� ö����<E��iü{ý&3 0(+'2(�eþáø��Õþ�þ�ú ��ÿeÿ�2�+'2(�1� þ������eÿ ÒÁÒ
ó�ÙcÖcå

a
(3)
i,j = a

(2)
i,j − mi,2 × a

(2)
2,j , i, j = 3, 4 . . . , n,Ã�¾�Â

b
(3)
i = b

(2)
i − mi,2 × b

(2)
2 , i = 3, 4, . . . , n.

� åÁàËÆ'�/ß �ËÖ�àáÍ�¾ÁØ�Ì�Æ>ÍÎÖÁàJß ×�Â Ö ÍËÉËó�ÙcÖ��{�ÁÀkÍËÆ�ÉË¾q¾2Ùcó
k − 1

ïcÊÁÌ�¾2ÍÎ¾JÍ�Ö�¾ÁÉ&�/Â Ã�ó À��ÁÀkÍËâÁÌ�¾¾ÁàËÄ2ã/ÆÈÍÎ¾�ÂkÀ/Æ�Ô�àË¾>Â À/Öc×&�ÁàË¾ÁÌ�Ö>À��ÁÀkÍËâÁÌ�¾@ÍËâÁØ�Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ
a
(1)
1,1x1 + a

(1)
1,2x2 + · + a

(1)
1,kxk + · + a

(1)
1,nxn = b

(1)
1

a
(2)
2,2x2 + · + a

(2)
2,kxk + · + a

(2)
2,nxn = b

(2)
2

· · ·
· · ·

· · ·
a
(k)
k,kxk + · + a

(k)
k,nxn = b

(k)
k

· · ·
· · ·

a
(k)
n,kxk + · + a

(k)
n,nxn = b

(k)
n

x çÞÉË¾Ñ��ÍÎÖFã/Æ�à�Â Ã�óLïcÊÁÌ�¾ k
"
k = 1, 2, . . . , n − 1

$¿ÆÎß àË¾�Â �D ¨P�` 
k
� ÓqâÁ×ËÆ�à�ß À/ÍËÆ¿ÍÎ¾ ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾<ÍËâÁØ

k
ÀkÍËÊ2Ú�âÁØ���ÙcÖcå�ïcÉ�ß ÀkÃ�ÖÁàáÍÎ¾�Â�Ã�Ä2Í�Ç¢¾2Ùcó ÍÎÖ

a
(k)
k,k

�¾ÁÛY¾�Â É%�iàáÍÎ¾ÁØ´ÍÎ¾@ÙcÖ2ÚÁÚ�¾2ÙÁÚ�Ä2ÀYÂ ¾
mi,k := a

(k)
i,k /a

(k)
k,k, i = k + 1, k + 2, . . . , n,

ÍËâÁØ
k
Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ«¾2Ùcó Í�Â Ø«Æ'}�Â À��eÀYÆÎÂ Ø

i = k + 1, k + 2, . . . , n
¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �k¾kºCz÷¾ àËÔ�¾ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾(��ÀkÍ�Â Ø÷ÅQÔ�À/ÆÎÂ ØéÌ�Æé×ËÆÎß ÃcÍËÆ�Ø

i, j = k +1, k +2, . . . , n
��×�ß àËÖÁàáÍÎ¾�Âc¾2Ùcó Í�Â ØÞÀ��kÔ�À/ÆÎÂ Ø

a
(k+1)
i,j = a

(k)
i,j − mi,k × a

(k)
k,j , i, j = k + 1, k + 2 . . . , n,

Ã�¾�Â
b
(k+1)
i = b

(k)
i − mi,k × b

(k)
k , i = k + 1, k + 2, . . . , n.

� åÁàËÆÈÙ��iØ��d�ÁÀkÍËÆ�ÉË¾�¾2Ùcó
n − 1

ïcÊÁÌ�¾2ÍÎ¾ Í�Öä¾ÁÉ&�/Â Ã�óTÀ��ÁÀkÍËâÁÌ�¾�¾ÁàËÄ2ã/ÆÈÍ�¾�ÂbÀ/ÆJÔ�àË¾�ÄÁàáÇÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ó�À��ÁÀkÍËâÁÌ�¾@ÍËâÁØ�Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ
a
(1)
1,1x1 + a

(1)
1,2x2 + · + a

(1)
1,n−1xn−1 + a

(1)
1,nxn = b

(1)
1

a
(2)
2,2x2 + · + a

(2)
2,n−1xn−1 + a

(2)
2,nxn = b

(2)
2

· · ·
· · ·

· · ·
a
(n−1)
n−1,nxn−1 + a

(n−1)
n−1,nxn = b

(n−1)
n−1

a
(n)
n,nxn = b

(n)
n�E�P� � � ¤ �`��� � Æ'}�ß ÀkÇiÀ/â

a
(k)
k,kxk + · · · + a

(k)
k,nxn = b

(k)
k ,



Ò2æ õbø�/��,�ñ�ký&3 2��~�Áÿ'�������p�&2(�ñ�&2(�
ÙcÖcå��kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â ÆÎß Í�¾�ÂËÀkÍ�Ö

k ! ïcÊÁÌ�¾k" k = 1, 2, . . . , n−1
$]ãYÂ ¾éÍ�Ö<Ì�âÁ×ËÆ�à�Â À/Ì�ó´Í�ÇeàéÀkÍ�Ö�Â �kÆÎß !Çià

a
(k)
i,k

�
i = k +1, k +2, . . . , n

�cÖÁàËócÌ�Ä��ËÆÈÍÎ¾�Â
“
Öc×Ëâ2ã/ócØéÆ'}�ß ÀkÇiÀ/â

”
"
pivotal equation

$Èº
y Ù�ß À/âÁØ´Í�ÖF×�Â ¾2ã(�ià�Â Ö>ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Ö a

(k)
k,k

��ÍËâÁØ
k
Öc×Ëâ2ã/Ö�� Æ'}�ß ÀkÇiÀ/âÁØ��kÖÁàËÖcÌ�Ä��ËÆÈÍÎ¾�Â

“
ÍÎÖ>Öc×Ëâ2ã/óÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Ö

”
Ê

“
ÖFÖc×Ëâ2ã/ócØ

”
"
pivot

$WÍÎÖcå
k ! ïcÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ2º

4670FHGJI<> KMLN=JOP:<5�:<7�=�>@?A8JO
Gauss� Æ>Ã�Ä�ÅQÆ@ïcÊÁÌ�¾

k
�
k = 1, 2, . . . , n − 1

��ÍÎ¾_àËÔ�¾qÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾
a
(k+1)
i,j

Ã�¾�Â
b
(k+1)
i

�
i, j =

k + 1, k + 2, . . . , n
�k¾2ÙcÖÁÅQâ2Ã�Æ'�ÁÖ2àáÍÎ¾�ÂcÀkÍ�Â ØéÅQÔ�À/ÆÎÂ ØÞÍ�ÇiàE¾ÁàáÍ�ß À/Í�Ö�Â ��Çià<ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Çià

ai,j
�
biÍÎÖcåJ¾ÁÉ&�/Â Ã�Ö���Ù�ß àË¾2Ã�¾

A
Ã�¾�Â§¾ÁÉ&�/Â Ã�Ö��:×�Â ¾Áà&�ÁÀ/Ì�¾2ÍÎÖcØ

b
º y Ù�ß À/âÁØ��§Ö�Â`ÙcÖ�ÚÁÚ�¾2Ù�Ú�¾2ÀYÂ ¾ÁÀkÍËÔ�Ø

mi,k
�
i = k+1, k+2, . . . , n

�2¾2ÙcÖÁÅQâ2Ã�Æ'�ÁÖÁàáÍÎ¾ÁÂËÀkÍ�Â ØiÅQÔ�À/ÆÎÂ ØiÍÈÇiàéÀkÍ�Ö�Â �kÆÎß Çià
ai,k

�
i = k+

1, k+2, . . . , n
�ËÍÎÖcå÷¾ÁÉ&�/Â Ã�Ö��¿Ù�ß àË¾2Ã�¾(�ÎÍÎ¾÷Ö�ÙcÖ�ß ¾÷Ì�âÁ×ËÆ�à�ß �ËÖÁàáÍÎ¾�ÂÎÃ�¾�Âá×ËÆ�àw�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â Ö��ÁàáÍÎ¾�ÂÀ/Æ�ÆÈÙcócÌ�Æ�àË¾EïcÊÁÌ�¾2ÍÎ¾kº ⇒ � ¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ´ÆÎß àË¾�Â �




for k = 1(1)n − 1




for i = k + 1(1)n
ai,k = ai,k/ak,k




for j = k + 1(1)n
ai,j = ai,j − ai,kak,j

repeat

bi = bi − ai,kbk

repeat

repeat

⇒ � ÍÎÖÞÍËÔÈÚ�ÖcØ�ÍËâÁØi×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾ÁØ��ËÖ´¾ÁÉ&�/Â Ã�ócØeÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØ
A
ÙcÆ�É�Â Ô'�kÆÎÂáÍ�ÖcåÁØeÙcÖ2ÚÁÚ�¾2ÙÁÚ�¾2ÀYÂ ¾ÁÀkÍËÔ�ØÀkÍÎÖ<¾ÁåÁÀkÍËâÁÉËÄ÷Ã�Ä2ÍÈÇJÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ó´ÍÎÖcåÞÌ�Ô�ÉËÖcØiÃ�¾�ÂËÍ�¾ÞàËÔ�¾ÞÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾

ai,j
�
i ≤ j

��ÍÎÖcå÷ÍËÆÈÚcÂ Ã�Ö��ÄÁàáÇäÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�Ö��@Ù�ß àË¾2Ã�¾(�kÀkÍ�Ö�ÄÁàáÇäÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�óFÍÎÖcåLÌ�Ô�ÉËÖcØ2º
2Ó¶1µ A U _F?OZ÷=�D m b o =#[�Z<687:=kZ s#bcZ÷=#bÑXRQ 6 =�s#[ o Z U 6SQ o j[<687gsMbi]YbcZéKFG�=kZ÷=
� ÆÈÇiÉËÖ��ÁÌ�ÆÞÍÎÖ

n × n
ÄÁàáÇäÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�óFã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�óFÀ��ÁÀkÍËâÁÌ�¾

a1,1x1 + a1,2x2 + · · · + a1,nxn = b1

a2,2x2 + · · · + a2,nxn = b2

· · ·
ai,ixi + · + ai,nxn = bi

· · ·
· · ·

· · ·
an,nxn = bn� ÍËâ Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖ ÍËâÁØ:ÙcÉËÖcØ�ÍÎ¾_Ù�ß ÀkÇ�¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍÎ¾ÁÀ/âÁØ>ÍÎ¾ ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾

xi
�

i = 1, 2, . . . , n
�ÍËâÁØ´Ú��ÁÀ/âÁØ

x
å2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYß �ËÖ�àáÍ�¾�Â©�cÀ/Æ´¾ÁàáÍ�ß ÀkÍËÉËÖcÛYâLÀ/ÆÎÂ ÉËÄg"��kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØÞ×�Â ¾Á×ËÖ��/Â Ã�ÄEÍ�Â Ø



� ö����<E��iü{ý&3 0(+'2(�eþáø��Õþ�þ�ú ��ÿeÿ�2�+'2(�1� þ������eÿ Ò�ê
Æ'}�Â À(�iÀYÂ Æ�Ø

n, n − 1, . . . , 1
$1�/¾2ÙcóLÍ�Â Ø<À��kÔ�À/ÆÎÂ Ø

xn = bn/an,n,

xn−1 =
1

an−1,n−1
{bn−1 − an−1,nxn},

xn−2 =
1

an−2,n−2
{bn−2 − an−2,n−1xn−1 − an−2,nxn},

ÃQº ÖYº ÃQº{�@â2Ú�¾Á×ËÊ(��â@Ú��ÁÀ/â@Í�ÖcåLÀ/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ�å2ÙcÖ�Ú�Ö2ãYß �ËÆÈÍÎ¾ÁÂk¾2ÙcóLÍ�Â Ø�À��kÔ�À/ÆÎÂ Ø��
xn = bn/an,n,

xi =
1

ai,i
{bi −

n∑

j=i+1

ai,jxj}, i = n − 1, n − 2, . . . , 1.

� ÍËâÁà@ÙcÉËÄ�}ËâLÍÎ¾FÀkÍ�Ö�Â �kÆÎß ¾
xi
�
i = 1, 2, . . . , n

�YÍËâÁØ<Ú��ÁÀ/âÁØ<¾2ÙcÖÁÅQâ2Ã�Æ'�2ÖÁàáÍÎ¾�Â/¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �k¾ÀkÍ�Â ØbÅQÔ�À/ÆÎÂ ØWÍ�ÇiàéÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Çià
bi
�
i = 1, 2, . . . , n

�2ÍÎÖcå´×�Â ¾Áà&�ÁÀ/Ì�¾2ÍÎÖcØ
b
º ⇒ � ¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØÆÎß àË¾�Â �

bn = bn/an,n




for i = (n − 1)(−1)1




for j = (i + 1)(1)n
bi = bi − ai,jbj

repeat

bi = bi/ai,i

repeat

2Ó¶�2 T DF=E;v_�6 l K
Gauss

GÓt!GÓt U 687>KI_`aéK*QÑX`bÑX
� ÍÎÖ

k
ïcÊÁÌ�¾Y"

k = 1, 2, . . . , n−1)
ÍËâÁØ÷×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾ÁØW¾2Ùc¾2Ú�Ö�Â ÛYÊÁØWÆÈÙ�Â Ú�ÔÈã/ÖcåÁÌ�ÆiÍËâÁàÞÖc×Ëâ2ã/óã/ÉË¾ÁÌ�Ì�ÊLÃ�¾�Â�ÍÎÖ�Öc×Ëâ2ã/óFÀkÍ�Ö�Â �kÆÎß Ö>ÇiØ<Æ'}ËÊÁØ �

• � å2ãkÃ�É�ß àËÖcåÁÌ�ÆéÍ�Â Ø�¾2Ùcó2Ú�å2ÍËÆÈØÞÍ�Â Ì�Ô�ØÞÍ�Çià ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Çià ai,k
�
i = k, k + 1, . . . , n

�kÃ�¾�ÂÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�ß �ËÖcåÁÌ�ÆéÍÎÖ�ÀkÍ�Ö�Â �kÆÎß ÖFÌ�ÆÞÍËâLÌ�ÔÈãYÂ ÀkÍËâL¾2Ùcó2Ú�å2ÍËâEÍ�Â Ì�Êkº
• çÞà

max
k≤i≤n

|ai,k| = |al,k|,
Ì�Æ

l 6= k,

ÍËó2ÍËÆ¿¾ÁàáÍÎ¾2ÚÁÚ�ÄÁÀ/À/Öcå2Ì�ÆbÍ�Â Ø¿ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�Ô�Ø
k
Ã�¾�Â

l
Ã�¾�Â�ÆÈÃcÍËÆÈÚ�Ö��ÁÌ�ÆiÍËâÁà´¾2Ùc¾2Ú�Ö�Â ÛYÊ �kÉËâÁÀYÂ !Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØÞÇiØ<Öc×Ëâ2ã/Ö��ÁØÞÍËâ@ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�Ê

l
" ¾ÁàáÍ�ßkÍËâÁØ

k
$bÃk¾�Â�ÍÎÖFÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Ö

al,k
" ¾ÁàáÍ�ßÍÎÖcå

ak,k
$Èº

ÓqÆiÍÎÖÁà¿ÍËÉËó�ÙcÖ<¾Áå2ÍËó�ó�Ú�Ö�Â�Ö�Â�ÙcÖ2ÚÁÚ�¾2ÙÁÚ�¾2ÀYÂ ¾ÁÀkÍËÔ�ØeÙcÖcå��kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â Ö��ÁàáÍ�¾�ÂËÀkÍËâ´×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾¾2Ùc¾2Ú�Ö�Â ÛYÊÁØ´ÆÎß àË¾�Â ≤ 1
º

� ÍÎÖÁà å2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYÂ ÀkÍËÊ(��âL×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾@Öc×ËÊ2ã/âÁÀ/âÁØ´Æ�ÛY¾ÁÉËÌ�ó��ËÆÈÍÎ¾�ÂkÇiØ�Æ'}ËÊÁØ �
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• � É�ß �ËÖcåÁÌ�ÆÞÔ�àË¾ “

×�Â ÄÁàËåÁÀ/Ì�¾L×�Â Ä2Í�¾�}ËâÁØ
”

p = [p1, pn, . . . , pn]T ,
Ì�Æ

pi ∈ IN.

• � ÍÎÖÁà ¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅPÌÁÖä¾2Ù�¾2Ú�Ö�Â ÛYÊÁØ��¿¾ÁàáÍ�Â Ã�¾�ÅPÂ ÀkÍÎÖ��ÁÌ�Æ�Ã�Ä�ÅQÆ«×ËÆÎß ÃcÍËâ ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�ÊÁØ i
�÷Í�ÇiàÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ÇiàEÍÎÖcå@Ù�ß àË¾2Ã�¾

A
Ã�¾�ÂkÍÎÖcåL×�Â ¾Áà&�ÁÀ/Ì�¾2Í�ÖcØ

b
�/Ì�Æ

pi
º

• çÞÉ&�/Â Ã�Ä ÅQÔÈÍÎÖcåÁÌ�Æ
pi = i, i = 1, 2, . . . , n.

• çÞà_ÍÎÖ k
ïcÊÁÌ�¾�¾2Ùc¾�Â ÍËÆÎßiÍËâÁà ¾ÁàáÍ�¾2ÚÁÚ�¾2ã/Ê

k ! ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�Ê ↔ l ! ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�Ê(�¿ÍËó2ÍËÆJ¾ÁàáÍÎ¾ !Ú�ÄÁÀ/À/ÖcåÁÌ�ÆÞÍÎ¾LÙcÆ�É�Â ÖcÆ'�kócÌ�Æ�àË¾@Í�Çià@ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Çià
pk
Ã�¾�Â

pl
�Y×Ëâ2Ú�¾Á×ËÊLÆÈÃcÍËÆÈÚ�Ö��ÁÌ�ÆéÍËâÁà¾ÁàáÍÎ¾2ÚÁÚ�¾�ã/Ê

r = pl, pl = pk, pk = r.

⇒ � ¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�Ì�Æ�É�Â Ã�ÊÁØ´Öc×ËÊ2ã/âÁÀ/âÁØ�ÆÎß àË¾�Â �
pi = i, i = 1, 2, . . . , n




for k = 1(1)n − 1
max = |apk,k|



for i = k + 1(1)n
If max < |api,k|, let l = i and max = |apl,k|
repeat

r = pl, pl = pk, pk = r




for i = k + 1(1)n
api,k = api,k/apk,k




for j = k + 1(1)n
api,j = api,j − api,kapk,j

repeat

bpi
= bpi

− api,kbpk

repeat

repeat

T bJ7>K`b~tW6ù?
¯ ¬ � x y ÀkÍ�Ç Mk ∈ IRn,n " k = 1, 2, . . . , n − 1

$
n − 1

Ù�ß àË¾2Ã�Æ�ØÞÍËâÁØ<Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ
Mk = I − µ

k
eT
k ,ó�ÙcÖcå

I ∈ IRn,n ÆÎß àË¾�Â�Ö@Ì�Ö�àË¾Á×�Â ¾�ß ÖcØ¿Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØ�� ek ∈ IRn â k
ÀkÍËÊ2Ú�â�ÍÎÖcå

I
Ã�¾�Â

µ
k
∈ IRnÔ�àË¾>×�Â ÄÁàËåÁÀ/Ì�¾ ÍËâÁØ�Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ

µ
k

= [0, 0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
k

mk+1,k,mk+2,k, . . . ,mn,k]T ,
Ì�Æ

mi,k ∈ IR, k + 1 ≤ i ≤ n.
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�@ÆÎß }áÍËÆ´Í�¾LÙ�Â Ö>Ã�Ä2Í�Ç �
(i)
çÞà

A ∈ IRn,n Ã�¾�Â Ri(A) ≡ i
ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�Ê@ÍÎÖcå

A
�kÍËó2ÍËÆ

Ri(MkA) =

{
Ri(A), 1 ≤ i ≤ k,
Ri(A) − mi,kRk(A), k + 1 ≤ i ≤ n.

(ii) M−1
k = I + µ

k
eT
k

º
(iii) M−1

1 M−1
2 · · ·M−1

n−1 = L
��ó�ÙcÖcå

L ∈ IRn,n ÆÎß àË¾�ÂÁÖEÌ�Ö�àË¾Á×�Â ¾�ß ÖcØWÃ�Ä2ÍÈÇ ÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ócØÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØ

L =




1
m2,1 1
· · 1
· · · 1

mn,1 mn,2 · mn,n−1 1




.

¯ ¬ ° � ÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍ�¾ÁØ<Í�¾F¾2ÙcÖ2ÍËÆÈÚ�Ô�À/Ì�¾2ÍÎ¾ Í�âÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØEÒkº »��/×ËÆÎß }áÍËÆ<ó2Í�ÂQâFÆ�ÛY¾ÁÉËÌ�Ö�ã/ÊÍËâÁØ�¾2Ù�Ú�ÊÁØéÌ�ÆÕÅQóc×ËÖcå@¾2Ùc¾2Ú�Ö�Â ÛYÊÁØ
Gauss

À/Æ´Ô�àË¾ Ù�ß àË¾2Ã�¾
A ∈ IRn,n Öc×Ëâ2ã/ÆÎß�À/Æ´Ô�àË¾@ÄÁàáÇÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ó Ù�ß àË¾2Ã�¾

U
Ã�¾�Â�Ô�àË¾qÌ�Ö�àË¾Á×�Â ¾�ß Ö_Ã�Ä2ÍÈÇ%ÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ó Ù�ß àË¾2Ã�¾

L
ÍËÔÈÍ�Ö�Â ÖcåÁØY�iÀkÍËÆ

A = LU
º

¯ ¬ ¯ ¼¿ÉËÆÎß ÍËÆÞÍËâÁà
LU! Ùc¾ÁÉË¾2ã/ÖÁàáÍÎÖ�ÙcÖ�ß âÁÀ/âEÍÎÖcå@Ù�ß àË¾2Ã�¾

A =




4 −1 1 0
−4 8 −2 1

8 5 12 0
0 7 10 18




Ã�¾�Â/ÀkÍËâ>À/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾@å2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYß ÀkÍËÆéÍËâÁà<Í�Â Ì�ÊLÍËâÁØ
det A

º
¯ ¬ Ð x y ÀkÍÈÇ A ∈ IRn,n Ô�àË¾ÁØL¾ÁàáÍ�Â ÀkÍËÉËÔ | Â Ì�ÖcØ@Ã�Ä2Í�Ç'ÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ócØ@Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØ Ã�¾�Â b ∈ IRn º  ÉËÄ | ÍËÆ´Ô�àË¾L¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖLãYÂ ¾@ÍËâÁàEÆÈÙ�ß Ú�åÁÀ/âEÍÎÖcå@ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ö��@À/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ Ax = b

Ì�ÆÞÍËâÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖFÍËâÁØ´ÙcÉËÖcØ´ÍÎ¾LÆ�ÌÁÙcÉËócØ�¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍÎ¾ÁÀ/âÁØ2º
¯ ¬ � � ÍËÉ�Â ×�Â ¾2ã(�ià�Â ÖcØ´Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØÞÍ�Öcå@ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ö��LÀ/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ




d1 c2

a2 d2 c3

a3 d3 c4

· · ·
· · cn

an dn







x1

x2

x3

·
·

xn




=




b1

b2

b3

·
·

bn




,

Ô'�kÆÎÂkÍËâÁà
LU
Ùc¾ÁÉË¾2ã/ÖÁàáÍ�Ö�ÙcÖ�ß âÁÀ/â




1
l2 1

l3 1
· ·

· ·
ln 1







u1 c2

u2 c3

u3 c4

· ·
· cn

un




=: LU,



ÒÁñ � 2��(�.2�öÕú �
âTÖ�ÙcÖ�ß ¾¢å2ÙcÖÁÅQÔÈÍÎÖcåÁÌ�Æ«óÁÍ�Â÷ÌÁÙcÖcÉËÆÎß¿àË¾¢ÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�Â ÀkÍËÆÎßd�cÇiÉ�ß Ø Öc×ËÊ2ã/âÁÀ/âkº   ÉËÄ | ÍËÆqÔ�àË¾¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�Ö�ãYÂ ¾>ÍÎÖÁà@Ù�ÉËÖ�À/×�Â ÖcÉ�Â À/Ì�ó�Í�ÇiàL¾2ã/à%�iÀkÍ�Çià>ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Çià@Í�Çià@Ù�Â àËÄ2ÃcÇià

L
Ã�¾�Â

UÃ�¾�ÂkÍËâÁØ´Ú��ÁÀ/âÁØ´Í�Öcå@ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ö��LÀ/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ2º
¯ ¬ ë x y ÀkÍ�Ç A = (ai,j) ∈ IRn,n �kÌ�Æ det A 6= 0

�kÃ�¾�Â

Ak =




a1,1 · · · a1,k

a2,1 · · · a2,k

· ·
· ·

ak,1 · · · ak,k




, k = 1, 2, . . . , n,

Ö�Â�Ã��ÁÉ�Â Ö�Â�å2ÙcÖ�Ù�ß àË¾2Ã�Æ�Ø@ÍÎÖcå
A
º~�@ÆÎß }áÍËÆ>ó2Í�Âe¾Áà ∃ Ù�ß àË¾2Ã�Æ�Ø L,U,D ∈ IRn,n " ó�ÙcÖcåJÖ�Â

L
Ã�¾�Â

U
ÆÎß àË¾�ÂYÌ�ÖÁàË¾Á×�Â ¾�ß Ö�ÂkÃ�Ä2Í�ÇäÃ�¾�ÂYÄÁàáÇoÍ�É�Â ãkÇià�Â Ã�Ö�ßQ¾ÁàáÍ�ß ÀkÍ�Ö�Â �k¾(�kÃ�¾�Â

D = diag(di)
$ÍËÔÈÍÎÖ�Â Ö�Â��iÀkÍËÆ

A = LDU,

ÍËóÁÍËÆ
d1 = a1,1

Ã�¾�Â
dk = det Ak/det Ak−1, k = 2, 3, . . . , n.�@ÆÎß }áÍËÆEÆÈÙ�ß À/âÁØEó2Í�ÂP¾Áà��PÆÈÙ�Â ÙcÉËócÀ�ÅQÆÈÍÎ¾(�QÖ

A
ÆÎß àË¾�ÂQÀ/åÁÌ�Ì�ÆÈÍËÉ�Â Ã�ócØEÃ�¾�Â/ÅQÆÈÍ�Â Ã�Ä�ÖcÉ�Â À/Ì�Ô�àËÖcØ��ÍËóÁÍËÆ´â@Ùc¾ÁÉË¾2ã/ÖÁàáÍÎÖ�ÙcÖ�ß âÁÀ/â

LDU
ÌÁÙcÖcÉËÆÎß/àË¾>ÆÈÃ�ÛYÉË¾ÁÀkÍËÆÎß/ÀkÍËâLÌ�ÖcÉËÛYÊ

Cholesky

A = L̂L̂T

ó�ÙcÖcå�Ö
L̂ ∈ IRn,n ÆÎß àË¾�Â2Ã�Ä2ÍÈÇ ÍËÉ�Â ãkÇeà�Â ÃkócØ2º�"�
 ³âèP��� � ¸ ��� Ó«ÙcÖcÉËÆÎß ÍËÆWàË¾<å2Ù�Ö�ÅQÔ�À/ÆÈÍËÆbó2Í�Â¾Áà�Ö

A
ÆÎß àË¾�ÂcÀ/åÁÌ�Ì�ÆÈÍËÉ�Â Ã�ócØ÷Ãk¾�ÂÁÅQÆÈÍ�Â Ã�ÄEÖcÉ�Â À/Ì�Ô�àËÖcØ��cÍËó2ÍËÆ

det Ak > 0
�
k = 1, 2, . . . , n

º $
¯ ¬ ¥ ¼¿ÉËÆÎß ÍËÆWÍËâÁà

Cholesky
Ùc¾ÁÉË¾2ã/ÖÁàáÍÎÖ�ÙcÖ�ß â2À/âÞÍÎÖcå�ÀYåÁÌÁÌ�ÆÈÍËÉ�Â ÃkÖ��´Ã�¾�Â�ÅQÆÈÍ�Â Ã�Ä�ÖcÉ�Â À/Ì�Ô�àËÖcåÙ�ß àË¾2Ã�¾

A =




1 2 0 0
2 8 6 −2
0 6 10 −4
0 −2 −4 6


 .

� ÍËâ>À/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾EïcÉËÆÎß ÍËÆéÍËâÁàEÍ�Â Ì�Ê@ÍËâÁØ
det A

Ã�¾�ÂkÍËâÁà<ÙcÉ%�eÍËâLÀkÍËÊ2Ú�â@ÍÎÖcå
A−1 º

¯ ¬\�
(i) y ÀkÍ�Ç u, v ∈ IRn ÍËÔÈÍÎÖ�Â ¾#�iÀkÍËÆ vT u 6= −1

�
I ∈ IRn,n Ö�Ì�ÖÁàË¾Á×�Â ¾�ß ÖcØÞÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØ��Ã�¾�Â

P ∈ IRn,n ÖFÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØ P = I + uvT º��@ÆÎß }áÍËÆ´óÁÍ�Â/Ö P−1 ÆÎß àË¾�ÂkÍËâÁØ�Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ
P−1 = I + αuvT , α ∈ IR,

Ã�¾�ÂkÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�ß ÀkÍËÆÞÍÎÖ
α
º

(ii) x y ÀkÍ�Ç x, y ∈ IRn Ã�¾�Â A ∈ IRn,n ��Ì�Æ det A 6= 0
ºÆ�@ÆÎß }áÍËÆWóÁÍ�ÂÁ¾Áà

1+yT A−1x 6= 0
�ÍËóÁÍËÆ

(A + xyT )−1 = A−1 −
A−1xyT A−1

1 + yT A−1x
.
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(iii) x y ÀkÍ�Ç A = (ai,j) ∈ IR4,4 Ô�àË¾ÁØé¾ÁàáÍ�Â ÀkÍËÉËÔ | Â Ì�ÖcØ÷Ù�ß àË¾2Ãk¾ÁØWÃ�¾�Â B ∈ R4,4 Ö Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØÙcÖcåLÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍËÆÎÂ�ÙcÉËÖcÀ�ÅQÔÈÍÎÖÁàáÍ�¾ÁØ
1
À/Í�Ö�ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Ö

a1,1
ÍÎÖcå

A
ºWçÞà âLÙcÉ%�eÍËâLã/ÉË¾ÁÌ�Ì�ÊLÃ�¾�ÂâLÙcÉ%�eÍËâ>ÀkÍËÊ2Ú�â ÍÎÖcå

A−1 ÆÎß àË¾�Â [1,−1, 0, 2]
Ã�¾�Â

[1,−2, 1, 3]T
¾ÁàáÍ�ß ÀkÍ�Ö�Â �k¾(�cïcÉËÆÎß ÍËÆÞÍËâÁàÙcÉ%�eÍËâLã/ÉË¾ÁÌ�Ì�Ê@Ã�¾�ÂkÍËâÁà<ÙcÉ%�eÍËâ>ÀkÍËÊ2Ú�â ÍÎÖcå

B−1 º
¯ ¬\� �@ÆÎß }áÍËÆ¿ó2Í�Â�â<ÆÈÙ�ß Ú�åÁÀ/â´Æ�àËócØ

n×n
ÌcÂ ã/¾Á×�Â Ã�Ö��´ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ö���À/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØWÍËâÁØ÷Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ

(P + iQ)(x + iy) = b + ic,

ó�ÙcÖcå
P,Q ∈ IRn,n Ãk¾�Â b, c, x, y ∈ IRn �ÞÌÁÙcÖcÉËÆÎß÷àË¾¢¾ÁàË¾��cÅQÆÎß¿ÀkÍËâÁà ÆÈÙ�ß Ú�åÁÀ/â�Æ�àËócØ

2n × 2n
ÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã�Ö�� ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ö��@À/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ

Aχ = β
º

x y ÀkÍ�Ç C
Ö

2 × 2
ÌcÂ ã/¾Á×�Â Ã�ócØÞÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØ

C =

[
1 + i 1 − i
−2 −1 + i

]
.

ÜÞÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�ß ÀkÍËÆiÍËâÁà
LU! Ùc¾ÁÉË¾2ã/ÖÁàáÍÎÖ�ÙcÖ�ß âÁÀ/â¿ÍÎÖcå´¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �kÖcå 4×4

ÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã�Ö��éÙ�ß àË¾2Ã�¾
A
Ã�¾�Â/ÀkÍËâ>À/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾EïcÉËÆÎß ÍËÆéÍËâÁàEÙcÉ%�eÍËâLÀkÍËÊ2Ú�â@Í�Öcå

C−1 º
¯ ¬ ��ì ¼¿ÉËÆÎß ÍËÆì"��kÉËâÁÀYÂ ÌÁÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØ´ÍËâLÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖ

Cholesky
$¿ÍËâ@Ú��ÁÀ/â@ÆÈÚ�¾��/ß ÀkÍ�Çià<ÍËÆÈÍËÉË¾2ã(� !àáÇià ÍÎÖcåLå2ÙcÆ�ÉáÃ�¾�ÅQÖcÉ�Â À/Ì�Ô�àËÖcå ã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ö��@À/åÁÀ/ÍËÊÁÌ�¾2Í�ÖcØ

x1 + x2 + 3x3 = 1
−x1 + 2x2 − x3 = 3

x1 + 2x2 + 2x3 = 3
x1 + x2 + 2x3 = −1
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¤�¥ b¦t¿6ù? T bJ7>K`b¦t o [
¯ ¬ � ÜÞ¾ÁÉË¾2ÍËâÁÉËÖ��ÁÌ�ÆÞó2Í�Â

eT
k A = Rk(A)

Ã�¾�Â
eT

r µ
s

= 0
�kãYÂ ¾

r ≤ s
º

(i)

MkA = A − µ
k
eT
k A = A − µ

k
Rk(A).

⇒

Ri(MkA) =

{
Ri(A), 1 ≤ i ≤ k,
Ri(A) − mi,kRk(A), k + 1 ≤ i ≤ n.

(ii)

(I + µ
k
eT
k )(I − µ

k
eT
k ) = I − µ

k
eT
k µ

k
eT
k = I,

ÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ
eT
k µ

k
= 0
º ⇒ M−1

k = I + µ
k
eT
k

(iii) y Ùc¾2ãkÇeãYÂ Ã�ÊL¾2Ùcóc×ËÆÎÂ }Ëâ �
M−1

1 M−1
2 = (I + µ

1
eT
1 )(I + µ

2
eT
2 )

= I + µ
1
eT
1 + µ

2
eT
2 + µ

1
eT
1 µ

2
eT
2

= I +

2∑

i=1

µ
i
eT
i ,

ÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ
eT
1 µ

2
= 0
º

T ÙcÖÁÅQÔÈÍÎÖcåÁÌ�ÆÞó2Í�Â
M−1

1 M−1
2 · · ·M−1

k = I +
∑k

i=1 µ
i
eT
i

º{z÷ó2ÍËÆ

M−1
1 M−1

2 · · ·M−1
k M−1

k+1 = (I +

k∑

i=1

µ
i
eT
i )(I + µ

k+1
eT
k+1)

= I +

k+1∑

i=1

µ
i
eT
i +

k∑

i=1

µ
i
eT
i µ

k+1
eT
k+1

= I +

k+1∑

i=1

µ
i
eT
i ,

ÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ
eT
i µ

k+1
= 0

��ãYÂ ¾
i ≤ k

º � åÁàËÆÈÙ��iØ��
M−1

1 M−1
2 · · ·M−1

n−1 = L,

ó�ÙcÖcå

L = I +

n−1∑

i=1

µ
i
eT
i =




1
m2,1 1
· · 1
· · · 1

mn,1 mn,2 · mn,n−1 1




.
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¯ ¬ ° x y ÀkÍÈÇ A(k) Ö<Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØiÙcÖcåÞÙcÉËÖ�Ã(�2ÙÁÍ�ÆÎÂ�Ì�ÆÈÍËÄ´ÍËâÁàéÆ�ÛY¾ÁÉËÌ�Ö�ã/Ê´Ã�¾�Â2Í�Öcå k−1

ïcÊÁÌ�¾2Í�ÖcØÍËâÁØ<¾2Ù�Ú�ÊÁØ´¾2Ù�Ú�Ö�Â ÛYÊÁØ
Gauss

º�z÷ó2ÍËÆ��/¾2Ùcó>ÍÎÖ�¾2ÙcÖ2ÍËÔÈÚ�Æ�À/Ì�¾
(i)
ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ�Òkº »���ÍÎÖ kïcÊÁÌ�¾@ÍËâÁØ�¾2Ùc¾2Ú�Ö�Â ÛYÊÁØ´ÌÁÙcÖcÉËÆÎß/àË¾LÆÈÃ�ÛYÉË¾ÁÀkÍËÆÎß/À/Æ�Ì�ÖcÉËÛYÊLÙ�Â àËÄ2ÃcÇià<ÇiØ

MkA(k) = A(k+1), k = 1, 2, . . . , n − 1,

ó�ÙcÖcå@Í�¾LÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾
mi,k

�
i = k + 1, k + 2, . . . , n

�kÍÎÖcå Ù�ß àË¾2Ã�¾
Mk
ÆÎß àË¾�Â/Ö�ÂkÙcÖ�ÚÁÚ�¾2Ù�ÚÁ¾ !ÀYÂ ¾ÁÀkÍËÔ�Ø

mi,k = a
(k)
i,k /a

(k)
k,k, i = k + 1, k + 2, . . . , n.

⇒ � Æ´Ì�ÖcÉËÛYÊLÙ�Â àËÄ2ÃcÇiàEâL×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾@¾2Ùc¾2Ú�Ö�Â ÛYÊÁØ´ÆÎß àË¾�Â
Mn−1Mn−2 · · ·M1A = U,

ó�ÙcÖcå
U
ÆÎß àË¾�ÂkÖFÍËÆÈÚcÂ Ã�ócØ´ÄÁàáÇäÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ócØ�Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØ2º ⇒

A = (Mn−1Mn−2 · · ·M1)
−1U

= M−1
1 M−1

2 · · ·M−1
n−1U.

x çÞÉË¾(�/¾2ÙcóLÍÎÖ�¾2Ù�ÖÁÍËÔÈÚ�Æ�À/Ì�¾ (iii)
Í�âÁØ x çÞÀkÃkâÁÀ/âÁØ´Òkº »�� A = LU

º
¯ ¬ ¯

A =




1 0 0 0
−1 1 0 0

2 1 1 0
0 1 1 1







4 −1 1 0
0 7 −1 1
0 0 11 −1
0 0 0 18


 =: LU.

⇒

det A = det Ldet U = det U = 4 × 7 × 11 × 18 = 5544.

¯ ¬ Ð z÷ÖFÃ�Ä2ÍÈÇäÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ó�À��ÁÀkÍËâÁÌ�¾LÆÎß àË¾�Â
a1,1x1 = b1

a2,1x1 + a2,2x2 = b2

· · ·
· · ·

ai,1x1 + ai,2x2 + · + ai,ixi = bi

· · ·
an,1x1 + an,2x2 + · · · + an,nxn = bn� ÍËâ:Ì�ÔÕÅQÖc×ËÖ«ÍËâÁØEÙcÉËÖcØ ÍÎ¾�Æ�ÌÁÙcÉËócØ@¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍ�¾ÁÀ/âÁØ<ÍÎ¾�ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾

xi
�
i = 1, 2, . . . , n

�ÍËâÁØiÚ��ÁÀ/âÁØ
x
��å2ÙcÖ2Ú�Ö2ãYß �ËÖÁàáÍÎ¾�Â�"��kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍ�¾ÁØb×�Â ¾Á×ËÖ��kÂ ÃkÄ¿Í2Â ØbÆ'}�Â À(�iÀ/ÆÎÂ Ø

1, 2, . . . , n
$1�¾2Ùcó>Í�Â Ø�À��kÔ�À/ÆÎÂ Ø

x1 = b1/a1,1

xi =
1

ai,i
{bi −

i−1∑

j=1

ai,jxj}, i = 2, 3, . . . , n.
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⇒ çéÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØÓ" ÍÎ¾:ÀkÍ�Ö�Â �kÆÎß ¾

xi
¾2ÙcÖÁÅQâ2Ã�Ô�å2ÖÁàáÍÎ¾�ÂQÀkÍ�Â ØEÅQÔ�À/ÆÎÂ ØEÍ�Çià>ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Çià

bi
ÍÎÖcå×�Â ¾Áà&�ÁÀ/Ì�¾2ÍÎÖcØ

b
$ �

b1 = b1/a1,1




for i = 2(1)n




for j = 1(1)i − 1
bi = bi − ai,jbj

repeat

bi = bi/ai,i

repeat

¯ ¬ �
A = LU ⇒ y }�Â À(�iàËÖÁàáÍÎ¾ÁØ<À/åÁàáÍËÆÈÚ�Æ�ÀkÍËÔ�Ø �

u1 = d1, liui−1 = ai
Ã�¾�Â

lici + ui = di, i = 2, 3, . . . , n.

⇒

u1 = d1, li = ai/ui−1
Ã�¾�Â

ui = di − lici, i = 2, 3, . . . , n.

⇒ çéÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�ÖcØ�Ùc¾ÁÉË¾2ã/ÖÁàáÍÎÖ�ÙcÖ�ß âÁÀ/âÁØ#" Í�¾>ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾
li
ÍÎÖcå

L
Ã�¾�Â

ui
ÍÎÖcå

U
¾2ÙcÖÁÅQâ2Ã�Æ'� !Ö�àáÍ�¾�Â/¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �k¾LÀkÍ�Â ØÞÅQÔ�À/ÆÎÂ Ø´Í�Çià ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Çià

ai
Ã�¾�Â

di
Í�Öcå

A
$ �




for i = 2(1)n
ai = ai/di−1

di = di − aici

repeat

  Â ¾JÍËâÁà:ÆÈÙ�ß Ú�åÁÀ/â«Í�Öcå
LUx = b

å2Ù�Ö2Ú�Ö2ãYß �ËÖcå2Ì�Æ � (i)
ÍËâJÚ��ÁÀ/â

y
Í�Öcå

Ly = b
Ì�ÆLÍËâÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖLÍËâÁØéÙcÉËÖcØéÍÎ¾ Æ�ÌÁÙcÉËócØÞ¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍÎ¾ÁÀ/âÁØ��ÁÃ�¾�Â

(ii)
ÍËâEÚ��ÁÀ/â

x
Í�Öcå

Ux = y
Ì�ÆéÍËâÌ�ÔÕÅQÖc×ËÖ@ÍËâÁØ¿ÙcÉËÖcØ÷ÍÎ¾<Ù�ß ÀkÇ¢¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍÎ¾ÁÀ/â2Ø2º ⇒ (i)

ÜÞÉËÖcØéÍ�¾EÆ�ÌÁÙcÉËócØé¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍÎ¾ÁÀ/â �
y1 = b1

Ã�¾�Â
yi = bi − liyi−1

�
i = 2, 3, . . . , n

º
(ii)
ÜÞÉËÖcØ@ÍÎ¾�Ù�ß ÀkÇ-¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍ�¾ÁÀ/â �

xn = yn/un
Ã�¾�Â

xi = (yi−ci+1xi+1)/ui
�
i = n−1, n−2, . . . , 1

º z÷ócÀ/ÖEÍÎ¾�ÀkÍ�ÖkÂ �kÆÎß ¾
yi
ócÀ/ÖLÃ�¾�Â�ÍÎ¾ ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß ¾

xi
ÌÁÙ�Ö�ÉËÖ��Áà´àË¾@¾2ÙcÖÁÅQâ2Ã�Æ�å�ÍÎÖ��2à´ÀkÍ�Â Ø÷ÅQÔ�À/ÆÎÂ ØéÍ�Çià<ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎß Çià

biÍÎÖcå
b
º ⇒ � Âc¾2ÚÁã/ócÉ�Â ÅQÌ�Ö�ÂÁãYÂ ¾<Í�Â Ø÷ÙcÉËÖcØ÷ÍÎ¾<Æ�ÌÁÙcÉËócØ÷Ã�¾�ÂÁÙcÉËÖcØ÷Í�¾<Ù�ß ÀkÇ�¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2Í�¾ÁÀ/ÍËÄÁÀ/ÆÎÂ ØÆÎß àË¾�Âk¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â ��¾ �




for i = 2(1)n
bi = bi − aibi−1

repeatÃ�¾�Â
bn = bn/dn


for i = (n − 1)(−1)1
bi = (bi − ci+1bi+1)/di

repeat
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¯ ¬ ë x y ÀkÍ�Ç Lk

�
Dk
Ã�¾�Â

Uk
�
k = 1, 2, . . . , n

�QÖ�ÂQÃ��ÁÉ�Â Ö�ÂQå2ÙcÖ�Ù�ß àË¾2Ã�Æ�Ø�ÍÈÇià
L
�
D
Ã�¾�Â

U¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �k¾kº z÷óÁÍËÆ
Ak = LkDkUk

Ã�¾�Âï" ÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ
det Lk = det Uk = 1

$
det Ak = det Dk = d1d2 · · · dk−1dk = dk × det Ak−1, 1 < k ≤ n.

⇒

d1 = a1,1
Ã�¾�Â

dk = det Ak/detAk−1, k = 2, 3, . . . , n.

�
A
ÆÎß àË¾�Â/À/åÁÌ�ÌÁÆÈÍ�É�Â Ã�ócØ ⇒ A = AT ⇒

LDU = UT DLT ,ó�ÙcÖcå
UT ≡ Ì�ÖÁàË¾Á×�Â ¾�ß ÖcØ¿Ã�Ä2Í�Ç ÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ócØ÷Ã�¾�Â LT ≡ Ì�ÖÁàË¾Á×�Â ¾�ß ÖcØ÷ÄÁàáÇ ÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ócØ2º ⇒" ÓqÖ�àË¾Á×�Â Ã�ó2ÍËâ2Í�¾@ÍËâÁØ

LU ! Ùc¾ÁÉË¾2ã/ÖÁàáÍÎÖ�ÙcÖ�ß â2À/âÁØ%$ U = LT " Ã�¾�Â
L = UT $ ⇒

A = LDLT = LD1/2D1/2LT = (LD1/2)(LD1/2)T = L̂L̂T ,ó�ÙcÖcå
L̂ = LD1/2 ≡ Ã�Ä2Í�ÇTÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ócØ2º�

A
ÆÎß àË¾�Â�ÅQÆÈÍ�Â Ã�Ä ÖcÉ�Â À/Ì�Ô�àËÖcØ ⇒ det Ak > 0

�
k = 1, 2, . . . , n

º ⇒ dk > 0
�

k =
1, 2, . . . , n

º ⇒ � ×�Â ¾2ã(�ià�Â ÖcØ�Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØ
D
ÆÎß àË¾�ÂkÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã�ócØ2º ⇒ � Ã�Ä2Í�ÇäÍËÉ�Â ãkÇià�Â Ã�ócØÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØ

L̂
ÆÎß àË¾�ÂkÙcÉË¾2ã/Ì�¾2Í�Â Ã�ócØ2º

¯ ¬ ¥
A = LLT �/ó�ÙcÖcå

L =




1 0 0 0
2 2 0 0
0 3 1 0
0 −1 −1 2


 .

⇒ det A = det Ldet LT = (1 × 2 × 1 × 2)2 = 16
º

x y ÀkÍ�Ç x
â´ÙcÉ%�eÍËâ´ÀkÍ�Ê2Ú�âéÍÎÖcå

A−1 º z÷ó2ÍËÆ LLT x = e1

�Áó�ÙcÖcå
e1 = [1, 0, 0, 0]T

º ⇒   Â ¾ÍÎÖÁà@ÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�Â À/Ì�ó�ÍÎÖcå
x � (i)

¾2ÙcóFÍÎÖ
Ly = e1

�YÌ�Æ<ÙcÉËÖcØ<Í�¾FÆ�ÌÁÙcÉËócØE¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍÎ¾ÁÀ/â(�
y = [1,−1, 3, 1]T

�¿Ã�¾�Â
(ii)
¾2Ùcó ÍÎÖ

LT x = y
�¿Ì�Æ:ÙcÉËÖcØ:ÍÎ¾ Ù�ß ÀkÇ ¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍËÄÁÀkÍ�¾ÁÀYâ��

x = [12,−11/12, 7/2, 1/2]T
º

¯ ¬\�
(i)

  Â ¾@àË¾>ÆÎß àË¾�Â
P−1 = I + αuvT ÙcÉËÔÈÙcÆÎÂ

(I + uvT )(I + αuvT ) = I

⇒ I + uvT + αuvT + αuvT uvT = I

⇒ [α(1 + vT u) + 1]uvT = O
⇒ α = −1/(1 + vT u).� åÁàËÆÈÙ��iØ
(I + uvT )−1 = I − uvT /(1 + vT u).

(ii) A+xyT = A(I +A−1xyT ) ⇒ (A+xyT )−1 = (I +A−1xyT )−1A−1 º ⇒ çéÙcóÍÎÖ
(i)
Ì�Æ

u = A−1x
Ã�¾�Â

v = y
�

(I + A−1xyT )−1 = I −
A−1xyT

1 + yT A−1x
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⇒ (A + xyT )−1 = A−1 −

A−1xyT A−1

1 + yT A−1x
.

(iii) B = A + e1e
T
1

�/ó�ÙcÖcå
e1 = [1, 0, 0, 0]T

º ⇒ çéÙcó>ÍÎÖ
(ii)
�

B−1 = A−1 − A−1e1e
T
1 A−1

1 + eT
1 A−1e1

= A−1 − βC1(A
−1)R1(A

−1),

ó�ÙcÖcå
R1(A

−1) ≡ â@ÙcÉ%�eÍËâ@ã/ÉË¾ÁÌ�Ì�Ê@ÍÎÖcå A−1 � C1(A
−1) ≡ â@ÙcÉ%�eÍËâLÀkÍËÊ2Ú�â ÍÎÖcå A−1Ã�¾�Â

β = (1 + eT
1 A−1e1)

−1 = (1 + eT
1 C1(A

−1))−1 = 1/2
º ⇒

B−1 = A−1 − 1

2




1
−2

1
3




[
1 −1 0 2

]
.

⇒

R1(B
−1) = R1(A

−1) − 1

2

[
1 −1 0 2

]
=

1

2

[
1 −1 0 2

]
,

Ã�¾�Â

C1(B
−1) = C1(A

−1) − 1

2




1
−2

1
3


 =

1

2




1
−2

1
3


 .

¯ ¬\�
(P + iQ)(x + iy) = b + ic ⇒ Px − Qy = b

Ã�¾�Â
Qx + Py = c ⇒

[
P −Q
Q P

] [
x
y

]
=

[
b
c

]
,

⇒ Aχ = β
ó�ÙcÖcå

A ∈ IR2n,2n ÆÎß àË¾�ÂkÖFÙ�ß àË¾2Ã�¾ÁØ

A =

[
P −Q
Q P

]
,

Ã�¾�Â
β, χ ∈ IR2n ÍÎ¾L×�Â ¾Áà&�ÁÀ/Ì�¾2ÍÎ¾

[
x
y

]
kai

[
b
c

]
.

�
4 × 4

Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØ
A
ÙcÖcåL¾ÁàáÍ�Â ÀkÍÎÖ�Â �kÆÎßkÀkÍÎÖÁà

C
ÆÎß àË¾�Â

A =




1 1 −1 1
−2 −1 0 −1

1 −1 1 1
0 1 −2 −1


 .



� ö����<E��iü{ý&3 0(+'2(�eþáø��Õþ�þ�ú ��ÿeÿ�2�+'2(�1� þ������eÿ æcê

⇒ A = LU
�/ó�ÙcÖcå

L =




1 0 0 0
−2 1 0 0

1 −2 1 0
0 1 0 1



Ã�¾�Â

U =




1 1 −1 1
0 1 −2 1
0 0 −2 2
0 0 0 −2




x y ÀkÍ�Ç
z =

[
x1 + iy1

x2 + iy2

]

âLÙcÉ%�eÍËâLÀkÍËÊ2Ú�â ÍÎÖcå
C−1 º{z÷ó2ÍËÆ

Cz =

[
1 + i0
0 + i0

]
.

⇒ Aχ = β
�Áó�ÙcÖcå

χ = [x1, x2, y1, y2]
T Ã�¾�Â β = [1, 0, 0, 0]T

º ⇒ y ÛY¾ÁÉËÌ�ó��ËÖÁàáÍÎ¾ÁØbÙcÉËÖcØÍÎ¾«Æ�ÌÁÙ�ÉËó�Ø Ã�¾�ÂPÙcÉËÖcØ ÍÎ¾�Ù�ß ÀkÇ-¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍÎ¾ÁÀkÍËÄÁÀ/ÆÎÂ Ø ÀkÍÎÖqÀ��ÁÀkÍËâÁÌ�¾
LUχ = β

ïcÉ�ß ÀkÃ�ÖcåÁÌ�ÆóÁÍ�Â
χ = [−0.5, 0,−0.5, 1]T

º ⇒ � ÙcÉ%�eÍËâ>ÀkÍËÊ2Ú�â ÍÎÖcå@Ù�ß àË¾2Ãk¾ C−1 ÆÎß àË¾�Â
[

−0.5(1 + i)
i

]
.

¯ ¬\� � Ú��ÁÀ/â ÆÈÚ�¾��/ß ÀkÍ�Çià�ÍËÆÈÍËÉË¾2ã(�iàáÇiàEÆÎß àË¾�Â�â Ú��ÁÀ/â x = [x1, x2, x3]
T Í�Çià<Ã�¾ÁàËÖÁà�Â Ã��iàÆ'}�Â À(�iÀ/ÆÈÇià

AT Ax = AT b
��ó�ÙcÖcå

A
ÆÎß àË¾�Â`Ö

4 × 3
Ù�ß àË¾2Ã�¾ÁØ@ÍÎÖcå«å2ÙcÆ�ÉáÃ�¾�ÅPÖcÉ�Â À/Ì�Ô�àËÖcåã/ÉË¾ÁÌ�ÌcÂ Ã�Ö��LÀ/åÁÀkÍËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØÞÃ�¾�Â

b = [1, 3, 3,−1]T
º ⇒

AT A =




4 2 8
2 10 7
8 7 18


 =: B

Ã�¾�Â
AT b =




0
12
4


 =: β.

⇒ B = LLT �/ó�ÙcÖcå
L =




2 0 0
1 3 0
4 1 1


 .

⇒ y ÛY¾ÁÉËÌ�ó��ËÖÁàáÍÎ¾ÁØ÷ÙcÉËÖcØ÷Í�¾EÆ�ÌÁÙcÉËócØ÷Ã�¾�ÂÁÙcÉËÖcØ÷Í�¾<Ù�ß ÀkÇ�¾ÁàáÍ�Â Ã�¾2ÍÎ¾ÁÀkÍËÄÁÀ/ÆÎÂ Ø¿ÀkÍÎÖ@À��ÁÀkÍËâÁÌ�¾
LLT x = β

�cïcÉ�ß ÀkÃ�ÖcåÁÌ�ÆéóÁÍ�Â
x = [−2/3, 4/3, 0]T ⇒ � Ú��ÁÀ/â@ÆÈÚ�¾��/ß ÀkÍ�Çià�ÍËÆÈÍËÉË¾2ã(�iàáÇiàÆÎß àË¾�Â

x1 = −2/3
�
x2 = 4/3

Ã�¾�Â
x3 = 0

º
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Z ¶&· AC= U tWG*[`_<; K 7:=kZ s
Lagrange

x y ÀkÍ�Ç x0, x1, . . . , xn
�
n+1

×�Â ¾2Ã�ÆÈÃ�É�Â Ì�Ô�àË¾�À/âÁÌ�ÆÎß ¾<À/Æ¿Ã�Ä2ÙcÖ�Â ÖE×�Â ÄÁÀkÍËâÁÌ�¾
[a, b]

º z÷óÁÍËÆ¿â×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾¿Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2Ø§Ã�¾2ÍËÄ
Lagrange

¾ÁÛYÖcÉËÄéÀkÍ�ÖÁàWÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�Â À/Ì�ó´Æ�àËócØeÙcÖ2Ú�å2Çià&�ÁÌ�ÖcåÍÎÖcåFÖ�ÙcÖ�ß Öcå>Ö�ÂQÍ�Â Ì�Ô�ØEÀkÍÎ¾�À/âÁÌ�ÆÎß ¾
xi, i = 0, 1, . . . , n

�PÀ/åÁÌÁÙ�ß Ù�Í�ÖcåÁà@¾ÁàáÍ�ß ÀkÍ�Ö�Â �k¾FÌ�Æ<Í�Â ØÍ�Â Ì�Ô�Ø
y(xi), i = 0, 1, . . . , n

�kÌcÂ ¾ÁØ�À/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/âÁØ
y
ÖcÉ�Â À/Ì�Ô�àËâÁØ�ÀkÍÎÖ

[a, b]
º

º � ·�¶��P�`  Ð ¬ � " x T Ùc¾ÁÉ&}Ëâ«Ã�¾�Â§Ì�ÖÁàË¾Á×�Â Ã�ó2ÍËâ2ÍÎ¾kº $ » ¼,½�¾À¿ y ÐïÃ Â ½âß Ç%ö Õ�¾%×�½�×nÏÀÕ Ã ½ ÐÆÍ&Ç ×½�Ê Í&Ç1ÂæÒ%Ã ö ½�¾%× ÐâÂ [a, b] Á�Â�Ã xi, i = 0, 1, . . . , n È n+1 Ò%Ã Â�Á Ê Á Õ Ã ÐÆÍ&Ç1Â ½�× Ð Ê1Ø Â ½�¾1Ï [a, b] Äô É%¾�Ê ∃ Í&Ç�ÂYÐ Ï Ç�Â�Ò%Ã©Á É à ÏñÛ(ß�ä Ç ß Ð Ï pn ∈ IPn
¾ Í ¾�Ï Ã Ïæä{½ã¾�Ê

pn(xi) = y(xi), i = 0, 1, . . . , n.í  Y¶�  � ¨P¶��P�`� Ð ¬ � " çÞàË¾2Ùc¾ÁÉËÄÁÀkÍ�¾ÁÀ/âÞÍÎÖcåÞÙcÖ2Ú�å2Çeà&�ÁÌ�Öcå
pn
º $ìz÷Ö�ÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�Ö

pn
ÌÁÙcÖ !ÉËÆÎßYàË¾LÆÈÃ�ÛYÉË¾ÁÀkÍËÆÎß/ÀkÍ�Â Ø<¾2Ã�ó�Ú�Öcå�ÅQÆ�Ø´×ËåÁÖFÌ�ÖcÉËÛYÔ�Ø �

(i)
ÓqÖcÉËÛYÊ

Lagrange
Ê � Æ�Ì�ÆÈÚcÂ �i×ËâLÓqÖcÉËÛYÊ �

pn(x) =

n∑

i=0

li(x)y(xi),
" æ/º »&$

ó�ÙcÖcå
li(x) =

n∏

j=0 (j 6=i)

[(x − xj)/(xi − xj)]
" æ/º ¹�$

ÆÎß àË¾�ÂkÖ�ÂYÀ/åÁàáÍËÆÈÚ�Æ�ÀkÍËÔ�ØÞÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2Ø
Lagrange

º
(ii)

ÓqÖcÉËÛYÊ
Newton �

pn(x) = y(x0) + y[x0, x1](x − x0) + y[x0, x1, x2](x − x0)(x − x1)

+ . . . + y[x0, x1, . . . , xn](x − x0)(x − x1) . . . (x − xn−1),
" æ/º Ò�$

æ�ð



æ�ñ
§ \�� ú��qõ,�Èø�öIþ.-�/10��w�����p� Hermite

ó�ÙcÖcå
y[x0, x1, . . . , xk]

ÆÎß àË¾�Âáâ÷×�Â âÁÉËâÁÌ�Ô�àËâ¿×�Â ¾ÁÛYÖcÉËÄ
k ! ÍËÄ�}ËÆÈÇiØ�ÍËâÁØ y ÀkÍ�¾éÀ/âÁÌ�ÆÎß ¾ x0, x1, . . . xk

º�@â2Ú�¾Á×ËÊ
y[x0, x1, . . . , xk]

=

k∑

i=0

{ y(xi)

(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xk)
}. " æ/º æ�$

� y[x0, x1, . . . , xk]
ÌÁÙcÖcÉËÆÎß�ÆÈÙ�ß À/âÁØbàË¾ÞÖcÉ�Â À�ÅQÆÎß�À/åÁàË¾ÁÉáÍËÊÁÀ/ÆÎÂ�×�Â âÁÉËâÁÌ�Ô�àáÇià÷×�Â ¾ÁÛYÖcÉ%�ià

(k−
1)! ÍËÄ�}ËÆÈÇiØ�¾2Ùcó>Í�Ö�àE¾ÁàË¾Á×ËÉËÖcÌcÂ Ã�ó>Í&�2ÙcÖ

y[x0, x1, . . . , xk] =
1

xk − x0
{y[x1, x2, . . . , xk] − y[x0, x1, . . . xk−1]}.

" æ/º ê�$
º � ·�¶��P�`  Ð ¬ ° " � ÛYÄ2Ú�Ì�¾ Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ�Ú�ÊÁØ2º $ » ¼,½�¾p¿

pn
¾�Ï à Ï�Û�ß�ä Ç ß Ð Ï à&Â Õ(Ê Ð�ð ÏñÛ Ü å ÐïÃ ö å½âß Ç%ö Õ�¾%×�½�×�å y

½�¾ Â n + 1
½�× Ð Ê1Ø Â
a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

ÅYÇ y ∈ Cn+1[a, b] È ¾%É.¾�Ê ∀x ∈ [a, b] È ∃ ξ = ξ(x) ∈ [a, b]
¾ Í ¾1Ï Ã Ïæä�½�¾1Ê

y(x) − pn(x) =
y(n+1)(ξ)

(n + 1)!

n∏

i=0

(x − xi).

Z ¶1µ AC= U tWG*[`_<; K 7:=kZ s
Hermite

x y ÀkÍ�Ç x0, x1, . . . , xn
�
n + 1

×�Â ¾2Ã�ÆÈÃ�É�Â Ì�Ô�àË¾ ÀYâÁÌÁÆÎß ¾LÀ/ÆÞÃ�Ä2ÙcÖ�Â ÖL×�Â ÄÁÀkÍËâÁÌ�¾
[a, b]

º{z÷ó2ÍËÆ��ÀkÍËâ�ïc¾ÁÀYÂ Ã�Ê´ÍËâÁØ÷Ì�ÖcÉËÛYÊ(�câ<×�Â ¾Á×�Â Ã�¾ÁÀYß ¾´Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ�Ú�ÊÁØbÃ�¾2ÍËÄ
Hermite

¾ÁÛYÖcÉËÄ<ÀkÍÎÖÁàÞÙcÉËÖcÀ !×�Â ÖcÉ�Â À/Ì�óLÆ�àËócØéÙcÖ2Ú�å2Çià&�ÁÌ�Öcå<Í�Öcå Ö�ÙcÖ�ß Öcå � (i)
Ö�ÂcÍ�Â Ì�Ô�ØÞÀkÍÎ¾ À/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi, i = 0, 1, . . . , n
�À/åÁÌÁÙ�ß Ù�ÍÎÖcåÁàF¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �k¾«Ì�Æ@Í�Â ØLÍ�Â Ì�Ô�Ø

y(xi), i = 0, 1, . . . , n
��ÌcÂ ¾ÁØLÀ/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/âÁØ

y ∈
C1[a, b]

��Ã�¾�Â
(ii)
Ö�ÂáÍ�Â Ì�Ô�ØeÍËâÁØeÙcÉ%�eÍËâÁØeÙc¾ÁÉË¾2ã(�eã/Öcå¿ÍÎÖcåéÀkÍÎ¾éÀ/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi, i = 0, 1, . . . , n
�À/åÁÌÁÙ�ß Ù�ÍÎÖcåÁà<¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �k¾LÌ�Æ´Í�Â Ø�Í�Â Ì�Ô�Ø

y(1)(xi), i = 0, 1, . . . , n
��Í�âÁØ´ÙcÉ%�eÍËâÁØ´Ùc¾ÁÉË¾2ã(� !ã/Öcå@Í�âÁØ

y
º

º � ·�¶��P�`  Ð ¬ ¯ " x T Ùc¾ÁÉ&}Ëâ�Ã�¾�Â÷Ì�ÖÁàË¾Á×�Â Ã�ó2ÍËâ2ÍÎ¾kº $ » ¼,½�¾À¿
y ∈ C1[a, b] Á�Â�Ã xi, i =

0, 1, . . . , n È n + 1 Ò%Ã Â�Á Ê Á Õ Ã ÐÆÍ&Ç1Â ½�× Ð Ê1Ø Â ¾1Ï.ß [a, b] Äeô É.¾1Ê ∃ Í&Ç1ÂìÐ Ï Ç1Â�Ò%Ã©Á É à ÏñÛ(ß�ä Ç ß Ð Ï
H2n+1 ∈ IP2n+1

¾ Í ¾1Ï Ã Ïæä�½�¾1Ê
H2n+1(xi) = y(xi), H

(1)
2n+1(xi) = y(1)(xi), i = 0, 1, . . . , n.z÷ÖqÙcÖ�Ú�å��iàËåÁÌ�Ö

H2n+1
ÍÎÖcå � ÆÈÇiÉËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ�»Áº Ò«ÌÁÙcÖcÉËÆÎß]àË¾JÆÈÃ�ÛYÉË¾ÁÀkÍËÆÎß]ÀkÍËâ:ÅQÆ�Ì�ÆÈÚcÂ �i×ËâÌ�ÖcÉËÛYÊ �

H2n+1(x) =

n∑

i=0

{1 − 2l
(1)
i (xi)(x − xi)}{li(x)}2y(xi)

+

n∑

i=0

(x − xi){li(x)}2y(1)(xi),
" æ/º )�$

ó�ÙcÖcå
li(x) =

n∏

j=0 (j 6=i)

[(x − xj)/(xi − xj)]
" æ/º ð�$

ÆÎß àË¾�ÂkÖ�ÂYÀ/åÁàáÍËÆÈÚ�ÀkÍËÔ�ØÞÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�ÊÁØ
Lagrange

º



� ö����<\��qõ,/10(+1�eÿ.+8þ�ú �(�,ý&�Èø�öIþ.-�/10��w���Ëú��Èø2ú óËþ��&� ú �(�,/10�/%��0�� ø���2(� æ�ô
º � ·�¶��P�`  Ð ¬ Ð " � ÛYÄ2Ú�Ì�¾FÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2Ø2º $ » ¼,½�¾p¿

H2n+1
¾1Ï à ÏñÛ(ß�ä Ç ß Ð Ï à&Â Õ(Ê Ð�ð ÏñÛ Ü å

Hermite ÐïÃ ö å ½âß Ç%ö Õ�¾%×�½�×�å y
½�¾ Â n + 1

½�× Ð Ê1Ø Â
a = x0 < x1 < . . . < xn = b.

ÅYÇ y ∈ C2n+2[a, b] È ¾.É.¾1Ê ∀x ∈ [a, b] È ∃ ξ = ξ(x) ∈ [a, b]
¾ Í ¾1Ï Ã Ï ä�½�¾1Ê

y(x) − H2n+1(x) =
y(2n+2)(ξ)

(2n + 2)!

n∏

i=0

(x − xi)
2.

Z ¶�2 ] =#[�9#[ tW? _<;v_L7F; K U o bÑXF?
Newton-Cotes

x y ÀkÍ�Ç [a, b] ∈ IR
�
y ∈ C[a, b]

Ã�¾�Â
I : C[a, b] → IR

ÍÎÖ�Ö�Ú�Ö�ÃcÚ�ÊÁÉáÇiÌ�¾

I(y) :=

∫ b

a

y(x)dx.

z÷óÁÍËÆ¿Ög" ÃcÚ�ÆÎÂ ÀkÍËócØ%$§Í&�2ÙcÖcØæ" Ê<Ã�¾ÁàËóÁàË¾ÁØ%$�Ö2Ú�Ö�ÃcÚ�ÊÁÉáÇiÀ/âÁØ
Newton-Cotes

��ÍËÄ�}ËâÁØ
n
��ÆÎß àË¾�Â

I(y) =

n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),

ó�ÙcÖcå �
• � Â n + 1

Ã�ócÌ2ïcÖ�Â�" À/âÁÌ�ÆÎß ¾@Ö2Ú�Ö�ÃcÚ�ÊÁÉáÇiÀ/âÁØ%$
xi
ÆÎß àË¾�Â�ÍÎ¾>Â À/¾2ÙcÔ'�kÖÁàáÍÎ¾@À/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi = a + ih, i = 0, 1, . . . , n, h = (b − a)/n.

• z÷¾LïcÄÁÉËâ>Ö2Ú�Ö�ÃcÚ�ÊÁÉáÇiÀ/âÁØ Ai
Ã�¾�Â/ÍÎÖ:À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾FÖ2Ú�Ö�ÃcÚ�Ê2ÉáÇiÀ/âÁØ

En(y)
ÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍÎÖcåÁàÅQÔÈÍÎÖÁàáÍÎ¾ÁØ

y(x) = pn(x) + en(y),

ó�ÙcÖcå
pn ∈ IPn

ÆÎß àË¾�Â§Í�Ö_ÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�ÖqÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ�Ú�ÊÁØ@ÍËâÁØ
y
ÀkÍÎ¾qÀ/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi
�
i =

0, 1, . . . , n
�kÃ�¾�Â

en(y)
ÆÎß àË¾�Â�ÍÎÖ�À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾@Ùc¾ÁÉËÆ�Ì�ïcÖ2Ú�ÊÁØ2º

� åÁàËÆÈÙ��iØY" ï�Ú/º,"üê�º »&$ ! "üê�º ¹�$iÃ�¾�Â � Æ1�iÉËâÁÌ�¾Lê�º ¹�$ �
•

Ai =

∫ b=xn

a=x0

li(x)dx,
ó�ÙcÖcå

li(x) =

n∏

j=0 (j 6=i)

[(x − xj)/(xi − xj)].

• çÞà y ∈ Cn+1[a, b]
�kÍËó2ÍËÆ

En(y) =

∫ b=xn

a=x0

en(y)dx =
1

(n + 1)!

∫ xn

x0

πn+1(x)y(n+1)(ξ)dx,

ó�ÙcÖcå
ξ = ξ(x) ∈ [a, b]

Ã�¾�Â
πn+1(x) = Πn

i=0(x− xi)
º," ÜÞÉËÖcÛY¾Áà%�iØ

En(p) = 0
�

∀p ∈ IP
º $



ê��
§ \�� E�� � �ÁÿÕý�ÿ ö��d/10�/%��0�� ø&��2(�.� Newton-Cotes

� Â]×&�ÁÖ:Ù�Â Ö:ã/àáÇiÀkÍÎÖ�ßPÍ&�2ÙcÖ�Â
Newton-Cotes

ÆÎß àË¾�ÂPÖ�ÂPÃ�¾ÁàËóÁàËÆ�ØEÍÎÖcåFÍËÉË¾2ÙcÆ'��ß Öcå>Ã�¾�ÂQÍÎÖcå
Simpson

ÙcÖcå ×�ß àËÖ�àáÍ�¾�ÂiÙc¾ÁÉË¾2Ã�Ä2ÍÈÇ÷º � ÂeÃ�¾ÁàËó�àËÆ�Ø:¾Áå2Í�Ö�ßeÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍÎÖcåÁà«Ì�Æ
n = 1

Ã�¾�Â
n = 2

¾ÁàáÍ�ß ÀkÍ�Ö�Â �k¾kº
(i)
ªq Y¡ è ¡� Y© � �P� � ¶�  ³P�%^ � �P� "

n = 1
$ � z÷Ö«ÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�Ö:Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2ØEÍËâÁØ

y
ÀkÍÎ¾À/âÁÌ�ÆÎß ¾

x0 = a
Ã�¾�Â

x1 = b,

ÆÎß àË¾�Â
p1(x) =

1

h
{−(x − x1)y(x0) + (x − x0)y(x1)},

ó�ÙcÖcå
h = b − a.

⇒ � ¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �kÖcØ´Í&�2ÙcÖcØ
Newton-Cotes

ÆÎß àË¾�Â
I(y) =

∫ x1

x0

p1(x)dx +

∫ x1

x0

e1(y)dx

=
h

2
{y(x0) + y(x1)} + E1(y),

ó�ÙcÖcå(�k¾Áà
y ∈ C2[a, b]

�
E1(y) =

∫ x1

x0

e1(y)dx =
1

2

∫ x1

x0

π2(x)y(2)(ξ)dx.

ÜÞ¾ÁÉË¾2ÍËâÁÉËÖ��ÁÌ�ÆÞóÁÍ�Â
π2(x) = (x − x0)(x − x1) ≤ 0, x ∈ [x0, x1].

⇒ z÷Ö>ÅQÆ1�iÉËâÁÌÁ¾>Æ�àË×�Â ÄÁÌ�Æ�À/âÁØÞÍ�Â Ì�ÊÁØ�×�ß àËÆÎÂ
E1(y) =

y(2)(η)

2

∫ x1

x0

(x − x0)(x − x1)dx = −h3

12
y(2)(η),

ãYÂ ¾@Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö
η ∈ [a, b]

º ⇒ � ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYÂ ÀkÍ�Â Ã�ócØ´Í&�2ÙcÖcØ´ÆÎß àË¾�Â
I(y) ≈ h

2
{y(x0) + y(x1)},

Ã�¾�Â/¾Áà
y ∈ C2[a, b]

�kÍËóÁÍËÆ
I(y) =

h

2
{y(x0) + y(x1)} −

h3

12
y(2)(η), η ∈ [a, b].

(ii)
ªq Y¡ è ¡� Y© � �P�

Simpson
"
n = 2

$ � z÷ÖqÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�Ö«Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2Ø ÍËâÁØ
y
ÀkÍ�¾À/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi = a + ih, i = 0, 1, 2,
Ì�Æ

h = (b − a)/2,

ÆÎß àË¾�Â
p2(x) =

1

2h2
{(x − x1)(x − x2)y(x0)

− 2(x − x0)(x − x2)y(x1) + (x − x0)(x − x1)y(x2)}.
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⇒ � ¾ÁàáÍ�ß ÀkÍÎÖ�Â �kÖcØ´Í&�2ÙcÖcØ
Newton-Cotes

ÆÎß àË¾�Â
I(y) =

∫ x2

x0

p2(x)dx +

∫ x2

x0

e2(y)dx

=
h

3
{y(x0) + 4y(x1) + y(x2)} + E2(y),

ó�ÙcÖcå(�k¾Áà
y ∈ C3[a, b]

�
E2(y) =

∫ x2

x0

e1(y)dx =
1

6

∫ x2

x0

π3(x)y(3)(ξ)dx.

� ÍËâÁàéÙcÆ�É�ß Ù�ÍÈÇiÀ/â�¾Áå2ÍËÊÞÍÎÖ<ÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�Ö
π3(x) = (x−x0)(x−x1)(x−x2)

×ËÆ�àé×�Â ¾2ÍËâÁÉËÆÎßÍÎÖLß ×�Â ÖEÙcÉËócÀ/âÁÌ�Ö@ÀkÍÎÖ@×�Â ÄÁÀkÍËâÁÌ�¾
[x0, x2]

º ⇒ �@Æ�à´ÌÁÙcÖcÉËÖ��ÁÌ�Æ¿àË¾k�kÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â ÊÁÀ/ÖcåÁÌ�ÆbÍÎÖÅQÆ1�iÉËâÁÌ�¾<Æ�àË×�Â ÄÁÌÁÆ�ÀYâÁØbÍ�Â Ì�ÊÁØWãYÂ ¾´Í�ÖÁàÞå2ÙcÖ2Ú�Ö�ãYÂ À/Ì�ó�Í�Öcå�À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾2ÍÎÖcØ
E2(y)

º9/¿ÀkÍËócÀ/Ö���¾Áà
y ∈ C4[a, b]

�PÍËóÁÍËÆEÌÁÙcÖcÉËÆÎßPàË¾:×ËÆÎÂ ��ÍËÆÎßÆ" ãYÂ ¾�Ùc¾ÁÉËÄÁ×ËÆÎÂ ã/Ì�¾�Ì�Æ<ÍËâFïcÖcÊ�ÅQÆÎÂ ¾>ÍËâÁØ Ì�ÆÕÅQóc×ËÖcåÍÎÖcå@ÙcåÁÉËÊÁàË¾
Peano

$¿óÁÍ�Â
E2(y) = −h5

90
y(4)(η), η ∈ [a, b].

⇒ � ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYÂ ÀkÍ�Â Ã�ócØ´Í&�2ÙcÖcØ´ÆÎß àË¾�Â
I(y) ≈ h

3
{y(x0) + 4y(x1) + y(x2)},

Ã�¾�Â/¾Áà
y ∈ C4[a, b]

�kÍËóÁÍËÆ
I(y) =

h

3
{y(x0) + 4y(x1) + y(x2)} −

h5

90
y(4)(η), η ∈ [a, b].

� ïc¾�ÅQÌ�ócØ´¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾ÁØ´Æ�àËócØ´ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYÂ ÀkÍ�Â Ã�Ö�� Í&�2ÙcÖcå@Ö2Ú�Ö�ÃcÚ�ÊÁÉáÇiÀ/âÁØ´ÖcÉ�ß �ËÆÈÍÎ¾�Â�ÇiØ<Æ'}ËÊÁØ �_ ¶k� ��� è © Ð ¬ � x y àË¾ÁØ´ÙcÉËÖcÀ/ÆÈãkãYÂ ÀkÍ�Â Ã�ócØ´Í&�2ÙcÖcØ´Ö2Ú�Ö�ÃcÚ�ÊÁÉáÇiÀ/âÁØÞÍËâÁØ�Ì�ÖcÉËÛYÊÁØ
∫ b

a

y(x)dx =

n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),

Ô'�kÆÎÂ
“
ïc¾�ÅQÌ�óo¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾ÁØ

”
"
precision

$
ν
¾Áà

En(p) = 0
� ∀p ∈ IPν

Ã�¾�Â ∃ Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö
p ∈ IPν+1

Í�º Ç÷º
En(p) 6= 0

º
⇒ � ïc¾�ÅQÌ�ócØ«¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾2Ø�ÍÎÖcå Ã�¾ÁàËóÁàË¾ ÍÎÖcå ÍËÉË¾2ÙcÆ'��ß Öcå ÆÎß àË¾�Â

ν = 1
Æ�à%� ¾Áå2Í�ócØ�ÍÎÖcåÃ�¾ÁàËó�àË¾

Simpson
ÆÎß àË¾�Â

ν = 3
ºJÜ´Â Öqã/Æ�à�Â Ã�ÄJÌÁÙcÖcÉËÆÎß�àË¾J×ËÆÎÂ ��ÍËÆÎß§ó2Í�Â�¾Áà�Ö ¾ÁÉ�Â ÅQÌ�ócØ

nÍ�Çià�Ã�ócÌ2ï�ÇiàFÆ�àËócØLÍ&�2ÙcÖcå
Newton-Cotes

ÆÎß àË¾�Â]ÙcÆ�É�Â ÍáÍËócØ��`ÍËó2ÍËÆ@ÖqÍ&�2ÙcÖcØLÔ'�kÆÎÂPïc¾�ÅQÌ�ó¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾ÁØ
n
��Æ�à%�%¾Áà�Ö

n
ÆÎß àË¾�Â`ÄÁÉáÍ�Â ÖcØLÍËó2ÍËÆ>ÖqÍ&�2ÙcÖcØ>Ô'�kÆÎÂ]ïc¾�ÅQÌ�ó_¾2Ã�É�ß ïcÆÎÂ ¾2Ø

n + 1
º" ¼WÚ/º x çÞÀkÃ�âÁÀ/â>ê�º ñkº $

T bJ7>K`b~tW6ù?
Ð ¬ � x y ÀkÍ�Ç li ∈ IPn, i = 0, 1, . . . , n

�ËÖ�ÂËÀ/åÁàáÍËÆÈÚ�Æ�ÀkÍËÔ�Ø§Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2Ø
Lagrange

º �@â2Ú�¾Á×ËÊ
li(x) =

n∏

j=0,j 6=i

[(x − xj)/(xi − xj)], i = 0, 1, . . . , n.



êÁ¹ � 2��(�.2�öÕú �
�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â/Ö�Â

li
ÌÁÙcÖcÉËÖ��ÁàEàË¾>ÆÈÃ�ÛYÉË¾ÁÀkÍÎÖ��ÁàEÀkÍËâLÌ�ÖcÉËÛYÊ

li(x) =
πn+1(x)

(x − xi)π
(1)
n+1(xi)

,

ó�ÙcÖcå
πn+1(x) :=

∏n
j=0(x − xj)

º{�@ÆÎß }áÍ�Æ´ÆÈÙ�ß À/âÁØ�ó2Í�Â
n∑

i=0

li(x) = 1.

Ð ¬ ° x y ÀkÍ�Ç xi, i = 0, 1, . . . , n
�kÍÎ¾

n + 1
Â À/¾2ÙcÔ'�kÖÁàáÍÎ¾@À/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi = x0 + ih, i = 0, 1, . . . , n,

Ã�¾�Â
pn
Í�Ö:ÙcÖ�Ú�å��iàËåÁÌ�ÖFÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2Ø<ÌcÂ ¾ÁØEÀ/åÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/âÁØ

y ∈ Cn+1[x0, xn]
ÀkÍÎ¾FÀ/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi
º çÞà || · || := maxx∈[x0,xn] | · |

�]¾2ÙcÖc×ËÆÎß }áÍËÆ<ÍÎ¾�ÙcÂ Ö:ÃkÄ2ÍÈÇ'×&�ÁÖJ¾2ÙcÖ2ÍËÆÈÚ�Ô�À/Ì�¾�ÍÎ¾(�YÙcÖcå¾ÁàáÍ�Â ÀkÍÎÖ�Â �kÖ��Áà<ÀkÍ�Â Ø�×&�ÁÖFÙcÆ�É�Â Ù�Í%�iÀ/ÆÎÂ Ø
n = 1

Ã�¾�Â
n = 2 �

||y − p1|| ≤
h2

8
||y(2)||,

Ã�¾�Â
||y − p3|| ≤

h4

24
||y(4)||.

Ð ¬ ¯ x y ÀkÍ�Ç x0 = 0
�

x1 = 1/2
�

x2 = 1
�éÃ�¾�Â

p2
Í�Ö*×ËÆ�å2ÍËÆ�ÉËÖÁïcÄ�ÅQÌcÂ ÖTÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�ÖÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�ÊÁØéÙcÖcå@Ù�Ú�âÁÉËÖ�ß�Í�Â Ø�À/åÁàÎÅQÊ2Ã�Æ�Ø

p2(xi) = sinxi , i = 0, 1, 2.�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â
max

x∈[0,1]
| sin x − p2(x)| ≤

√
3

216

Ð ¬ Ð x y ÀkÍ�Ç pn
Í�Ö´ÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�ÖÞÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2ØiÌcÂ ¾ÁØiÀYåÁàËÄÁÉáÍËâÁÀ/âÁØ

y
ÀkÍÎ¾

n+1
×�Â ¾2Ã�ÆÈÃ�É�Â Ì�Ô�àË¾À/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi, i = 0, 1, . . . , n
º��@ÆÎß }áÍËÆ´ó2Í�ÂkãYÂ ¾@Ã�Ä�ÅPÆ

x 6= xi
�

y(x) − pn(x) = y[x0, x1, . . . , xn, x]

n∏

i=0

(x − xi).

"�
 ³âèP��� � ¸ ��� � ÆÈÇiÉËÊÁÀkÍËÆéÍËâÁà ¾ÁàË¾2Ùc¾ÁÉËÄÁÀkÍ�¾ÁÀ/â
Newton

Í�Öcå@ÙcÖ2Ú�å2Çià&�ÁÌ�ÖcåEÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�ÊÁØÍËâÁØ
y
ÀkÍÎ¾

n + 2
À/âÁÌ�ÆÎß ¾

x0, x1, . . . , xn
Ã�¾�Â

x
º $

Ð ¬ � x y ÀkÍ�Ç a = x0 < x1 < · · · < xn = b
�

n + 1
×�Â ¾2Ã�ÆÈÃ�É�Â Ì�Ô�àË¾¢À/âÁÌ�ÆÎß ¾kº çÞà

y ∈ Cn[a, b]
�/×ËÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â

y[x0, x1, . . . , xn] =
1

n!
y(n)(ξ),
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ãYÂ ¾«Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö

ξ ∈ [a, b]
º¦" �E�P� � � ¤ �`��� z÷ÖJÙ�Â ÖJÙcÄÁàáÇ ¾2ÙcÖ2ÍËÔÈÚ�Æ�À/Ì�¾:À/ÆLÀ/åÁàË×ËåÁ¾ÁÀ/Ì�óqÌ�Æ¾Áå2ÍËó>ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ<ê�º ÒLÖc×Ëâ2ã/ÆÎßkÀkÍÎÖ�À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾@Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ�Ú�ÊÁØéÍÎÖcå � ÆÈÇiÉËÊÁÌ�¾2ÍÎÖcØ�ê�º ¹�º $

Ð ¬ ë x y ÀkÍ�Ç H3 ∈ IP3
Í�ÖäÃ�å�ï�Â Ã�ó�ÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�Ö

Hermite
ÙcÖcå�Ù�Ú�âÁÉËÖ�ßiÍ�Â ØqÀ/åÁàÎÅQÊ2Ã�Æ�ØÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�ÊÁØ

H3(xi) = y(xi)
Ã�¾�Â

H
(1)
3 (xi) = y(1)(xi)

�
i = 0, 1

�YÀkÍÎ¾F×&�ÁÖ:À/âÁÌ�ÆÎß ¾
x0Ã�¾�Â

x1 = x0 + h
º{�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â

H3(x) =
1

h3
(x1 − x)2[2(x − x0) + h]y0

+
1

h3
(x − x0)

2[2(x1 − x) + h]y1

+
1

h2
(x1 − x)2(x − x0)y

(1)
0 +

1

h2
(x − x0)

2(x − x1)y
(1)
1 ,

ó�ÙcÖcå
yi := y(xi)

Ã�¾�Â
y
(1)
i := y(1)(xi)

º��@ÆÎß }áÍËÆ´ÆÈÙ�ß À/âÁØ´ó2Í�ÂY¾Áà
y ∈ C4[x0, x1]

�kÍËó2ÍËÆ
||y − H3|| ≤

h4

384
||y(4)||,

ó�ÙcÖcå || · || := maxx∈[x0,x1] | · |
º

Ð ¬ ¥ ÓqÆ´Í�ÖcåÁØ�À/åÁÌ2ïcÖ2ÚcÂ À/Ì�Ö��ÁØéÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ<ê�º ê��k×ËÆÎß }áÍËÆ´ó2Í�Â �
• çÞà y(x) = 1/x

�
x0 = 1

Ã�¾�Â
x1 = 2

�kÍËó2ÍËÆ
||y − H3|| ≤ 1/16.

• çÞà y(x) = sin x
�
x0 = 0

Ã�¾�Â
x1 = 0.1

�kÍËó2ÍËÆ
||y − H3|| ≤ 2.6 × 10−8.

Ð ¬\� x y ÀkÍ�Ç x1 = x0 + h
�
y ∈ C4[x0, x1]

Ã�¾�Â
H3
ÍÎÖ>Ù�Ú�å��iàËåÁÌ�Ö@Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2Ø

HermiteÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ<ê�º ê�º T ÙcÖ2Ú�Ö2ãYß ÀkÍËÆéÍÎÖFÖ2Ú�Ö�ÃcÚ�ÊÁÉáÇiÌ�¾
∫ x1

x0

H3(x)dx,

Ã�¾�Â/ÀkÍËâ>À/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾@×ËÆÎß }áÍËÆ´óÁÍ�Â
∫ x1

x0

y(x)dx − [
h

2
(y0 + y1) +

h2

12
(y

(1)
0 − y

(1)
1 )] =

h5

720
y(4)(ξ),

ãYÂ ¾@Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö
ξ ∈ [x0, x1]

º
Ð ¬\� x y ÀkÍ�Ç Ai

�
i = 0, 1, . . . , n

��ÍÎ¾�ïcÄÁÉËâ�Ã�¾�Â
En
ÍÎÖ@À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾EÖ2Ú�Ö�ÃcÚ�ÊÁÉáÇiÀ/âÁØWÍÎÖcå<Í&�2ÙcÖcå

Newton-Cotes

∫ b

a

y(x)dx =

n∑

i=0

Aiy(xi) + En(y),
" æ/º ñ�$



ê�æ §�¨ 2�öÕú � � 2��(�.2�öp�eÿ
ÙcÖcåLÔ'�kÆÎÂkÇiØ�Ã�ócÌ2ïcÖcåÁØÞÍÎ¾LÀ/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi = a + ih, i = 0, 1, . . . , n, h = (b − a)/h.�@ÆÎß }áÍËÆ�ó2Í�Â
Ai = An−i, i = 0, 1, . . . , n.� ÍËâ>À/åÁàËÔ'�kÆÎÂ ¾L×ËÆÎß }áÍËÆ�óÁÍ�ÂY¾Áà Ö

n
ÆÎß àË¾�ÂYÄÁÉáÍ�Â ÖcØ��kÍËó2ÍËÆ�ÖFÍ&�2ÙcÖcØv" æ/º ñ�$¿Ô'�kÆÎÂ�ïc¾�ÅQÌ�ó�¾2Ã�É�ß !ïcÆÎÂ ¾ÁØ

n + 1
º

¤�¥ b¦t¿6ù? T bJ7>K`b¦t o [
Ð ¬ �

ln πn+1(x) =
n∑

j=0

ln(x − xj),

⇒ π
(1)
n+1(x)

πn+1(x)
=

n∑

j=0

1

x − xj
,

⇒ π
(1)
n+1(x) = πn+1(x)

n∑

j=0

1

x − xj
,

⇒ π
(1)
n+1(xi) = (xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn).� åÁàËÆÈÙ��iØ

li(x) =

n∏

j=0,j 6=i

[(x − xj)/(xi − xj)] =
πn+1(x)

π
(1)
n+1(xi)(x − xi)

.

� ÙcÖ�Ú�å2ÇiàËåÁÌcÂ Ã�Ê´Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ�Ú�ÊÞïc¾�ÅQÌ�Ö�� n
ÆÎß àË¾�ÂÁ¾2ÃkÉ�Â ïcÊÁØWãYÂ ¾�ÙcÖ�Ú�å��iàËåÁÌ�¾´ïc¾�ÅQÌ�Ö�� ≤ n ⇒

xk =

n∑

i=1

li(x)xk
i , k ≤ n.

` ×�Â ¾�ß ÍËÆ�ÉË¾(��Ì�Æ
k = 0

�
1 =

n∑

i=1

li(x).

Ð ¬ ° x y ÀkÍÈÇ πn+1(x) =
∏n

i=0(x − xi)
ºwz÷ó2ÍËÆY" ï�Ú/º � Æ1�iÉËâÁÌ�¾>ê�º ¹�$bÍÎÖ�À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾LÙc¾ÁÉËÆ�Ì !ïcÖ2Ú�ÊÁØ´ÆÎß àË¾�Â

y(x) − pn(x) =
y(n+1)(ξ)

(n + 1)!
πn+1(x),

ãYÂ ¾@Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö
ξ = ξ(x) ∈ [x0, xn]

º ⇒
||y − pn|| ≤

1

(n + 1)!
||πn+1|| · ||y(n+1)||.



� ö����<\��qõ,/10(+1�eÿ.+8þ�ú �(�,ý&�Èø�öIþ.-�/10��w���Ëú��Èø2ú óËþ��&� ú �(�,/10�/%��0�� ø���2(� êÁê
z÷¾v�Ëâ2Í�Ö��ÁÌ�Æ�àË¾L¾2Ù�ÖÁÍËÆÈÚ�Ô�À/Ì�¾�ÍÎ¾EÙcÉËÖ�Ã��2Ù�ÍÎÖcåÁà<ÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ

||π2|| =
h2

4

Ã�¾�Â ||π4|| = h4.


 ³ � ��� � ¸�� � ©��
• � Ì�ÆÈÍÎ¾ÁÀ��kâÁÌ�¾2Í�Â À/Ì�ócØ x → hx + x0

Öc×Ëâ2ã/ÆÎßkÀ/ÍËâLÀ��kÔ�À/â
πn+1 = hn+1π̂n+1,

ó�ÙcÖcå
π̂n+1(x) = x(x − 1) · · · (x − n).� åÁàËÆÈÙ��iØ ||πn+1|| = hn+1 maxx∈[0,n] |π̂n+1|

º ⇒   Â ¾ ÍËâÁàq¾2Ù�Ú�Ö�ÙcÖ�ß âÁÀ/âqÍÈÇiàÙcÉËÄ�}ËÆÈÇià��iÙcÉËÖcÀ/×�Â ÖcÉ�ß ÀkÍËÆFÍ�Ö ||πn+1||
¾2ÙcÖ ÍËâÁà«Ù�Â Ö ÙcÄÁàáÇ�À��kÔ�À/â(�b¾ÁÛYÖ��_ÙcÉ%�eÍ�¾ïcÉËÆÎß ÍËÆéÍÎÖ

maxx∈[0,n] |π̂n+1|
º

•   Â ¾�Í�Öq×ËÆ'�2ÍËÆ�ÉËÖJÌ�Ô�ÉËÖcØ ÍËâÁØ x çÞÀkÃ�âÁÀ/âÁØ �ba ó�ãkÇ-À/åÁÌ�Ì�ÆÈÍËÉ�ß ¾ÁØ Í�ÖqÀ/âÁÌ�ÆÎß Ö x = 3/2ÆÎß àË¾�Â/À/âÁÌ�ÆÎß Ö>Ã�¾ÁÌÁÙcÊÁØÞÍ�Öcå
π̂4
º

Ð ¬ ¯ z÷Ö � Æ1�iÉËâÁÌ�¾@ê�º ¹��cÌ�Æ
y(x) = sin x

�
n = 2

Ã�¾�Â
x0 = 0

�
x1 = 1/2

Ã�¾�Â
x2 = 1

� ⇒
sin x − p2(x) = −1

6
π3(x) × cos ξ, ξ ∈ [0, 1],

ó�ÙcÖcå
π3(x) = x(x − 1

2 )(x − 1) = 1
2 (2x3 − 3x2 + x)

º ⇒

max
x∈[0,1]

| sin x − p2(x)| ≤ 1

6
max

x∈[0,1]
|π3(x)|.

� Â�É�ß �ËÆ�ØFÍ�ÖcåJÙcÖ2Ú�å2Çià&�ÁÌ�Öcå
π

(1)
3 (x) = 1

2 (6x2 − 6x + 1)
ÆÎß àË¾�Â

α = 1
6 (3 +

√
3)
Ã�¾�Â

β = 1
6 (3 −

√
3)
º y Ù�ß À/âÁØ

π3(α) = −6
√

3

216

Ã�¾�Â
π3(β) =

6
√

3

216
.

⇒

max
x∈[0,1]

|π3(x)| =
6
√

3

216
, ⇒ max

x∈[0,1]
| sin x − p2(x)| ≤

√
3

216
.

Ð ¬ Ð x y ÀkÍ�Ç pn+1 ∈ IPn+1
ÍÎÖ«ÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�Ö:Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�ÊÁØEÍËâÁØ

y
ÀkÍ�¾

n + 2
À/âÁÌ�ÆÎß ¾

xi
�

i = 0, 1, . . . , n
�kÃ�¾�Â

x 6= xi
º��@â2Ú�¾Á×ËÊ Í�Ö

pn+1
Ù�Ú�âÁÉËÖ�ß�Í�Â Ø<À/åÁàÎÅQÊ2Ã�Æ�Ø

pn+1(xi) = y(xi), i = 0, 1, . . . , n,
Ã�¾�Â

pn+1(x) = y(x).

⇒ � ¾ÁàË¾2Ùc¾ÁÉËÄÁÀkÍÎ¾ÁÀ/â Newton
ÍÎÖcå

pn+1
ÆÎß àË¾�Â

pn+1(t) = pn(x) + y[x0, x1, . . . , xn, x]
n∏

i=0

(t − xi)

⇒ y(x) − pn(x) = y[x0, x1, . . . , xn, x]

n∏

i=0

(x − xi).
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Ð ¬ � x y ÀkÍ�Ç pn

ÍÎÖ ÙcÖ2Ú�å��iàËåÁÌ�Ö Ùc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ2Ú�Ê2ØFÍËâÁØ
y
ÀkÍÎ¾ ÀYâÁÌÁÆÎß ¾

xi
�

i = 0, 1, . . . , n
�Ã�¾�Â`Ô�ÀkÍ�Ç

en := y − pn
º`z÷ó2ÍËÆ

en ∈ Cn[a, b]
Ã�¾�Â

en(xi) = 0
�
i = 0, 1, . . . , n

º ⇒y ÛY¾ÁÉËÌ�ó��ËÖ�àáÍ�¾ÁØ�ÍÎÖ � Æ1�iÉËâÁÌ�¾ Rolle n
ÛYÖ�ÉËÔ�Ø �

e(n)
n (ξ) = 0,

ãYÂ ¾@Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö
ξ ∈ [a, b], ⇒ y(n)(ξ) = p(n)

n (ξ).

x � ÌÁÇiØ
pn(x) = y(x0) + y[x0, x1](x − x0) + y[x0, x1, x2](x − x0)(x − x1)

+ · · · + y[x0, x1, . . . , xn](x − x0) · · · (x − xn−1).� åÁàËÆÈÙ��iØ
p(n)

n (x) = n! × y[x0, x1, . . . , xn] ⇒ y[x0, x1, · · · , xn] =
1

n!
y(n)(ξ).

Ð ¬ ë � ÅQÆ�Ì�ÆÈÚcÂ �i×ËâL¾ÁàË¾2Ùc¾ÁÉËÄÁÀkÍ�¾ÁÀ/â Í�Ö�å H3
ÆÎß àË¾�Âï" ï�Ú/º,"üê�º )�$ ! "üê�º ð�$ ) �

H3(x) = a(x)y0 + b(x)y1 + c(x)y
(1)
0 + d(x)y

(1)
1 ,

ó�ÙcÖcå
a(x) =

1

h2
(x1 − x)2[2(x − x0) + h]

b(x) =
1

h2
(x − x0)

2[2(x1 − x) + h]

c(x) =
1

h2
(x1 − x)2(x − x0)

d(x) =
1

h
(x − x0)

2(x − x1).

�
y Ù�ß À/âÁØ��i¾Áà y ∈ C4[x0, x1]

�eÍËóÁÍËÆc" ¾2Ùcó Í�Ö � Æ1�iÉËâÁÌ�¾_ê�º æ�$<Í�Ö À/ÛYÄ2Ú�Ì�¾qÙc¾ÁÉËÆ�Ì2ïcÖ�Ú�ÊÁØÆÎß àË¾�Â
y(x) − H3(x) =

y(4)(ξ)

4!
{π2(x)}2,

ó�ÙcÖcå
π2(x) = (x − x0)(x − x1),

ãYÂ ¾@Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö
ξ = ξ(x) ∈ [x0, x1]

º ⇒
||y − H3|| ≤

1

24
||y(4)|| · ||π2

2 ||,

⇒ ||y − H3|| ≤
h4

384
||y(4)||,

ÆÈÙcÆÎÂ ×ËÊ ||π2|| = h2/4
Ã�¾�Â/À/åÁàËÆÈÙ��iØ ||π2

2 || = h4/16
º

Ð ¬ ¥ çéÙcó'ÍËâÁà x çÞÀkÃ�âÁÀ/â ê�º êoÔ'�kÖcåÁÌ�Æ ó2Í�Â�¾Áà y ∈ C4[x0, x1]
�<ÍËóÁÍËÆ ||y − H3|| ≤

h4||y(4)||/384 º
• x0 = 1

Ã�¾�Â
x1 = 2 ⇒ h = 1

º x y Ù�ß À/âÁØ y(x) = 1/x ⇒ y(4)(x) = 24/x4 ⇒
||y(4)|| ≤ 24 ⇒ ||y − H3|| ≤ 1/16

º



� ö����<\��qõ,/10(+1�eÿ.+8þ�ú �(�,ý&�Èø�öIþ.-�/10��w���Ëú��Èø2ú óËþ��&� ú �(�,/10�/%��0�� ø���2(� ê�ð

• x0 = 0
Ã�¾�Â

x1 = 0.1 ⇒ h = 0.1
º y Ù�ß À/âÁØ y(x) = sinx ⇒ y(4)(x) = sin x ⇒

||y(4)|| = sin 0.1 ⇒ ||y − H3|| ≤ (0.1)4 sin 0.1/384 ≤ 2.6 × 10−8 º
Ð ¬\�g� ÉËâÁÀYÂ Ì�Ö�ÙcÖ�Â �iàáÍÎ¾ÁØ´ÍËâ ÅQÆ�Ì�ÆÈÚcÂ �i×ËâLÌÁÖ�ÉËÛYÊÑ" x çÞÀkÃQºbê�º ê�$bÍÎÖcå H3

�
∫ x1

x0

H3(x)dx =

∫ x1

x0

[a(x)y0 + b(x)y1 + c(x)y
(1)
0 + d(x)y

(1)
1 ]dx

=
h

2
(y0 + y1) +

h2

12
(y

(1)
0 − y

(1)
1 ).

x y ÀkÍ�Ç
E(y) =

∫ x1

x0

y(x)dx − [
h

2
(y0 + y1) +

h2

12
(y

(1)
0 − y

(1)
1 )].

z÷óÁÍËÆ#" ï�Ú/º x çÞÀkÃQºbê�º ê�$
E(y) =

∫ x1

x0

[y(x) − H3(x)]dx

=
1

4!

∫ x1

x0

(x − x0)
2(x − x1)

2y(4)(η)dx,

ó�ÙcÖcå
η = η(x) ∈ [x0, x1]

º x çÞÉË¾@ÍÎÖLÅQÆ1�iÉËâÁÌ�¾>Æ�àË×�Â ÄÁÌ�Æ�À/âÁØÞÍ�Â Ì�ÊÁØ ⇒
E(y) =

1

4!
y(4)(ξ)

∫ x1

x0

(x − x0)
2(x − x1)

2dx =
1

720
h5y(4)(ξ),

ãYÂ ¾@Ã�Ä2ÙcÖ�Â Ö
ξ ∈ [x0, x1]

º
Ð ¬\�

Ai =

∫ xn

x0

li(x)dx

=

∫ xn

x0

(x − x0) · · · (x − xi−1)(x − xi+1) · · · (x − xn)

(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
dx.

x y ÀkÍ�Ç x = x0 + th
º{z÷ó2ÍËÆ

Ai =

∫ n

0

t(t − 1) · · · (t − i + 1)(t − i − 1) · · · (t − n)

i(i − 1) · · · (1)(−1) · · · (i − n)
hdt

=
(−1)n−i

i!(n − i)!
h

∫ n

0

t(t − 1) · · · (t − i + 1)(t − i − 1) · · · (t − n)dt

⇒

An−i =
(−1)i

(n − i)!i!
h

×
∫ n

0

t(t − 1) · · · (t − n + i + 1)(t − n + i − 1) · · · (t − n)dt,

Ê(�/Ì�Æ
s = n − t

�
An−i =

(−1)i

i!(n − i)!
h

∫ n

0

(s − n) · · · (s − i − 1)(s − i + 1) · · · s(−1)nds

= Ai.



ê2ñ §�¨ 2�öÕú � � 2��(�.2�öp�eÿ
çÞà

n = 2m
�kÍËó2ÍËÆ
n∑

i=0

Aiy(xi) =

m−1∑

i=0

Ai{y(xi) + y(x2m−i)} + Amy(xm).
" æ/º ô�$

çéÙcó<ÍÎÖÁàéÍËÉËó�ÙcÖ<Ã�¾2Í�¾ÁÀkÃ�Æ�åÁÊÁØiÍ�ÇiàéÍ&�2Ù�Çià
Newton-Cotes

�Áã/àáÇiÉ�ß �ËÖcåÁÌ�ÆWóÁÍ�Â
En(y) = 0

�
∀y ∈ IPn

º � åÁàËÆÈÙ��iØÓ" ãYÂ ¾FÍËâÁàL¾2Ùcóc×ËÆÎÂ }Ëâ>Í�ÖcåÓ�Ëâ2ÍÎÖ��ÁÌ�Æ�àËÖcåF¾2ÙcÖ2ÍËÆÈÚ�Ô�À/Ì�¾2Í�ÖcØ%$÷¾ÁÉáÃ�ÆÎßQàË¾×ËÆÎß }ËÖcåÁÌ�ÆWóÁÍ�ÂÁ¾Áà
n = 2m

�ÁÍËó2ÍËÆ¿Â À��(�ÁÆÎÂÁÆÈÙ�ß À/âÁØ¿ó2Í�Â
En(xn+1) = 0

º   Â ¾´ÍÎÖEÀkÃ�Ö�Ùcó ¾Áå2ÍËóå2ÙcÖÁÅQÔÈÍÎÖcåÁÌ�ÆY"��cÇiÉ�ß Ø@¾2Ù��eÚ�ÆÎÂ ¾LÍËâÁØEã/Æ�à�Â Ã�ó2ÍËâ2ÍÎ¾ÁØ%$÷ó2Í�ÂPÖ�ÂYÃ�ócÌ2ïcÖ�ÂQÆÎß àË¾�ÂQÀ/åÁÌ�Ì�ÆÈÍËÉ�Â Ã�Ö�ßYÇiØÙcÉËÖcØ�Í�Ö
0
�/×Ëâ2Ú�¾Á×ËÊ@ó2Í�Â/ÖkÂkÃ�ócÌ2ïcÖ�ÂkÆÎß àË¾�Â −mh, . . . , 0, . . . ,mh

º{z÷ó2ÍËÆ
∫ b=xn

a=x0

xn+1dx =

∫ mh

−mh

x2m+1dx = 0

Ã�¾�Â©�k¾2Ùcó>ÍËâÁà`" æ/º ô�$1�
n∑

i=0

Aix
n+1
i =

m−1∑

i=0

{(−m + i)2m+1 + (m − i)2m+1} + Am × 0.

⇒ En(xn+1) = 0
º


