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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Στην εργασία αυτή, επιλύουµε αριθµητικά την χρονοµεταβαλλόµενη συµπιεστή ροή εκβολής 
ενός Νευτώνειου ρευστού χρησιµοποιώντας πεπερασµένα στοιχεία στον χώρο και ανάδροµες 
πεπερασµένες διαφορές στο χρόνο και συµπεριλαµβάνοντας τη δεξαµενή τροφοδοσίας στους 
υπολογισµούς. Στα τοιχώµατα του τριχοειδούς αγωγού από τον οποίο εκβάλλεται το ρευστό 
θεωρούµε ότι ισχύει ένας µη µονότονος νόµος ολίσθησης βασισµένος σε πειραµατικά 
δεδοµένα για τήγµατα πολυαιθυλενίου. Στην είσοδο της δεξαµενής η ταχύτητα θεωρείται 
σταθερή και οµοιόµορφη. Όπως και στην περίπτωση του απλού προβλήµατος εκβολής (χωρίς 
τη δεξαµενή) ο συνδυασµός συµπιεστότητας και µη γραµµικής ολίσθησης οδηγεί σε έµµονες 
ταλαντώσεις της βαθµίδας πίεσης και της ροής µάζας στην έξοδο του τριχοειδούς, όταν η 
ογκοµετρική παροχή στην είσοδο βρίσκεται στην ασταθή περιοχή. Οι επιδράσεις του όγκου 
της δεξαµενής και της ογκοµετρικής παροχής στις ταλαντώσεις της πίεσης και της ελεύθερης 
επιφάνειας µελετώνται συστηµατικά και συγκρίνονται µε διαθέσιµες πειραµατικές 
παρατηρήσεις. 

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Η ολίσθηση στα τοιχώµατα θεωρείται ως ένας καθοριστικός παράγοντας στην έναρξη 
ασταθειών εκβολής, όπως για παράδειγµα η αστάθεια µη ολίσθησης/ολίσθησης (stick-slip 
instability) [1,2]. Ένα ιδιαίτερο χαρακτηριστικό της αστάθειας µη ολίσθησης/ολίσθησης που 
δεν εµφανίζεται στους άλλους τύπους ασταθειών εκβολής, π.χ. στην αστάθεια τύπου δέρµατος 
καρχαρία (sharkskin) και θραύσης τήγµατος (gross melt fracture), είναι οι έµµονες 
ταλαντώσεις της πίεσης και της µαζικής παροχής που έχουν σαν αποτέλεσµα µορφές εκβόλου 
µε εναλλασσόµενες τραχείες και λείες περιοχές [1,2]. Οι Achilleos et al. [3] ανασκόπησαν 
πρόσφατα εργασίες που αφορούσαν στην αριθµητική µοντελοποίηση της αστάθειας µη 
ολίσθησης/ολίσθησης και συζήτησαν τρεις µηχανισµούς αστάθειας: (α) συνδυασµός µη 
γραµµικής ολίσθησης και συµπιεστότητας, (β) συνδυασµός µη γραµµικής ολίσθησης και 
ελαστικότητας, και (γ) καταστατικές αστάθειες.  
 Στην παρούσα εργασία, διερευνούµε περαιτέρω τον µηχανισµό 
ολίσθησης/συµπιεστότητας µε αριθµητικές προσοµοιώσεις. Στόχος µας είναι να επεκτείνουµε 
τις προσοµοιώσεις του Georgiou [4] µε τη συµπερίληψη της δεξαµενής τροφοδοσίας στους 
υπολογισµούς και να µελετήσουµε την επίδραση του µήκους της δεξαµενής στις ταλαντώσεις 



της πίεσης. Σύµφωνα µε διάφορα πειράµατα σε τήγµατα πολυµερών [5-8], η περίοδος των 
ταλαντώσεων αυξάνεται γραµµικά µε τον όγκο του πολυµερούς στη δεξαµενή ενώ η 
κυµατοµορφή των ταλαντώσεων µένει αµετάβλητη.  

∆ΙΕΠΟΥΣΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
Η γεωµετρία της ροής είναι αυτή που χρησιµοποίησαν οι Hatzikiriakos και Dealy [6] στα 
πειράµατά τους. Μεταξύ της κυλινδρικής δεξαµενής και του τριχοειδούς σωλήνα υπάρχει µια 
περιοχή συστολής σε γωνία 45ο όπως φαίνεται στο Σχήµα 1.  
 

 
 

Σχήµα 1: Γεωµετρία και συνοριακές συνθήκες για τη χρονοµεταβαλλόµενη ροή στην περιοχή 
δεξαµενής/τριχοειδούς µε ολίσθηση στα τοιχώµατα του τριχοειδούς. 

 
 Με την χρήση κατάλληλων κλιµάκων, οι αδιάστατες εξισώσεις συνέχειας και διατήρησης 
της ορµής για χρονοµεταβαλλόµενη, συµπιεστή, ισόθερµη ιξώδη ροή µε αµελητέα βαρύτητα 
γράφονται ως εξής:  
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όπου ρ η πυκνότητα, v το διάνυσµα της ταχύτητας, p η πίεση, Re=ρ0RV/η ο αριθµός Reynolds, 
ρ0 η πυκνότητα αναφοράς, V η µέση ταχύτητα στον τριχοειδή αγωγό και η το ιξώδες. Οι πιο 
πάνω εξισώσεις συµπληρώνονται µε µια εξίσωση κατάστασης που συσχετίζει την πίεση µε την 
πυκνότητα. Χρησιµοποιήσαµε την πιο κάτω απλή γραµµική σχέση:  
 
  1 B pρ = +  (3) 
 
όπου B=βηV/R ο αριθµός συµπιεστότητας και β η ισόθερµη συµπιεστότητα.  
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 Στο τοίχωµα του τριχοειδούς σωλήνα θεωρούµε ότι λαµβάνει χώρα ολίσθηση που 
υπακούει στο πιο κάτω πλειονότιµο µοντέλο µε τρεις κλάδους:  
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όπου vw η σχετική αδιάστατη ταχύτητα του ρευστού ως προς το τοίχωµα και σw η αδιάστατη 
διατµητική τάση στο τοίχωµα. Οι υπόλοιπες συνοριακές συνθήκες φαίνονται στο Σχήµα 1. Σαν 
αρχική συνθήκη χρησιµοποιούµε τη στάσιµη λύση για µια δοσµένη ογκοµετρική παροχή Qold 
την οποία διαταράσσουµε στην επιθυµητή τιµή Q στον χρόνο t=0. 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
Για την αριθµητική επίλυση του υπό µελέτη Νευτώνειου προβλήµατος ροής χρησιµοποιήσαµε 
τη µέθοδο των πεπερασµένων στοιχείων µε διτετραγωνικές συνάρτήσεις βάσης για την 
ταχύτητα και διγραµµικές για την πίεση. Για τη χρονική διακριτοποίηση χρησιµοποιήσαµε το 
σχήµα των ανάδροµων πεπερασµένων διαφορών. Στα αποτελέσµατα που παρουσιάζονται πιο 
κάτω, οι τιµές των αδιάστατων παραµέτρων ολίσθησης καθώς και του αριθµού 
συµπιεστότητας ήταν οι εξής: m1=3.23, A1=0.0583, m2=2.86, A2=0.929, m3=-4.43, A3=4.04, 
and B=1.54 10-4.  
 Κατασκευάσαµε πρώτα τα (στάσιµα) διαγράµµατα ροής για την περιοχή 
δεξαµενής/τριχοειδούς. Στο Σχήµα 2, φαίνεται το λογαριθµικό διάγραµµα της πτώσης πίεσης 
από την είσοδο της δεξαµενής στην έξοδο του τριχοειδούς σαν συνάρτηση της ογκοµετρικής 
παροχής για Re=0.01 και Lb=80. Εξαιτίας της µη µονοτονικότητας της εξίσωσης ολίσθησης, το 
ρεολογικό διάγραµµα παρουσιάζει ένα µέγιστο και ένα ελάχιστο, τα οποία ορίζουν τα όρια της 
ασταθούς περιοχής. Με δεδοµένη τη συµπιεστότητα του ρευστού, η συµπεριφορά της 
χρονοµεταβαλλόµενης λύσης εξαρτάται από το αν η νέα τιµή της ογκοµετρικής παροχής 
αντιστοιχεί σε κλάδο θετικής ή αρνητικής κλίσης. Στην πρώτη περίπτωση, η νέα στάσιµη λύση 
λαµβάνεται τελικά χωρίς την εµφάνιση ταλαντώσεων, ενώ στη δεύτερη, η λύση ταλαντώνεται 
και µετά από µια µεταβατική φάση καθίσταται περιοδική µε έµµονες ταλαντώσεις της πτώσης 
πίεσης και της ογκοµετρικής παροχής στη έξοδο παρόµοιες µε αυτές που παρατηρούνται 
πειραµατικά στην αστάθεια µη ολίσθησης/ολίσθησης.  
 

 
Σχήµα 2: ∆ιάγραµµα ροής για Re=0.01 και Lb=80. 
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Σχήµα 3: Επίδραση του µήκους της δεξαµενής στις ταλαντώσεις της πίεσης για Q=1.35 και Re=0.01. 

 
 Προκειµένου να µελετήσουµε την επίδραση του µήκους της δεξαµενής στις ταλαντώσεις 
της πίεσης πήραµε αποτελέσµατα για διάφορες τιµές του Lb. Στο Σχήµα 3, φαίνονται οι 
ταλαντώσεις της πίεσης για τέσσερις τιµές του µήκους, Re=0.01 και Q=1.35. Παρατηρούµε ότι 
η περίοδος των ταλαντώσεων αυξάνεται µε το µήκος Lb, ενώ το πλάτος τους παραµένει 
πρακτικά αµετάβλητο. Σε συµφωνία µε τα πειράµατα διάφορων ερευνητών [7-10], η περίοδος 
T αυξάνεται γραµµικά µε τον όγκο της δεξαµενής ενώ το πλάτος είναι σχεδόν σταθερό. Όµως, 
η περίοδος φαίνεται να διέρχεται από την αρχή των αξόνων σε αντίθεση µε τις πειραµατικές 
παρατηρήσεις. Για να δείξουµε την επίδραση του όγκου της δεξαµενής στη µορφή των 
ταλαντώσεων της πίεσης σχεδιάσαµε τις κανονικοποιηµένες ταλαντώσεις της πίεσης κατά τη 
διάρκεια ενός κύκλου για Lb =20 and 200. Σε συµφωνία µε τα πειράµατα [6-8], η 
κυµατοµορφή φαίνεται να είναι ανεξάρτητη από το µήκος της δεξαµενής.  
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