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ΑΣΚΗΣΕΙΣ i It Ε4>(λ f\f\\OX ■

1. Να υπολογιστούν τα εξής:

α) (1, -2, 0)+(-2,3,4)
β) (1, -2, Ο, 3)+(4, -3, -2, 0)
γ) (1, -1)+(-1,1)
6) (1, -1, 2)+(1,0,1,0)
ε) (1, -2,3)-2(1,-1,-2)

στ) -3(1, -2,1,0) 
ζ) 3(1,-1, 2)-(1, -2, 1)

2. Να βρεθούν τα χ και y αν (χ, 5)=(y-x,y)

3. Να βρεθούν τα x,y και ζ αν
(2, -3,4)=x(l,l,l)+y(l,l,0)+z(l,0,0)

4. Να δείξετε ότι Ο ΰ=3 (ο"είναι το μηδενικό διάνυσμα)
5. Αν ΰ είναι ένα διάνυσμα στο κ" και^Ο είναι το μηδενικό

διάνυσμα στο κ" να δείξετε ότι το Ο είναι ορθογώνιο στο υ.

6. Να υπολογιστεί το εσωτερικό γινόμενο <ΰ, ν> όταν;
α) ΰ={2,-3,6) ,ν=ΐ8,2, -3) 
β) ΰ=(1,-8,0,5) , ν=(3,6) 
γ) ΰ=(3,-5,2, 1) ,6=(4,1,-2,5)

7. Να βρεθεί η τιμή του κ έτσι ώστε τα διανύσματα ΰ και ν να 
είναι ορθογώνια:
α) a=(l,k,-3) και ν=(2,-5,4)
β) ΰ= (2,3Jc,-4, 1, 5) και (6 ,-1, 3 , 7 , 2Χ)

8. Να βρεθεί η απόσταση d μεταξύ των 6ιανυσμάτων όπου:
α) ΰ=(1,7) , ν=(6,-5) 
β) α=(3,-5,4) , ν=(6,2,-1)

9. Να βρεθεί η τιμή του k έτσι ώστε η απόσταση των 6ιανυσμάτων
σ— (2 , Jc, 1,-4)— και — 3) να είναι 6.

10. Να βρεθεί η νόρμα ||ΰ|1 του διανύσματος ΰ εάν

α) ΰ=(2,-7) β) ΰ=(3,-12,-4)

11. Να βρεθεί η τιμή του k έτσι ώστε να είναι 
||ΰ||=ν/39 όπου 0= (1, k,-2 , 5)

12. Ποιά από τα παρακάτω διανύσματα είναι μοναδιαία; 
α) ΰ=(1,0,-Σ)
β) ΰ=(0,-1,0)

δ)  ΰ = ( Ι , - - © , ^ )
φ3 φ3 φ3



13. Να κανονiKottoi ηθούν τα διανύσματα 
α ) ΰ=(-3,4 )
Ρ )  ν = ( 1 , - 2 , Ο , 2 )

14. Να επαληθευτει η ανισότητα Cauchy-Schwartz στις ακόλουθες 
περιπτώσεις:
α) ϋ= (1, -1), vt (Ô i·)
β) α=(1,0,-1),ν=(1,-1,0) 
γ) ΰ=(1,0,0,-1),ν=(2,1,0,0)

415. Να υπολογιστεί η γωνία μεταξύ των διανυσμάτων του R 
α=(-3,Ο,6,2) και ν=(1,-2,Ο,2)
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EcTmi C C.ê B'd o SxesosyoTd roa ympoa T \ o s  g o v e y x A -

G a m v  T O O  a w e d  s u v a x a ' d S  g x o  F d E g T r x y g  . \ied Y  .

- r o  o n o g o v o y o  —OCIN g o o e p T A g a x o N  τ ο υ  C  L ^ s j b D  π ο υ  a x v e d  

ncKpegm’̂ 'xcxyaa. gto  . ΤότΕ το  Υ axvex aVD.a



mjnG s v o s  v n i x k v p o e  t o o  C  . VA (x n b
\

v ia  c x g g o G r k  .

F \  cx p © © a\yye x  G  .

^  © k O Y N V g y o T N e b a  χ β ρ ο κ  tvow  n p t x y y c x T k U  

g v s ic x p - b G e g n  η ο υ  G ncxx δ ν ο  c p o p U  n c x p e x ^ v r t^ U ^ a a  g t o  R  , 

0(X\ \/\| T o  o n o g b - g o y o  tvvn  G V N D Y p - b c e f  n T o o  F a  n o o

e\ N Dy\ A p s e k a  T v k S  F k O Y tp o p irA S  e ^ s s u k s n a

B '  F- Δ  ^  u V  .

T o  v r  ak sg k  ο π ο χ ν ο ρ ο ^  T O O  F ^

E x a ^ x o o y a  gg k fO Y N o n o \o b N T g \  ©γ G v N V k x a a
T O V  B . 2 . 2 . 2  .

I dyY VA y A © e v k U  s v N © p T A C A  O B d  =  0  e\N gk  n p o v jg v © a

y b g g  T 0 3  [ Y j  -= ^  0 ( x Y  G  V f  .

I F Y  E - g T v o  γ̂ ςχΝ ^ 7  ©OO ^ v  β^ \3  T v \ 3  ( i d ^ o n . o T a

.00.1 © H a  - 2 ^ 4 -V H i - o  
T o  B ^ p o k g y c x  V ' l 'a k  y b s A  - ,w a  u p  O Y^ob

T  i B k - ^ B a d " -  -s ( U \ + u V  © i B k  + U P  —

-  i T B ' i u u y . Y  4- - ^ b 4  4 - H i P -  0 + 0 =  o

B k © B a E ' W .

U )  A m  O k ,  G  1R  ^  T O x e  .  n  c x B k  O W g k  e r v ' s g o a  y b e n

T A 3  1©Ύ CXC^vb 

B  E  I t B oV  4- (α ν ^ ιΡ  =-

-  Ο χ  [  U H 4  - 2  U k  ©  ~  T  - O  =  D

e  V \ f



a . B  Α Β Ρ Ο ν Τ Γ Λ Α  E f \ \  T O H H  X n o x Q p Q H

O p i g y o a  2 - Z . l

Eg - T u i \hfi_ v^or W a  E b o  οΠ Ό χνυροΝ  a N o s  ©\ gw\)Gyc>T\aoo 

χ Τ ρ ο υ  V  n g N jv i G T D  K  . E c y o b y e  o T i p o N G y g  ( S v a U  Τμ)ν 

V i l i  acK. W a   ̂ acx\ t o  s o y E o y x T ^ b y a  y t  V i i  © " W a  a o
r

C S o N o y o  ■.

V \ i i + V i a  -  ^   ̂ \N. e W i  ^ vN a ^ 'V d /^ '^  ,

Q  avv p A y g 2 . Z U

E g T i b  W j  0 g '  V R  G o o  ο η ό χ ν ο ρ ο λ  a N o a  © \g N vsyg s\ ro v )

y v b  p o  O V  n g N u i  S T o  E  .

[ i d  r\ T o y A  V J i  Λ  V7j> T  vkM "V \ fi cck\ Vk/p akk/g\

a n 'k S A S  o n o x v M p o s  t o o  V -  

(k k d  T o  g B p o \ g y e x . - W ^ T  — ΤΐΔ Ν ΕΔ ί^ 0 < > · 'ΰ Ν Γ7  a 'v g k

a n k s n s  o n o x v i p o s  t o o  ν ' .

A  VA oEakT-vi

© cx  © a iy o o y a  agk  G T k S  © v o  Γ \ ιρ χ η τ Ε )δ Χ χ 3  ό τ τ  \0gNonok- 
ooNTgk Ok so w ^ Y k a a a  l E d - ^ Y  τ ο ν  Θ -  2 . 2 . 2 .

la d  Icxd Ok V \T i to yi V T a  a'kxgk ο π ο γ γ ν Δ ρ ο χ  t o o  Λ / "  .■ 

X v g a n B a  ©  ©  V\T\ Xoy\ ©  E  V T a

0  G - V R i n W a - .

( ©Y E S T \0 ©o o  ©k CXN VSk^OTg VX̂ N/ G \ T .  A " W a

IyX ^ V  G  V R \  0Oy\ G  W t

kjM + V ©VRi v lo y I Os+V £  νόΤζ
\γλ+ ν  C  V R k  f A W a  .

TyY  Ε δ τ \ Δ  O y, £  Vk. tcxk ok E  V R \  ( R W a  E '

V k C V R k  a o k  Ov £  V R a  - = ^

< Χ Σ  £  V R k  tcx k  CkVk £  W z  - = ^

cKvk £  VRI (Λ VR a ·



iV a d  ( e d  ®  c W i  r e x  <0 £  W a

Ό  4  ®  - £  W >  - t 'W -2.

£  £  ^V\[I - t V Y z  

l t d  E g x m  F d o  E x e v b s y g T e  V X ^ \ /  £  I M ” »  x \ x [ z  -  f \

·£ U .S jN /\  £ l Y \  r e x  V X z ^ V a  £  W 0  t e —o x e  

v b g T a

\Λ ~  νλ·\-τθ·0 r e x

\l ^  Ί  \ x Y z  .

P x e  T O  o R p o x r y e  τ χ ο γ  \y r e \  \/ e x p x jx ^ a · .

Αλ-ν V  T  lvX\ + U  zd T  W ' + V a d  ~  (,VX\+\f\d T  IvX z + 'iz d  

E u r x F Y x  VAx h M i £  Y / \  r e x  V X a H V z o Y T a  =M>

ν λ + ν  £  \ λ Γ \  - v V T a  - 

U d  £  S T m  ό τ \  νΛ £  V l x  + W 0  , A p  e  o n e p y o O N

vx\ £ 0 n T\ r e x  V i z  0  H 0  T r - r o x e  m g T r ' .

\X~  V\\ -+ νλζ. £ £

O s v x  T  OsVXx +  α ν λ 0  \ ^ ^ ς χ £ ν £ ,

£ r \ E \ F 0

< α .ν Λ χ £ Υ Γ ι r e \  C X U z £ Y T 0  U '^ " ' 'd Y ^ ^  

Os vX — OsVAx+OsW^ £  ν Σ ι  4 -V x r0  β

T o  © Ε ν δ ρ Α γ ^  0 . 3 , 0  -^ ΐΜ x r r u a T e x  m s  r ® A s :

© r O o p A y x e  a . 3 . 3

■ £ g - t v o  V / i  ^"Wz. i  . . 0  γ Κ ίν ς  o n o y m p o x  a v o s  F \ e v o c \ j , o T x r o o  

y C o p o v J  V  n e v m  g - v o  K .  T o x a  T e  v j n o c d v o y e  

I id  W i .  f d W a  A - '- Π ΪΛ Γ χ .  r e x  

I ' l d d  + W z  - + » ” - - + W n

a w e x  a n x g A S  \ j n o > v m ^ D \  T d x j  V -

Α η  ό S e \t t

H e p o y o x e  y s  e o T A  T o o  © a m p -  2 . 3 - 2 .  CD



0 - a s

O o \ s y , o s  2 - 3 - A

E s T m  \A Ji r e x  \Aj-a. S b o  υπ οκχο ροχ  T o o  F x e v o g y o T \ r o b  

y m p o x j V  nckvm  g T o  v r .  A v  '^ xe  r o d b a  c T o x y a x o  y  p \ f  

o n e p x o o v  u o v e F \ r . e  g T ox  y a x e  V x Ix F i Y i i  r e x  V i - ^ s W a  

T E T o x e  O o c T a

V  - N N i-vV x Ja

T O T  a  O \ /  r o y a x T e x  ao*^b) e B & o x g v x e  ( T r a a X  S e rn d  τ·\ον 

\/\li r e x  U - s   ̂ g o x ^ I o y x r e '.

V = W i © W j .

A a y a  — o T a  ό τ χ  ox V J i  xcex Y J z .  a'xvex δ  o  y, tx.\n pm  y  o r  \ r o  χ 

g T o v  v „

B tm p o y e  0 . 3 . 5

Eg T m  Y f i  xrex Sbo oOoympox too FxevoGyeTxaoo
y m p o o  \ f  n e v m  g T O  K  , An/

Wj t Wi = V
r e x

Wi AVH = \ o \
T o T a

\ f  ~  V \ / i  ©  Y / 0  .

A rx o F a x T x T

£  O T  m  y  p  \ /~ , E c ^  o c o v  w ,  N jn e p X D O N

(SToxxaxe rex vizC VJz  Ta xoxe Jog Έ
V - V x J x T V x l a  U d

^1  ■  I  I  I

- 2 x j y y m v e  y a  τ ο ν  O p x G y o  2 . 3 . 4  - o x e  v e  a x v e x

V - a r , ® w ^

n p a rx ax  T e  O T O x y a x e  Vxl\ ® 0  x/e axvex  y o v e E x r e  .

r-< 5 T m >  y o x n o v  o t \  x j H e p ^ v o o v  F y o  e y x e  c j T e x x a x e



\ £  \ \\l 4 'T e T D k g  v b e T a ' .

V  t  \n \ + \ n 4  ( lY  .

Α π ό  T k S  l i d  0 g '  ( l Y  0 p k S 0 o v y e  o f

Vkli - v n )  =  \n 4 - d N a  tzY

A o ') )w  τυν3 0ya\ g t d Τ 0 Τ g e  -t\«s YdT. oo.\ V i i a  νυε u p o e  τ ο ν  

π ρ ό  g 'b a s v A

\Λΐν_\Ν\ Ε A/kJ, 0D.k ν ΐ 4 —V N a G W a  .

ο η ό - Τ

Vkj'' t  k^f,_vki; -= R - 0 i 7  €  W \  n W a  .

E  cob SON V R I  A  v i a  = O

\N^ -  Vj \ -  \N ( t  ·\ΝΡ -  k/Irĵ  — (J )
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ye  Fad- ôoya ότι l_ ( = V"-

An Y\Xedi I— ( Aa-\l 3 xcXC S e  yrdopobsepK
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3

Να δείξετε ότι τα διανύσματα 
ΰ=(1,-1 ,0), ν=(1,3,-1) και ί=(5,3,-2) 
είναι γραμμικώς εξαρτημένα.

Να γραφεί το διάνυσμα ν=(1,-2,5) ως γραμμικός συνδυασμός 
των
e^=(l,l,l), θ2=(1,2,3) και β3={2,-1,1)

Να γραφεί το διάνυσμα ΰ=(2, -5,3) στο ως γραμμικός 
συνδυασμός των
ei=(l,-3,2), θ2=(2,-4,-1) και θ3=(1,-5,7)

Για ποιά τιμή του κ, το διάνυσμα υ=(1,-2,κ) στο είναι
γραμμικός συνδυασμός των

ν=(3,0,-2) και W'=(2,-1,-5) ;

Στο χώρο των πραγματικών πολυωνύμων μέχρι και 2°''
βαθμού θεωρούμε τα διανύσματα

Uj =χ—1
U2=x^+2a:
L\=X^+2

Να εξεταστεί αν τα πολυώνυμα

α) v=x^-3x+5 και 
β) w=x^-2x-2 

μπορούν να γραφούν ως γραμμικοί συνδυασμοί των

6 Να δείξετε ότι τα διανύσματα του .3 
U3=x-1 u^=x^+2 ν^=Χ~+2χ
είναι γραμμικώς εξαρτημένα.



7 Να εξεταστεί αν τα u και ν είναι γραμμικώς εξαρτημένα ή όχι;

α) u={3,4), ν=(1,-3)
Ρ) υ=(4,3,-2), ν=(2,-6,7) 
γ) υ=(2,-3), ν=(6,-9) 
δ) υ=(-4,6,-2), ν=(2,-3,1)

3 Να εξεταστεί αν τα û , û , Uj, u^ER^ είναι γραμμικώς
εξαρτημένα ή όχι:
α) u,= {l,-2,l), U2=(2,1 ,-1), U3=(7,-4,1)
Ρ) u^=(l,2, -3) , u U -  -3,2) , U3=(2, -1,5) , U^=(l,l,l)
γ) U3=(2,-3,7), U2=(0,0,0), U3=(3,-1,4)

3 Εστω W o υπόχωρος του r '' που παράγεται από τα δ ι ανύσματα

υ.= (2,-1 ,2,1) 
u^=(1, -2, Ο, 3)
U3= (3,1,Ο, -2)

Να δείξετε ότι το ^={0̂, 03,03} είναι μια ράση του W. Ποιά 
είναι η διάσταση του W;

JQ Να εξεταστεί αν ja ακόλουθα σύνολα διανυσμάτων αποτελούν ή 
όχι ράσεις του R :
■α) (1 ,1 ,1),(1,-1,5)
Ρ) (1,1,1) , (1,2,3) , (2,-1,1)
γ) (1 ,2, 3) , (1 ,Ο, -1) , (3,-1,0) , (2,1, -2)
δ) (1,1,2) , (1,2,5) , (5,3,4)

1) Να Ρρεθεί η τιμή του )< έτσι ώστε

α) Τα 1(1,1) (-l,Jc)} να αποτελούν μια ράση του
Ρ ) Τα { (1,Ο,0) , (1,1,1) , (Ο,-1,λ)} να αποτελούν μια ράση του

.

12 Εστω W είναι α διανυσματικός παράγεται από τις
συναρτήσεις f=sinx και g=cosx.

α) Να δειχθεί ότι f 3 = s i n ( x + 0 )  κ α ι  g^=cos {x-kQ) . είναι
διανύσματα του V/' για όλες τις τιμές του θ .

Ρ) Να δειχθεί ότι οι β  7ι αποτελούν μια βάση t o u W.

33 Ποιοί από τους πιο κάτω πίνακες είναι γραμμικοί συνδυασμοί 
των

'ο :4 θ' 1 -1
Α= Β=

-2 -2 2 3
Γ=

α) 6 - 8
- 1  - 8

β) 0 0 τ ) ό  0 ' δ) - 1  5 '
0 0 3 8 ^ 7  1



do

Να βρεθούν οι συντεταγμένες του Α ως προς τη βάση
5={Α3,

Α= ’ 2 0 ©1 1 ' τ  Γ 0 0 Α/ = "ο 0-1 3 0 0 0 0 J 1 0 4 0 1

Να βρεθούν οι συντεταγμένες του ρ ως προς τη βάση 
•5= ίρ , , Ρ 2 , Ρ3 } .

α) ρ=4-3λ'+χ-, Ρι = 1,Ρ2=λ',Ρ3=λ'2 
β ) ρ = 2  , Ρ ι  = 1  + Χ ,  Ρ 2 = 1   ̂ = χ + χ 2 .
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Π  Oy Π OYp ©Eax Ŷ yoY ̂  ό τ  GyN

' o  O' " '
6 -

' i  O '
5 C -

©3 o '

Λ  -

0 2 O _ 4 o  .β -

Lxooya B> A G °χ\χογ



0  ΕνυρημγΟγ 4  ΐ. , 4  ( l & \ 0 T Y \ T a a  ποχχθγΠ>,Ργ€'.ο^ν.οΰ n\vo,cgjN d  

( Σ  npoga~cx\p\ST\'ce ε  v o a g s  ( Ο γ^ χ οΕ ιΟ γίΓ γο  -(dyVN R  .

βχ β e Η  Γύ,ΧΑ J Β G !Β ·Αγ:_̂ t-CXX C G ΐΛρχ:θ|̂   ̂ IC-VN 
A(BCd = iAB")G

(b) coyV cxpxerapos Er\xy,ap\ST\c0a voyea
( a  \ e l r x  b u A w a  E-Nvid -

(U Bn β^Β) G Km-AA G G Maap T̂o-ra
(ΑΣβύ C - B C f  6 C 

Uad Bg. β G UwAn acx\ BjGGMaao j ToTa 
A iB  + C  ̂- B B f G C  

Bd Bn AG Ηολαα 3 B G MA X y  0CK\ u B - K j T o t i

Χΐββλ = ΙλΒ)6  -β(λΒή

Α π ό  B a v y n

Σ " )  A  ( 6 C  ) -  Λτη-λγχ ( Β α κ ρ  C p x y ^

Ρ
~  Λγπ α α  ^  6 ·2κ  G a \

r = i π  A <4
ν\ C .

y  Gkb ^
U ±

Ρ

γ - χ rAACj^

A- I  

νΛ

A

I - i
C d ,

w x y

(X\i biz
  , F b d p x ^

' U l  /lY'-Ap

(Sroo(,-r\ B a A P  G p x q _  ~  β Β > ')  G



■\

\ R m x p

■Λ
d / R -  d

O . U C Y ,
\ τ ζY~-i- it\xp r ; m?sp.

i\ + b Y  C  -  A  C  -t β  c

d d  A n o F a x cN 'd a - T e x  γ®  η ε ο ό γ ο χ ο  — ρ ό π Ό

( ^ d

Λ I Λ β  -  -X y  © X t r
I r= i-  

v\

Tf, X  p

\
-  A  ( a B " )

ΠΧΧ p

rdoo'TeSvx A ,3 ,5

led A n A G ΐΆ ·Αχνλ J "T oTa

-Vr ( A-VBY  ̂ +Ό i AY+Hr (BY

Kd A n A'G RmTCvx rex B  C  Mvxxivx -^ToTa

■-K ( A B Y  -  Hr I6 6 d
AV /\,, a£IR tOs\ A A ΜύΧΝ-ΝΧ ,3 “,im V  ΙλΚΧ = λΤ'ώΙΠ

Α π ό  F s x 0 X6
vx

k Y  -Vx" ( A H B"; ^  / ( I 'G  4 ihh'] - y  -V )  GVz
i .  = i



% i-V ( βχΤ 6d “ in ( Ad T 10 i.Bd

i © d  Π c K p c K i A p j o b y a  ό τ \  — Oy •'^wfoyaMCK β β   ̂ B > A  a\vcx\

" τ τ τ ρ ο γ ^ '' ' ' ' '^ ® ' '  n x N C K ia a  0 a,\ gGyT' ckM©-^an τ ο υ  \ ό χ ο υ

T  υ no x l I

Λ Β -

β β  -

V \

1 0  fe a
K t i

m

a ck '

vfxAm

^ 0 7  0 .7 2  j

X y V x G r x  S x c K y o ^ a T N t ^ x '  E a x 0 T © w  aw'CKX c p g S x T C K

a r w T  p a n a b  ,' d -  ■

E x o o y a  T © P > O y ^ N C k  T O y  Χ χ ί Α  Τ \ ώ Ν  Δ Β  a C K N  Β  β  .

\ Λ  Υ Λ

©0 ( β Β ύ  ^  ^  ^  0 x 7 'γ. 0)0-7

4 = 1  £ - 1

■πα γχ

=  U  \  β )

i l l '  0=δ

C  b 0 7

0 Dy\

Λ . ΓΛ

+ ν  ( & © ■ = Β ε 7 C X U

- i —
Κ - Λ  7=1

τα Α

Δ Δ  Ο υ 7 Κ

•<_=i η - Ι

0 - α χ .  β κ 7  =  1 0  ( , β Β ύ

7 ΣΤ i  ΐΟΣΐ i

Υ λ  YV

ΙΔ v^UAd^ X  λβ ^7 =χ - λ ^ Ι β ύ
7 ^ 1 7 = 1



Π o  o T e S x n H 3 . 6

(ei Av A 3  I  Σ  Υ Υ χ +Xrx T c - a

Λ Ι - Ι Α - Λ
Kd A \i A wRyxkxo rex 0  awex 0 γνχΕενχΧΝοε

XTKYX nxverea .τότεO

f\0-0F\= 0

Λ  π ό Ε ε χ Λ 'Λ  ■ 

(e d

Λ Ι  - Σ )  =  [ α · η  S i j . )  ( α · . J  d  =

r = i

Λ

Π ο .γ ο γ ο \ ν 3 ε  ό ρ χ Ε ΐ- α υ γ ε  ό τ χ  I  Α -= Α .

E d γ\

Δ Ο  -  d _  e ,  O t j  =  ( o ^ ^ d  =  t )  .
c= 4

Π^ρογΌχλοε Ερχεοοογε οτχ Ο  Λ  “  Ο -,  

Δ χ ν ο χ γ γ ζ  - z d j p e  τ ο ν  ^ τ ό γ ο ο ό τ ο  ο ο χ ε γ ο  „

Ο ρ χ ε γ ο ^  Μ,3 . 7

Fves δ χ̂ νοεγ̂ τχ ΐ-θ£ V  nevxM ε' Fve εόχγ̂
Ε  ̂ ε  \ο\ ο η ο χ ο  a x a x  ο ρ χ ο τ ε χ  e v e s  η ο γ χ ε η γ ^ ε χ ^ ε γ ο» Α/C- ·

π ο ύ  ε τ  c A 3 a  ( X ^x^d £  V >^©1 ο χ ν τ χ ε τ ο χ χ Σ

w r p x E x d s  i v e  c S T o x y R x o  / s - x ^ E N I  ο ν ο γ ε - ^ τ ^ χ  Σ \ γ ε ό ρ  

γλΑμ-οχ ε τ ο  V©  ̂ e v  -^xe r A F b  R I R  ^  F e x  λ  

' r x u o v j N  o\  \ E x o T y \ t^ s  ς

id (K-Yd"0 - kR a-0Y
(•?dd ( h , 4  0 Y  -  Χ ' β τ χ - · Ζ  ^

" X  -  ·β- X  t 0 n X  

© 0 4 ) λ  I  X " G Y  -  ( A x d  - Σ χ ^  Ά -  Ia g Y  .

e



Λμ onEpjAaN awcK cstonklno V  τότο\ο ©gTa Μ Κ £ ,\Γ  

υογ N fix b cN

X  ’ 0  ·= e '  X =  X ^

ΟγΟΤΌ a\Ncx\ y o \ / C K E \a 0  gcx\ θΝΟ\\εχα\-Τ'^''' ” G νΛθχ,'οΕχ© Νθ CTON- 

Χ0ΝΟ T A a

Α α ό  T O  Θ .  H - Z .M n p o 0 u r\- e \  n  ηοκ'ρογΊΟγΤκώ r\p)OTOj5A

n p o T c x g o  H . Z . Z

0  X © p )O S  Γ ' Λ Χ ' Λ ^ Ε ' )  6 \moy\ yxcK © x '^ fe p icK  Γ\όννΔ

(S T o  Σ

\ O γ.ΌΝΟ.Ε\ΟγΧΌ &Τ0ΧχΈ\Ο  T A S  © y t^ a b p e Y S  ΐ β τ Χ Α  aNXJOsX

p p o y c M © a  o  yC.N ο Σ \Os\ G a  Υχ-ΑΌ π'χΜΟγΟΟγε. X  ",

Α Ι = Ι Λ · = / \ .

A n  <sa y i  Dy \ε^χο2\ y\ < i,NT\yaTcUaT\'c-n \ S \ 0 ta t c \

V \ oy -tvxn r\^©-^v\ τ ο υ  aGy\OYnyoY(s;\OYgyob T o T a .  y i y a  ό τ χ

a x o g y a  yNDt iyxT© baTN G v\ R K + iz a ^ p i,  ,

t  \ EoY-ya c t o y  ap o A tj^ o d yaw  ck <dx\ 2 ι ν  \ G y b a x   ̂ ■■̂ awN’c-©^ a  

< x vT »ye T o S )aT ve D  lEx  o t a t c k  s t d n  npyx'DYVxyoYgxcKCsyci r\ χ w© v-giw . 

Ε τ β Χ ; ^  A  ©j.^-'^e^pcK E A t a a  E a v  axwo-x \^δτ(Σκ:τ\·©α .



Μ. Η Α Χ Τ χ ΐ Ι Τ Ρ Ο Φ Ο Σ  Γ \ \ Ε £ Ε Ρ '
H .b i

Ο p ig y o a  Η - 4  .. α

Ε Ι ε τ m F mo xro\ rn N e rs s  -tom K xdm τοηου·:

Λ  ,  B  e  M  AXYd , 0  B  3Y •^ετe\ eVT x ε~  pooo S ( x -tvn ox-s e Y  

T o o  A ev

Λ6- BF\ = I

OpxcyxDS H-H-2
Av o Tl — X cos rxwosxces ΑαΥΑλχυχ έχεχ 

eVTXGTyoY>o  ̂τόττ xa-gsTex es~\gtpa·^γοa (χηνεγΈ'bisY 

xo o n e x Q a  VA γνχ -  ( ηοχΛ-̂ χηεγ.’ζ̂ ν d .

Χτνχν evT'FiTn niyxvxTmsn ^  Xa^a o t x  o  A Lxve' 

γγ\-— e-CTAGT-pi My-yxoa- A γγ\._θ-γ£kQS xo xFx εχ\·αν ,

H p o T e G n  4 'M 3  1 -  --
0  e v T x G T O C 'Y o a  L y o a  e v T x e T p a - ^ Y O M  r\x\'exce Α Ε Μ Λ χ ,η  

ax s ex γον e S  \ c o s

A r x o S a x -yv x

Β δ Τ Ό  B ^ C  F m o  οΗΤχεΤρΟΧβΟ X TOM A - ^ΓχΓιΤ'?

C A - 1  c a b - i B - Θ c  ( a b Y t 6

c l -  B  C - B  .

A p e  o  e N T x S T p o o j o s  t o o  A  axv e x  γ ο ν ο ,ο χ η ο ς  , f i i



Σ υ  γ Ε ο χ χ S  ykc-s

Ο Y^oveox'res. evT \ ετpouics a v o s  e,v—χετγεγχ γοο rxW eaes

A  ε υ γ ό ο Λ '- λ ε  \e\  γ ε  A  F Δλ·

(M sM .id

r\ e p o c t n p n s \ A i

Κ π ο γ ε χ  -ve F a \ x ,3 a \  c,— \ -w

A A T i. δΜνεηέγετ̂ χ q-x A ί \ - Ύ .

Σ υ ν ε π  Α ^   ̂ -g x e  MO. ε -^ α ν -γ χ Α ν Λ ιεΛ  ο  n w e + e s  Β  ax'^c.n

ο  e V T x  g t o o n p o s  t o o  a  ^  e o c a \  o  υ η ο χ , ο - ^ χ ρ γ ο ^  γ ό · Ν ο  a v o s
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loN Tes Yxe ηΡΓΧΕγ<3>.εγτ,Ννχ e'C-Ô yp'idx ο- (ττο\χΡχοχ6οΧΝ γχ.το.κχΑγ7- 
ΤΧδγΚ '' Ν^ρ^γγνΟΝ τότρ csoYsesiiNe γρ ΤΟ G. 5-2.2 T e  τοοτη-.

ueT e  i s l  Posx \iol ρ'\Νδ\ ygoSoNeYe. ®



E  G  — vO  - T O

0

g^pcxyyxCQ c g s - n y o .  

H I  -  i s  

a x - Z y + Z Z  a z  

- M X  + 2 0 ^  + Z- = Z  

^nGC^Vxylvo^ mCGCtotS -oo

( i l d

G©'r y n y G T x ^ o o y e  - γ , γ  e n m o T n U o  n\ noyC o.  g s  

C u i V D V6G\ Tv  G uM Sxexcs ©ri
E\\yG-

Gwr\■ yyeso  e y x  yGcvo-v o ;

± 1 H
2 -3 2 1 z 

1

-4 2 1 1 3

E - d v b - a r i
A t .E3 + H X l

i  i  H 
O -5  -G  

O 6 1 7

; i s  
I- 2 S
I -GZ

Γ 2 - ^ -  © v yO

i 1 4 l - iS  ' i

' 2 - 3 2
; =

i
U 2 d

- 4 2 1 ( 31

' i ± 4 < 1 5
h - ^ r s - G r a

Σ 1 4 |a ,e .
0 1 6/5 , 2 3 / 5 0 1 6/5

1
1 R s /5

0 G 1 - ‘ 6 3  1 -
0 0 49/5

11 'M 7/51

'Α '- ^ ε ξ ; e4 5  '

i 15
O i  6/5 I z z is
0 0  i  ,' Z

(13d

n > ,o ,Y „ , i  U n  g , „ . ,  C  Υ Ν Τ Ί - Υ Ί τ ό γ  n b o .-

n o o  n p o s o n tY . Nnpp-jv,.,.Uo ^ vcyyo. ( χ , ϋ ]

e . P V l p t Y . .  ν . - . ™ γ , Ρ Ν » τ , Ρ ν » γ .  η ρ Χ ξ ,.ο ο ^ ,Ν
© A . \£_ 6 y.̂

E  -n Ti - 1|
i i 0 ; 3  ' 

1 E i - . r i _ v y
1 0 0 !

f A

i
0 i 0 , 2 0 ± 0 ί 2
0_ 0 1 1'  Z

1 J
0 0 1  1

( 3
(iMd

G  -T

Π  i N GCOyS
s y e o T x x o e  fM c M c c .e  Hwcxx o  o - s n ^ y A o s  vvvyxxG gonds



5 j a

5Γ\5γγ·ΝΧΧ  ̂ Υ'Ε “ Ο Γ\ορ\σ·γ^ 1 τ ο  δ Ο ε τ η γ ^  \Α ) pw 'ey 

ΧοοδοΝ^γσ γ ρ  τ ο  goST-nY.e  

X i  7  i

X-a — 2 (iSd

X b  -  3

■~o or\ox o γ Τ Ρ  F\n'e\ ο.γ'ρεογρ τ λ  βητοόγρΝη γ ο ύ η '. Χ \= 1^

Χ ρ — 0  'Cev Χ 3— 0 .

EwjOsN npo<yeN;ps £ τ\  T o  OspxxEC) σ ό δ τ η γ ^  K^d Ρχ ί̂ χ̂

\go6v)VO'Yo γρ T e  εοετηγοττον ποο o.NTxcToyypov cp po^p

ΡΝ0\ο^γρεο ΓΛι licxxcc». tyxs o-ncpxo '0ns B e o -ss  . F e  π^γδΕρχι^γ^^
O ρχ\ γ^ Ό υ^ τθΕ  r x iy e P e s  (iod τύτχοτοχχρχ c t o  ε ο ε τ η γ ^ χ

X  i  T X a  7  1  X  0  ■=■ 4 S

X a +  X b  -  (lb )

X b  = 3

H pu'.^oo'n TOO n\o nd.MO ^ ο ο τ η γ ο τ ο ρ  Ρλνο,χ popqxxn,

O Xp GyiCYPToT pb-coj^e e a o  τ η  EpoTvy'n ._PTj\sm 6n e y r x -

Ροζ6\ eTWy-rcKS TOm >(,3 ■.   _

V-, _ P 'S  6 V., _  0 B  _ I B  _ -2̂K a -  - ξ -  -  ^  X b  -  - ^  6 ^  -

0 T n  gpviPxPxe ό ^ χ ερ ο ο γ ρ  to n  X i  es'Txnc&ixC-vmiNTep στπΝ

r\y0TYx p-̂ \ c m s n  T o o s  X a  x-ex X b  . .
X i ■= .15 -  X a -  M X b  T 16 -  2 -  4R τ  1  .

H Γ\ΧΌ neym BxeSxoegx o. a o y p g n s  τ η ς  χηενχς ορχο τ ο

& Μ 6 τ η γ ^  Γχοο eyTxcTTOxxPx ο το ν  ρ,χχ γ^γ-νΔτο n>NePe p\yex 

•v^yoiCTn ms r\x sm ο.ΝτχΕ-ο.τή-ετ^<^^ ( F e e F  sxx\oPt'4x\P\on d .



Λ  —

F - r n  G O s o l T o s v y e  E g o  y i G o E o - o s  e n s y g e . P . e

p  DyS)' a  A  M c  g  G T  ή  yo.-TYO  n y e  c x n  c x y o  \ p  ©  G  o ^ g s  S . - A s  - r e s  e \  M tx\

X  VA v . e ' b o E o ' S  T n s  c x n c x \ o \ c g -A S  G c x o - s s

O  e n c x . g - 0 \ 0 e \ ' o s  n x s c x c c x s  y v r c x G M y \ y c x - T v \ e T c x \  o e  v _ y \ y o Y -

c - o i T o  e c s \  n  y o c n  ( cvw o r v c M p x e x b  Α ρ Σ ί Τ τ ο Λ  y e  rV iSg O

I
OyS T  X COyTOyG "VDyS \o -

Q  V~\ n s  T A S  CKr\F\o\tpTS G o Y g s s  -  U r  U n  -

0  n x M O Y C c x s  ν ρ χ τ ο γ ε χ η . ^ ο τ ' Τ ^ ' ^ ' " ’' χΔυΜ'γχ'^^ς

w o  t _ x x  y c x C v O T o  c x n b  τ ο ν  o u o n d  F g  ο ο χ ο γ  b p \ c v e T x x \  v\

y g G v x  \ OyN b s b c x x o s  ( χ - ο τ ν χ  υ π Ε ρ χ χ χ Α  -

X t c m  © n o y e w c x  R )c x  y p n S x  y o r i o x o g y L .  c x n o e y e x G T x c ©  — n  

y e b  o t o o  G  ιχθγ3=> — A o  r  ^vcxvx .

E n d .  t ^ p O Y y y s n o  s o G T n y i x  \ y r \ o p e \

(OyH MO. e y y v  y x F  γ ο ν Ο γ Ζ χ τ ν χ  y g e n ^  vx

\ b d  '^Oy  e x e \  © o e x p o  O Y ^ x b y o  y d e - e o i s ^ v x

( -^H 4  Os y v x v  e x e x  Σ ^ χλ I \>,t  G o x y b x b c g s T b  c R s T v x y o Y d  .

Ox b  x 'cK X D O p es r x ' _ p χ Γ \ τ \ ώ 6 χ \  e  χ π ' ΐ τ ρ χ ν - ^ ο ο ' / τ ο γ χ  .g t x h  G g x je '/ y x  cx

y e  Γ \ θ γ ρ ο γ © Έ χ ' ^ y o T O s .  .

A s  o D o b e e o g x y e  n p © T c s  ό τ χ  o  O Y v n ' ^ y e s o s  S y \ y c x e v g , - \ o s

r\ χΝ ίΟ γΔ ιχ χ  C r \ s 1  e X L \  γ \ · · ^ 3 5 ' τ - ό  C T o x x e x o  c s t v x n  T e x e g — cxmcx

G“t t x x a , C O y X ό τ χ  CXOTO A p x C c s T c x x  (ST \ o s ^ p c s y y v x  2  ^ ο η χ .

f {  [ l R \ S 3 ") = [ o  O - ■  O ; i ]  . (iad

H  p ^ p o Y - y y v x  cxOTYX c x s T x  c s t o x  y e 'x  c s f ^ v  e T ^ x G g o G v x

0 '  K i  d  D  - X e  d   ̂ "· Γ  0  ' λίνχ -a i  U Z d

0  -  i

v-cx,\ Lx M C3y\ ( n p o ' y c x v O s )  c x o g v o Y T n -  E c s t c x  G o \ 'e a e \ c > Y  t o  S ' O G a .n y c s  

S e v  i . ’xvcxx  c g y b v b c x G T o  . E ^ i o g y e  s - r e x  t o  Ο γ ο ό χ ο ν ^ ό ο  n o p x c y x  .



Πόοχενχ'ο. a

Ιο ε ο ετη γ ο. f\ X ■— β  ρ\ V ex ε ο γ£χ 0eo \ ο cv,y pex γΟΝΟ
g.y ο ex η -.β γ'-Ν ο s ρχχ γ epmT ό s η\ ν ο.ρ  ̂ς ββ) S Fpv ρχρ\
v\ γρτχρο GT οχ ρρχο X \CTny TPoXOTexe δ-νηχη ■

Ο
4 ^
Ο.Ν η -ο y, ρ V ο s ρχχ m τ  ο ς Γ\ ι yep ο.ρ

i
Ο ±

Ο 1 I Ο
Ο

Ο Ο  ο  j i- 

0 ο 0 * 0 
1

CpxTycT Ό\χΡ\ ε τ ο  ε ό ε τ η γ ^

X i  τ  - 0^

Χ ρ  Α S  X b  r= K i

Ο - J- 
Q - Ο

> "Ty\TY\ Ε γ Χ  s m c n  p 'w ex  cxFbycPTV\  ̂ -vo 

ε - ο ε τ η γ ^  F pn  p\Ne\ ε ν ι γ ό \ ό ^ ε —ό .

Λό-^νώ TOO ό τ \

\'es

ο

Cc>m vvo^e 0t \ O €ΧΝη·.̂ γΡΝθΡ Ργχγ^ΡνΟΤΌΡ rvKePep ©FFQ
Ποο noovsbrvTPX en d  to n  Lid\& 3 όποο f\<£. FAmxn Fpv r\6- 

^χρχρχ A'^PTxPo ετο\χρ!\ο οτην τχ^ροτeVo. ετη̂ χ̂ η „ £ τ ε \   ̂
GOYc^mMe γρ Το Πόιρχεγ^ 2. τ ο  εοετηγορ R X  — S  Ρ\ 
ε ο γ £ \ ό ^ ε τ ό  . Εετνώ ο.ρ_ό γ ^  ότ\ ο ρνξΡ\ { τ
πχνχόορ γν\ y 'aF pnxpps -^^ι^γγρρ ή \ εο £ό νο .γ^  τ ο  
Π\ηΚορ pyN̂ P \ \Pe c ’ToxXpxe. Εχ'ίο.χ cyoNpyo ο τχ  ο (, Spv 

γΓχο^Ρχ yo. ρχΝςχχ γΡ'^ερχότρρορ o-Uo τον ^ρ\'6ιγό —my ρχ\ ε £ -  
cPlon Ο'Οτ ρ  γν^(χ>γτρρος o.r\o t GiV ο.ρχ0γό τ \μν o.c ŷmCTmv ’,
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κ α μ ί α  λυο)|, (,·,■,) ά π ε ιρ ο  ά ρ ιθ μ ά  λ ί 'π εω ν

(») 2.V + 3ι/ + ; = Λ

3.V - 1/ + λ.- = 2 

-V + 7// — 6; = μ
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2.V + 3ι/ + .- = I
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2.V + -  2 :  = λ

■' λ.ϊ + y + λζ. = 3

( Hi )  ,ϊ -  5ι/ + 3 = 0 
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,ϊ + 2ι/ + λ = Ο
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5.V + 2ι/ + 7 ζ  + 10ι· = 2

Ν ά λ υ θ ε ί  π λ ή ρ ω ς  τό  σ ύ σ τ η μ α

.V, + .Vj

Λ| + ,ϊ; + .τ,

Λ·; + Λί + -Vj

= Ο

. :  + ' μ - 1

. :  + Λ·„. , + .ν„

ν „  I +  ν „

ί ιτ ιη ·  ( ι) II = X. (α )  II = 9.
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00(Bd -  ̂ ŝ A\cd 0\iĜ  ' -' (Χ ϊ(5 \ rXOyEk̂  ’a UU-""
g G E a

c \ '6 l l B d  Soyx\C id O x i G i  » '  « O v U i  © n S n

G G S a  

+

g G S a

s«yA \G A  C X i G i  ’ - ■ O x U i  ' - Η Σ χ-

Σ ο  n p © n o  Cn6 y o x x s y D y t a v  ( Σ ' )  £\χία\ f\ o o x x o g s c g  T O g  

n x N ' t x c c K  β  ^  E v ©  T o  E e o ~ p p e  © ^ ρ ο χ ε χ λ ο γ  s W o y X  y m  o y x j ^ g b '  

E N O S  a x m o y P O y  n o g  e y e x  S d o  p o Y y y e s .  \ G e E 3 T \ s  p  c o y X  ^  

CKOOs ( ς-g y  ygJN cs yp Tan Γ\ζ>ότο-εΑ 0 3 . 6 d  P'moyv yADP 

E  — G X b x o c  y  -  '

c\ 0  i β  d a  d p A ( Axd T  Λ  - ^ ~  ̂© ύ  ®



' F y o — A T ε ί  

Ί τ ό χ ο ε

i-^yeNe ποο ^οοχοοΝοό y \pne\yDnoNοόχε t t s  

ΤΤώΝ Ορι ^ΟΟΡν+Ν \ νχν ε ο ρ τ ρ γ χ  t a s  T \ y A S  τ ο ο χ  . 

ο  y c T e g x - A y o s T x c y r o s  T A S  D 6 \ - i o o g e s  G 0  y \ e  

7 X X A  ο . π χ ο 0 ρ τ ε ρ Α ^  π . χ .  s s  y e  o p ) ^ o s e  a d o  Ε χ ε χ  A S p \ g - 

g o T S p e  y A F s v i o c .  b  s'\Ne\ T p \ o m v \ T A S  y o c o o W s  B

E  e  p  ο .£ ε \ χ ν 3 ο ,  j

1 -H 0 — 6 4 -  H 0 -  6
0 - 2 0 - 3 0 - a 0 - 3
0 -iM i -24 0 - 6 J - B
0 i 0 i 0 N_ 0 i

• E

1 -M Ό 6 Έ>τ>β-γ6Γζ J -  H 0 -  G
= _ 0 ,i 0 1 E  α Γιι + ζ Γζ .

0 1 0 1
0 - 6 i - B 0 0 1 - 3
0 - 3 0 - 3 0 D 0 - i

^  — i - A - .4 ( - id  -  1

Π e p o . F s \  ;<s\e 3

A y o o  Ε ε χ χ τ ε χ e T '

CX

6

6

ό

ό  £  £

cx 6 ό
6 cx ό
ό e> cx

-  (cXt  P ό ) (cK-0d '

■\/e ό ρ ε 3 ε \  ά  \ x y b  t a s  o p '^ o o g e s  '-

E e  \AN Π ρ ν Φ τ Α  O p x ^ o y g e  E - X o o y S · ,

M 3 H i
a 6 M i
a 3 3 i
3 3 6 2

CX £ β C X iSfe £ β β
iΛ 6 ί h

β cx. £ 6 CX t 3 ό Cx ό ό
-  (<Χτ 36')

1 CX 6 6

6 6 cx Cn T 3 6 6 ο. β
± CK β

6 6 6 On CX + 3  ό fe Ε CK
1 ί ό 0.

( 6 i  -+> C i +  C z T C 3 + Ch d



~  ( f t o d d

i  £  6  6

Q (X -A  0  O

0  O O

O O 0  ck' 0

=  ( D v T i b d  ( ε - Ε Η

Γ\ Oy T A Z e d T e y A o  ρ\ρ^οεογ Ρ χ ο ig y , v ‘-

4 O 4 i Q 1 i J

Z 6 4 i
a  Z - Z  - 4 d o i i

Z Z S 1 F i Z d

Z Z M z F i 1 z

G Z M  - ( ^ τ ό " )  h - l V  = i 2  0

n p O T t X G A  b . Z F i

E g TuO O T  ί o )  A X A  n m o Y ' c e e © 3  β COy\ Γ* δχΟγΧοΡΟΟΜΙΜ

yoM o g t a  r t g ^ c x y y A  ( oyMT G T © X A d tcx\

0 ^ 0  - 0 0 ” Y - 3 ΛΙ

(OyM T . = Λ - ^ 3 0 ’ ' )  O \ O T E

c\ e t I A d  a  i  E d  ( 6 ^ d  d e d ( r d 0 d

Α π ά Ε ρ Σ Ε

Θου o.no'ted'̂ ’̂M'yP . “ av ni[)0aDYGA n̂xoy tam πΡρ'mx̂ SA ouoO 

o\ nwcvces  ̂ Εχογ̂ ρρου·. STA Γ y^ayyA . Από τον

Ot̂ jxisyo EyYO-gyp·-

d b n ( A d  a  \  s ^ A ( s d  CXig-^ ’ ■’ '  ( X r C r  " "  ~ U a G v

G e E n

'  ^©''■^lEd 0 1 (S H  " " "  ( b o E r - v ' d r G r V ” ' l A = y >

G G E n



d e i i f \ d  -  2 _  β ι τ τ η - ' - α
g t E

A G y,
•Λ

~^_ί) S p y K d  A iC T i ” " · · Β γ 6 ρ  " '■̂ ' K a G y 

& ε ς - Λ

K d

Ε π ε ν ο η  0 \  A y  β  t e y  Γ  E x e e ^ c p o o v  y o N o  g t a  r  - ^ p e y Y v

C \ ' 2 y  -  ^ 7 ^  ·= i  Ζ · = 1 ^ - - . _ _ \ Λ  γ ε  7 0  r  p e l

ί ■= i   ̂ o .  ,  \6
VJ P J  ->

T o  n p m - T O  o N p o \ p y e  — n S  (X d  E w e s  a  A c  + l B d  O e\

T o  δ ε ο τ ε ρ ο  A  d p v ( r d  · Ε χ ο ο ι γ ε  - τ ε χ \ ε ό

d e x ( f \ d  -  d e - v ( 6 d +  d r - v l r d  . ^

Πe o e \ A  p A g  A

VA npoTecA ■ εηεετε\Ηε\οΛ εόχ,οχ^ s—an ηερ>'\ΑΤνχεΑ noo 
CXv-^ -  B r y  +  -V F y y - t - -  -  -  3 d^= x ^  ·ε^ _  ..3 A - . .

E χ ο ο γ , ε  τ ο τ ε

db\l, Bd -  i o - v l E d  + d e x  ( Γ )  -V d e i  ( Bd  T  " ' 

Π ^ ρ ό - Σ ε ι χ Α ^  i

( l O d

S i l + d j i 3 β η β  \z β ΐ 3 d ' l 'ί\·ζ d ' 3

C X z i C X z a 0 . 3  2,
■= C K z i O z z O z 3 + 0 ,3 1 Ο,ζ-ζ Ot 3

0 . 3  1 0 . 3  T 0 . 3  3 0 .3 1 0 ,3 3 0 .3 3 Ck 3 \ 0 ,3 3 0 ,3 2

Π ^ ρ ό ν Ε ε χ χ ν ,^  2

1 0 E 1 0 3 i 0 "b i 0 3
0 H 5 = 0 6 5 -i- 0 H 5 r: 1  -M . b  + 0 Li 5
i D b 0 0 6 i 0 0 i 0 0



Π ο ό τ α ε Ό  £ - ' o - i O

F a  Τ Έ  δτοηχΕ'ΝΜ ΖωΝ n w a P g i N ρ χ ο ο  y e -

i A l E l X Y  ( ε ξ  Γ  =  0.  ^ 0 .4  0 ( i i )

E y ' y i g R X V -  i (iP d

x t i E . y , t  c \ g  ί ε β Γ  -  ~ k
U5H

A n  o L e

Π , α η ό  τ ο  . S  \ £Ρ \- 5 . 4 5 )  ο τ  \ ^

ε Γ - Λ Σ Γ ,  t y y 0  , V “ ·' 6 γ:0 Α . Α

0  π^ΟΑοΠΤΕλ cxnd  τ ο -  ^ον© 6\θγ\ο nw accN  © y e  τ ο ν

G T o \ x e \ © F n  y e T c x c x n y t x T v e y o  V R  - ^ C x E i  „  X ύ y t ^ g g - i O Y  y e  t a n  

p. G 3.*i e x o cy e
Β έ Ι  Ι β Γ  d  a  cx a  CK y y  οκή^ o .

O προ^όητΕχ oS\O Ton © ye TOtyyeTOYCy^yoTNGyo

T ,_Ŷ  Y= i-On\0  . X-oyyvoNcx y e  tan  F  - A 3 . F  e \ o o y e '-

ό π ί Ε ζ η  a  c \ c F l X d a i  .

Q E 0 h npoednneN and t o n  X yP  ̂ yeTao X A y a f e y  o
. X - o y y o i M O Y  yp ~AN © 9 .  A -3. 5  exopyY.-

- d e l U d a  - X  . ®

Π

n,

n o o \ G y c K  1

A y, B  X w dyN p m o y S  e - o \ x e \ 3 A A S  n\M CKeas  ̂ T o - r e

c\ ed  l E ' d  ©  O  .
I ' Md

Π  DOTOyG A £ 3 .. 0

A n e'\ N Dy\ X n OyP  n X A  π Α ουΤΟυΕ ΕΟυ'\ χ  eVD-S G i OI -

\e\ © G A S A  x n Pv WCXCOyS   ̂ Τ Ό Τ Ρ

d e t  ( A x d  - d y e i ( E A ' ' )  a  c \ e i; iA d  U x l X d  ^



G e  γόνο TAV d e i ^ E B d — dcl\P\d AeilEd·
T oY C f-.M V e y b  TYw Π ρ . 5 . 3 . 0  ^ o  E B  η ρ ο ε υ Π τ ε Ν  e O o

Ton (\ ες^^ρ γό^ν'-^ε τον 6 το\χε\·+·ΕΑ γ,ετ^€εηγ.7 .\οο,ό ypey-
γ,ΊχΜ ηΟΟ ^ ν Τ ιΰ Τ Ο ίχ ε Χ  ΟΤΟΝ Ε  .

Βν β — Εγ   ̂ τότε ο Λ  S\ve\ ο n iV e ses  ποο
Προεόητε\ e n 6 τον Β  eyepyo^NToPi τον &το\χε\·36Α yX "
TeCxAyDcn ey ο t }  ^(Xt-i , ToyyuoNe γε ταυ Γ\ρ . G-0 .H 
όχοο-γε ".

d  ti [ β 'Β  ΒΒ  - α. d ε-ν  ( ΒΒ -  d  εΜ ( Ε τ  d d  ϋ  1 Β ^  .

( χpAg'p.oΓΛo\Ageyε τάν  ( ϋ ) ) , .
Ε ε  ηο.ρορ,ο\ο τρόηο 0 p\£oooyv ότ\ '.

dbA ( Ei^d Bd ”  d e i((\ B  τ  dp i d r i l B d
P e \

dpi Bd - - i  ■ c\pi(Bd - dp+(Ei^'^') dpi (B B
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π  ρ  ο  6  Α  Η  Κ  Α  i Α  (C Ε  φ  f\ ί\ Α\ Ο X

Να υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν  οι  παρακάτω ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς

Ci) 2 3 1 β) 1 0 6 T) 1 0 2 6) 1 0 0
- 1  4 | 3 4 15 3 4 5 2 3 5

5 6 21 5 6 7 4 1 3

Να λ υ θ ε ί  η εξίσωση

1 0 - 3
X - 1 = 2 X - 6
3 1 - x 1 3 x - 5

6 .3 Να δ ε ι χ θ ε ί  ό τ ι  η τ ι μ ή  τ η ς  π ι ο  κάτω ορίζανσοΔ ε ί ν α ι  α ν ε ξ ά ρ τ η τ η  
τ ο υ  θ .

5Ϊηθ  
- c o s e  
ε ίη θ -σ ο Ξ  θ

σοΒθ
ε ί η θ
s i n 0+c os e

Κ
Να βρ εθ ού ν  οι  'τω,Μ πιχρογτιχ-τώ o^iy^ogeCsi νΑθΓ\ο·ι\Ηττο.ς

T \s·  v E v o T n T G S  ? . ■ - . , X ■ ^

a) 1 - 3 0 P) 3 -6  9 T) 1 -2 3 1
) 4 1 -2 7 - 2 - 5 - 9 6 3c - 2 2 0 1 5 - 1 2 -6 -2

2 8 6 1

δ) 2 1 3 1 ε) 0 1 1 1 στ) 1 3 1 5 3
1 0 1 1 1/2 1/2 1 1/2 - 2 - 7 0 - 4 2
0 2 1 0 2/3 1/3 1/3 0 0 0 1 0 1
0 1 2 3 - 1/3 2/3 0 0 0 0 2 1 1

0 0 0 1 1

6 - 5 Να δ ε ι χ θ ε ί  ό τ ι

1 X yz
a) 1 y χ ζ = (χ

1 ζ xy

1 α Ρ+γ
P) 1 Ρ γ+α =0

1 Ύ α+ρ

= ( x - y ) ( y - z ) ( ζ - χ ]

6 .6 Δ ί ν ε τ α ι  ό τ ι b C 
e f
h i



6 .2

>-5

Να β ρ ε θ ο ύ ν  τ α  ε ξ ή ς :

d e f β) 3 a 3 b 3 c r) a+g b+h c + i &) - 3 a - 3 b - 3 c

g h i - d - e - f d e f d e f

a b c 4 g 4 h 4 i ς h i g - 4 d h - 4 e i - 4 f

Εστω ό τ ι de t( A )  =-7 , α'ποο Λ  CNCSS 7 -Κ 3  π'ν Ν όρ-Λο'οΝ
α) d e t ( 3 A ) ,  β) d e t ( 2 A ^ ) ,  γ) de t  ( (2A')d o ) d e t ( A D  

Χωρίς  να ανατττυχθούν οι ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς  να δ ε ι χ τ ε ί  ό τ ι

6.\0

α)

β)

α
β
Τ

α
β
Τ

Τ

= ( α + β + γ ) ( β - τ ) ( γ - α ) ( α - Ρ )

α -βΤ  
β - τ α  
γ -αβ

= Ο

Ύ) l a p
a 1 p = (α+ρ+1 ) { α - 1 ) ( Ρ - 1 )
a  p I

&) Ρ+γ γ+α α+ρ a p γ
q+r  r+p p+q 2 p q r
y + z  z+x x+y X y  z

Εστω ο π ί ν α κ α ς  Α=
1
6

- 3

-2
7
1

3 
- 1

4

Γ ι α  κάθε  σ τ ο ι χ ε ί ο  τ ο υ  Α να βρεθούν  

α) η ελάσσων ο ρ ί ζ ο υ σ α  

Ρ) τ ο  α λ γ ε β ρ ι κ ό  συμπλήρωμα

Να υ π ο λ ο γ ι σ τ ε ί  η d e t ( A )  αναπτύσ σο ντας  κατά τα  σ τ ο ι χ ε ί α  τ η ς

1)
i i i l
V )

π ρώ τη ς  γραμμής  
δ ε ύ τ ε ρ η ς  γραμμής  
τ ρ ί τ η ς  γραμμής

ϋ )  πρώτης σ τ ή λ η ς  
ί ν )  δ ε ύ τ ε ρ η ς  σ τ ή λ η ς  
v i )  τ ρ ί τ η ς  σ τ ή λ η ς

Να υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν  με α νά πτυ ξη  κατά τ α  σ τ ο ι χ ε ί α  μ ι α ς  γραμμής  
ή σ τ ή λ η ς  οι  ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς .

a) 1 ' 0 2 β) 3 4 5 T) 1 4 8
3 0 4 1 2 3 -2 1 5
2 - 5 1 I 5 - 4 - 3 2 4

5) 3 1 4 2 ε) 1 2 3 5
9 3 4 4 4 2 5 6
1 2 1 1 1 0 7 8
1 1 1 2 2 5 6 4



Χ ρ η σ ι μ ο π ο ιώ ν τ α ς  τ ο ν  τύπο Α'^=___^
d e t ( 2 )

α ν τ ί σ τ ρ ο φ ο ι  (αν  υπάρχουν) των παρακάτω π ινά κω ν

adj (Α) Να β ρ εθ ού ν  ο ι

α ) 2 4 Ρ) ο ο β Θ Ξ Ϊ η θ Τ ) c o s  θ 0 - β Ι π Θ
4 1 ε ϊ η θ  - ο ο ε θ 0 1 0

ε χ η θ 0 c o s  θ

δ) 2 2 0 ε) 2 1 - 1
0 3 1 - 1 2 0
1 0 1 0 1 3

στ) -4
- 6

2

■2
11

7

Αν -3
Ο

-2

Ο
1
2

να ε π ι β ε β α ι ω θ ο ύ ν  οι  
καρακάτω ι δ ι ό τ η τ ε ς

α) Α adj (Α) =adj(Α)A=det(Α)I 

β) d e t  (acfj (Α) ) = [ d e t  (Α) ] 2

α)

Να υ π ο λ ο γ ι σ τ ο ύ ν  οι  ο ρ ί ζ ο υ σ ε ς

β)-1  -1
1 1
2  2
1 -1

4
-1
- 5

2

-1
1
2
1

-1
1
2

-1

τ)

δ )

4 - 1
-1  1 
- 5  2

2 - 1

δ) -1
1
3

-1

-1  4
1 -1 
2 - 5
1 2

Με τη χρήση τ ο υ  κανόνα του  Cramer να λ υ θ ού ν  τα  συστήματα

α )  2 x + 3 y - z = l  β )  2 x - 5 y + 2 z = 7  
3 x + 5 y + 2 z = 8  x + 2 y - 4 z = 3

x - 2 y - 3 z = - l  3 x - 4 y - 6 z = 5

+ 3 x 2 - 2 x ^ = 3  
2 x,  -2X3- 4 x,  = - 4

+ 2̂ +̂ 4 =3
2X3+5X3+3X3+6x  ̂=16

r )  2 z + 1 0 = y + 3 x  
x - 3 z = 2 y + 8  

4 y + z = 3 - 2 x

ε) 2X3+X2+X3+X^=-1
JCi +3x 2+2x 3+2x  ̂= -5 

X'3-X2+R-X,=2

Να λ υ θ ε ί  το  σύστημα

X i +3X2+Χ3-2x^=0 
2X 3 -2χ3-4χ,=0 ·

X, +Χγ + χ„= 0Ε '^ 2  
2 X 3 +5χ'2 +3x3  +6 χ^ =0
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^  ^CCXNOΠÔ F COYyR c x Y  7n2 S b o  \ b x 0 - T A T t 2

T o g  OpxGyog 2 „ 2 , i .

X m X - τ ^ X ^ 3 X a a  ΒχοογγΧ - .

' T x e b F  -T ~ T  (_ X\ τΆ ι ._3 K a + G a F

-  ( Χ λ-τ Ά ϊ   ̂ X i - v A i T X a + A a  γ Χ ά + Σ ι τ Χ ^ τΈ τ ^  a ' )^

-  t x . 3 X M - X a , X - X - " T 7



^  \ ( x - r y ^  0Γ  I ( χ 0  τ  1 .

Β ν X - = ( X y X z d F i R  t o . \

”Τ ” [ λ Χ ^  — ~Γ  3χΧχ_,\Χζ4 — ( λ  Χχ ) Χ Χ \ ί Χ Χ ζ  j  ΛΧχ·τΛΧζ+2 ") 

Τ ΐ λ Χ 4  τ  Χ Τ ( Χ ^  -  ( ΛΧχ 3 \ X x l X X z  3 Χ Χ χ + λ Χ ζ τ λ  ό) .

 ̂ Qcx y nopodscxyt  yo. Dobyt βτ χ α  Τ  ΕΖν

ετίχ+ζχ -το © - l o c o ' d  CTTO, © - ( o ^ o ^ od  e  --

Τ ί Θ Ί τ Τ ί ο ^ ο ό )  -  ( 0  3 0 t 0  3 0 t 0 - v i ' ) - - ( 0 3 O > d 4 =  ©  ·

X p A C v y c A o x R v T c x S  TXS x F x b lA T S S  (Vd to.x K R

O p x ^ y o d  7 . 7 . i  K n c x  Ν ο ο ^ , ο  no. E s x ^ o o y s  N ,

X x _ , X t 3 -  " - 3  X a £  Y l  Ccxx X i ^ X z ^ . - . X A G  K  \ 4 χ 0 Ε \

( X i X i l  X z X z i  - " I X a X a ^  ^ X i T ( X i d + X . ^ T [ X z d + - > - + X A T { X v x 4

Ιβ)

Vx

~T~  , ^  ~ λ ό  ^  ^  X d  1 ( Χ ί ^

T .- i

H  (3 d  CkT d T S ^ C  y\D . '^ 'LNxYAd^A T a S ( η ) .

0Sv0pA\\cx 7 . 2 . 2
I
E S T c d  X/ v ^ p c x y y s N s  ,^ d ip o S  A s n t  pCXCytN  A S  & v0 ctcyS a S

X x m X /  ■= YI C  (}d( ecxi B - -  \ v X y V X z ^ ...^ tu '4  y ,o . b R c A  T O O ,

o " W  exVcxN ■'-^po.y y x t o s  γΧι pos po.\

VNlj. „  W-> o
v3 orxoxoX. A rx o T S  £ xo.ncvJSyOTo. TOO ^TQTS oncxpxsx y \ c s

STDMX vdcSTiy o N o G x A A  Y^ycxyyxYCA cxrxsx t o  N xCa Σ  ----^"V\

\ ( U d d ~  7 1 4  J T.T ( io d



Ί .Τ Π

X n o S e - '- y A

Ε σ  — χΛώ c©r\C\o FxEM O Eyox Ox £  Y ,  /\o ιό  poxiyc \θγ\ y o  

yDNOx.S\c0 τ ρ ό π ο  V0S poYxyyx'coa G M + E tx c y o s  Txmn snoxycxvix  

T A 2  ό Ε ί^ Α ^  f\ T C g  Τ 
Α

a = l

ό η ο χ ύ  TOY a \  £  K  Τ ι  = 0 ά _,.=... .α  © moyX y c M o E x T  o p 'C y e v o Y .

O p 'v ^ o o y e  -TAN cyT h  <c0 n \g  a  I  ” Y  ^ Y T  o is  ^ - χ Υ '-

—  f e  λ  Y -
“  \ p  a i V N i i  Ε τΗ

'l= i a = i

Γ\θ γρ ο Τ Α ρ θ ό χ^ 2  o \ \

Τ β ν Λ - = Τ ύ ν . £ ' Ν χ  E ' - b b · . .Y1

3 p - T  χ ο χ η ό Ν  moy E c b '^ g y c  ό-τ\ a  ' \ aw cx x  t ^ p ix y X '^ A  

VtCgS >χοΝΟγ0\ΑΑ= __

E crnxg X3 νγΕ K tcxs V £  \Λ To V
ΟγΟ-τό o5S N ^ p c g y y x Y s  G O sSocYeyO S TxJiN G-TOxY 'V JM  T A S  ^ΟυΕ α 2

f \  T O O  F  " J £ _

V  -  F  0 d  u i

2= 4  ̂  ̂ ,
b n  00 TOY R e K  ' x - R Z j . - j Y l  Fnckv ^ ονο υΕα ©  op\cy2VcxY

E y o v i y 'c T o n e

A \

Τ ί , χ ν λ  + Α ' ’̂ ') - T  ^  H i
' ' ' 1  JT-^i.

r\

Λ  U F H - Y s k ^ i d  H i
I ^ -----

Y \

T= l
A

^  ( Λ Exi -V χ Τ ό  Ή ΝΛΕ.

■1 -- 4

Ο υΓ Τ  ό  T O N  θ Ρ  ' ' ν Χ ' ^ ’

T A S  Ε  U H



Υ\

• lo i

\ ( λ ν λ τ γ Ν ' Χ  ,= Λ  T i n  .  γ Τ Ι · ν £

X-jyciy-ONO. y s  TA V  n p .  7 . 2 , 7 ^  a  T  K

BnoyGsx FKjooyz Gx a T  Gvcxx yovmb^cb.
E C T c O  S " - V - ^ V V  y n x  - ^ p c x y y v N  c s n L x tb N itA

n c o  xxccxYonoxtx τ Ά ν

V<+\ x ^ p cx y yp LA .

S t u X A v J ;  , A p e - . - A ·

B X O O y t  T o t s .

‘S f  R T T i d  ^ d  ax S( ux l
X--1

T A S  '^ p iX S X y x tb T A T C X S  S V  Βξ
Ύ\

SI A  -  V i  ^ T ( u i

CK,

7 - i.

B p  CK G  — Γ Tc e n o x Q  F t v y / s x  T A  yovcx 'bs’coTA -o , t a s \ .

T o  Θ .  7 . 2 . 7  ewcK\ C T o x y x B S t s  ο κ χ χ Β  ρο,χ τ ό ε ο  ■

fecKCx'cb HDo ctbnxyo vex το ΕοτοχτΒεονχι.

^ o a ' B R  v o .  O r x o v ^ p c x y y ' x c o v y t  E t x  o x  

• ^ p o . y y \ G s  ο .π Ε \ Α ο ν \ ε ζ χ Ε  { ^ o o v  n o ^  Κ ι Ν α τ ζ ε



Π (χ ρ  cx b tN y 'n y y - o .  ±

T o .  F  icxv ό ε  yCX\ cx

U i  -- ( 1  ^ 2 0  t c x x  V X z  -  (  T  F  "d

, X 1 ^
z W o s X  y p c x y y X t v + s  cxV t y m p T  A T  o .  \fo .\  C x p e x  e x n o T t y p d N  y \ C K  

b c K i S A  T o o  I R B  ' B c n u i  o . ' c b y o .  T e x  E  \cxv ό  C y  c>T c k  T g -o ί

lo _ ^ a _ ,± d  AcsX \No -  .

Xbyc^-XIN O . y t  T O  0 .  T - 2 . Z   ̂ \3Γ\α,γγχ\ y i o ,  y o N o -D x L A  - ^ ^ c x y -

y X t A  C K A S X t i w C A  7 '.  R ^  ■— ^  R  t L t OXCX G s t L  ■.

T  iBid "- T l i  -- t c x \

T N z X  -  V iz  -  ( & o G H G  .

A . S  b p o d y t  Τ - ό ρ ο .  Τ νΛ χ ί " Τ  . B s T u i  X - ( > \ y X z ' d  £-VC>. τ ο χ ο . \ ο

£ \O .N  o  c y c x  n o o  R  ^ B v T o  y r x D p V K  v e x  ' L t c ^ p o x e r t x  0 2 s  ' ^ c c x ' f -  

y ' l t o s  - c s v v b o  c x C y o s  t o o n  V X i,  Α ο .\  VX-j, (  c . y o 0  c x V T c x  o . n o T t y o O N  

y \ c x  ^ JC X S T  T O O  R ' ^  d  '»

( X x ^ Y x x B  -  X i  U z  i - X t  V>2Z 5 X n ^ X x E I R  ^

( X N ^ X a b  -  X a  I R N  i  X z  ( 5 _̂ μ Β

R y X z d  -  i X i l t X z  J  - i X i T M X z V

X n o p , ^ o y \ y o o y x  t c x  \ i  ^ t r v y o O H T c x t .  t o  i s d t N T y i x

X i  1  a  X z  — H i

a Xi + H Xz - X-2. a,

X i  i 3  X z  -  X i

■" "̂ -Xz — X z - a X i

Λ ρ ο .

X i -  - a X i - v 7  X z  t(xN X - , ^ = X i _ X x . ^  .

U y X z d - "  ( - a X i i ^ X z ' d  ^ 4 -V ^ X i - R X z \ v X T  

X t ^ X z d ^  \ [ _ i - a X i - v X X z 'd R i - V  I X i - y X ^ R a ^

\ ( x i ^ x z ^ -  l - x x i i % x z 4  i X i - R x z ^  R R R ' d



X a

H ^ X i T  X - X 2 _ i U X i - 2 X a )

\ i X R X a ^  T X a  3 X i+  E  X ^  X X i -  ^

Π ρ\ρ© £τ\·γ sgtx 2
I ̂  ^__ -y- _ Φ  A __ ^ ,^tri

"    V'"̂  CY,ne\CC,MNCA Cdy\ X s - f y i

b-Ti γγ \ r.p o G Svo p v ie-cx p  y c N o E 'C ©
^ Π ο  \cx S xOs.H'O'S'nx 0C\ Dsy

w i  £  R "

I t  ( p y

T  ’  TI . - n v i £  X iT U A  + x ^ T ( e,Y + . . .  .̂  Χ ,,Τ Ιe.y

\ ( x v -  X l W i  + X a V Y ( , i - . . .  +  x , , V I A U©

A y a  =.\vo .y o  n x m  η \γ ο ,^ » ,γ  t o ,
-τό-γγ, ^

T  [Xb 7 X ©

H l  Eo Y M ^ o p eT iC ©  Χ ^ χ χ ί χ   ̂ OsN

T o 7 e

T  ( X c^ X a ^ ., t ·.· 3 X a ^ - X i  o t t X y^
TA

U b H

^^Ax\i t - o .  i\A m

f\  A  e 'w o t S  y\cx  r \ o y o  c x y l b A  n e p \ - y p tA p n  u\cx.s X p i X y y \ e A S  ( x n e \ c 0 -

7 T  E oy y L y e - X b p g y e  G o R p F  - p A  

b y .G A  χτ-το γ χό  X p ^ y y r c E g  ΟγΠe\COM\ GTvUN CcxT T Λ ^ vEcm v.



T o o y o  y p D . y y i t ' X N  ο.Γλζ\χ-ον \ c  s m v  c\m o t o

cS~ o  R / z  ε ο Α ό ο Κ '^ - Τ ο Λ  y t

/  ( X  V Rf
V\

V\ ΟίΥ\  ̂ \f±   ̂ ^

( (xnb t a  V 'X 'e- ' V i c m o iA o r K d s m  -  o y o y o p c ^ x t y c s 'd . Ε χ ο ο μ ν  a F a  

o p i S t i  T'Anj x s o a a T c v  ( ο χ '  c x n c x p x x —A T cx  Y ^ p c K y y ' t m v  d  G .n s \  t o -

v K s o J N .  0 c k  o p x C o O ' y t  T m p m  n p o v y S N S  G T O  σ ό ν ο , χ ο  ’: L [x f ± ^ 3 .\

r i p o C ^ L G A  C t o  K  (  d / l  W  ^  -

B n  \ i^  K  F  I  I. V d -JV z  4  i  T c G i .  opx-yi-oy'L T O  CK%pO M Sya.

\ j j ( -  ) vOS TYXN θ\Γ\χ_\'{-θΝ\ ε  A  c\VAo T o  7 / i  S T o  ' V z  ΠΟΟ F'\VSTo.x

0 . ΓΛΟ T O nJ τ ό π ο

‘ ( 7 i T T z d ( K d -  T K R 7  W ( ^ d  3 x € . Y i  ( iM d

0 o s  Ε ζ Ι - γ ο  o y t  O T  2 A  ^ T i l G z .  TvNcxs p o y y T A  .  E o .  t o s F t  

to .\  X j R F  Vd  n R x p V o o y t · .

i T i i T z ^  T i .  ( X X - r y B ^  T  T z  [ x x + R b V

0 \  T i  tcKN T z  tvYcxx - ^ p c x y y x T s

(TL-vTzd U x T b X d " =  A  · Ι · Κ Τ  + X  Y  G “d  1  x T z  K d  T  dx T z  i B d

=  Λ  i T i l B + T z K d ' ] )  -V y  G d 3  ^

(T iiT z d  U x + T Y  ^  R iTi-vTz^ Ud T y  G ilT a d  NX

T ' o y y m - N c s  y t  T a n  r \ p ,  7 , 2 7 3  Y\ ( T i T  I z d  Ε\Υο.\ ' - ^ p c x y y T A  . 
?
A Y O'-

T n T ^ e N y V n .

xcw TO cL ( T i  Υ ζ ^  t\vo.\ χ _ χ τ \ ε τ ό  m s n p o s  t a v  n p o s B t O T ·



Β  Ο0 ! V y V o ic s  n o \ e c x rv \ c x G \ O Y G y .o s

T F  i  \ B  Τ Τ )  Ctx\ X ®  B   ̂ o p \ y o o y e  t o  b o ^ y+ jT o

Γλο^χ(χη_χογΐ5Γ\ο y  \ v iS  T tv  c x n e \c o v \g a  OyU d T o Y i  ε τ ο Τ τ

H c o  S\NieT<x\ θγΓ\ο T on τ ο γ \ο ·_

Λ  1 )  tx H  -  χ Τ ( χ )  3 X  G ' V i ί-ΙΕ·)

9 Os ρ τχ -τ^ ο ο ν^ τ  DT\ A  y  \ e iNCM  N ^ p c x Y y s Y .  Hex c © 3 e

pM ooye ■.\Ccx\ Ογ^ό €  K y r\cx\ p·.

t X \ ) ( c x x t 0 0 X  τπ X  1 1c x x + 0 0 \ t x  ^ Ο υΤ Ι χ Η + ^ Τ Ι χ η '

( c x y o o  A  \ e\NCg\ ' X p c x y y v D A  d  ■=% .

Y

A p e x

X T  Y e x x T b E F  = ^  I x T ( x h M  b L a T I - R > c x  (x\  Υ λ Η ι  i  (χΤΜχΗ

0 7  T a n  E p ,  7 - 2 . 2  3 ΥΛ X  \ c \ n c n \ χ ρ ε χ γ γ Λ ν , Χ .

Γ*' ■»

A T e d l V i V n  .
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T e y s - m v  c r n o T x " 5y v  y x D .  n p R y y  r \ o x x o . n > o . G x c K G y o d ' ^  g t g  J . (  V ' ) .

■ \ o  0 t v 0  p A y m  Ποο C X toyooB 'L i Β\νο.\ xFxcxW tp o . GAyOsVTNXLD .

Θ LmpAVO. 7 - 7 . 5

ε  S T o a  7 ^ 7 ,  n t n i p t - S y t v o F x c . e  xoT d x  • ■ ' g p c s y y s t o x

χ Α ο ο χ  ncxYm  € T o  G\0ycx VR x^t

b  \ ΥΎΛ Y ^  -= Y \  CCKX (4 \ m  Y - 2 .  “  T  ^ Y\ ε  \ N .

1 ό τ  t  ____________________________________________________________________________________________

N )0\·ΔΛ dLl̂ Yi Y t ^  -  Rna Y  Ax-mYz - VM7

B r \ 0 F t \ n A
I
ε τ τ ο ο  o T  \ Tcs ε ύ ν ο χ ο .

 ̂ E y v X z ^ - X -  j VXa V  6 - ^  (W y V lz ^ i . i- i .3 V lv x ^

E \ v x \  bcKvSTi t .  Toi'-I Y i ,  tcxx 7   ̂ cxV x\ ε τ ο χ χ α .  .

O p x ' ^ o o y t  T A V  ο .ππ,\ χ .ον \k a  \ \ y  - Y i  '  ^ Y a  £ - τ ε \  

B t T t



•Rcx oycx -cx

o n o M  H n g v  - o  B e y -Ογ n o o  ^ c o n c c U r   ̂ β .

 ̂ r:^ ·
i  0  .  i - 4 d

cg\ e o c o y e g  b-TX cx ΟγΓλΤΤΑΟΜΤχχγ, " R -  HycxxF n o & e \ c \ ;b e T

t^ p cX Y Y X Y ^ ^  '-

Τ ^ ε χ γ γ ν χ  ,

.  d  - j ’fTi
9<x δ τ χ- ^ ρ ο γ τ  o-re TO  b o v o y o  Tu i+  ΌΛΌ - ^ ρ χ κ γ γ χ Α Ε ν

n n e ic o v 'x s e v o g  ΟγΠΟΤΥχόχ γ,Ογ 0 ©Ga  -t o o  d i W a V
E g - va vx c x n e x c o v x G A  3 Β 4 , ( Υ ^ \ / τ ) .  Τ ό τ τ  y n  cg

7 a  t . τνΛ \ δ χ ό ^ χ

S ( v X c d  a  O x i iV H i  3 Ot^.^ V\|a +  Y  CXivA. W(YX

(■Λ exCoNCg ID A  Uoc- y e b v A  -TVXS S  yp© Ye-D .x  G-cxn -^ρογγγχ-

R s  ε ο Ν ^ Α ^ χ ε γ Τ  TvAN g t o x R x v a n  t a s  ^ E g a c  B  t c a  Y ^ V  

A p e x  ^ χ ο Α γ τ
f A  Γ Α  Ή

S I e V O  a  ^ C X r ^ - x N ^  =  V  y  Y J

 ̂ i  Λ
( y  X cxT d  —A  TA 'Λ

S M  ’  A  Y  e v x  T y .  .

0 2

Π ο γ ρ ιχ - Α ρ Ο Α γ ^  ό τ χ  νχ Β ( ν χ 0  x^pA yvtcxX  Gcxn t^ p c x Y Y X c Y  

G A n S a O y G y Y  T v iN  R a i ^ T .30 0 „ 3 YX .

Ε π υ χ Ε α  TvJpoY Y 3 e  S-Voxyexo U . €  Y a g^pAojvTcxX <5-OyN

X p c x Y Y x o o s  G o s S o c x G Y b c  τω γ  U V X a ^ -  =· - _̂ V\yy ςχγο^  ^χΑτό 

c x n c n e y o b v  γχογ S A s a  t o o  Λ / ^  c x a to  ε Α γ Ε χ Ν τ χ  ό τ \

Ά  S l 's X H  ypoYyercxx ^CXN H^pcxYYX o c s  <SAM Ο Ο Ο γεγΟ ^ TtAN ’

S ( ,  V\r X  3 X a  fxoo Cixxvic Ε η ν ^ Ο γ γ τ  Πχο Γχάν+ο

^pA yO N TO YX  COyN R A wY  γ γ  _ ^ Y 3

\cox cjam  S a c x ^ Y o \  T v i+  T a (
Ai ■



A p e x  c c x E e  v x £ \ / i _  Y\ S I R  t^ p e x e D C v C x X  M b s  χ ^ ρ ο γ γ γ χ ο ο ς

C T O n S  A C x G Y O S  T v i s /  7 0 y \ 6 7 G \  0 \ n e x p A t ^ O A N

τ ο . ·  Y t V i V y .

H e g e \  m i x  Ε τ χ τ ^ Α γ γ  τ Ε ρ ι χ  · ο - τ \  ο ν

7 y  > Π -  i T . . -  . . ,  η  .

ή ' + ο 5 · γ Τ  ^

β Α ο υ '  N j ^ p c x Y y \  c E s  Ο ',Ν χ η ^ Ο γ ρ - Τ Λ Τ 'γ ,χ  . E c T v i  Ο Τ  \
ΤϋΊ α

Σ  Σ  = ο  .
1 - 7  Σ - 7

τ  o n e  χ ^ χ  CX c c x E e  Ε  =  Σ " ^ φ  ^  ̂Υ \  n o . \  ρ  ·\/ο Α  γ ^  '.

ΓΛ π

d a  i  .\ ^ i-  

•ΐΛ

X R  1χ\λ·Σ a  ©

X  I _  X Y T r ( u V - < 0

β = 1  7--Λ.
TA Π

X̂ X F ei iX d ~ n>

b -  ^ c  
m

E n e x S A  — I X  t - . ^ Y v l T A  o . n o n e y o A v ,  y x c x  ?n A g a  n c A  Y a

\  ̂ » . ■> '
'BWcxn s^^cx\^S\\X-vi^ θΣ/Σ·\^Ϋ'Βν\·\Εν X_Ck \ ’B ’TCN Υ/υ^ΌΟαΣ

- a  O  ' • g N O g  ° X C V  7 · e x  £ = 0 ^ 3 ^  ^ - - ^ Y X

YOyX 0 a  1^ ^ 3
t

A p e x  i C o . x  o \  Y i - d  Σ μ ο χ ν  ' ^ ρ ι χ γ γ χ  t e o  s  t x v e n j ^ c x p n n a e e  c c x x

R n G v  e x o n e s .  c x n o n e y o b v  y x c x  A A g a  - T o a  X  t  Y i R ©  " )  · 

Αγοο ΊΛ ό Α ΰ η  Ο γΤΛοη^ΥχηΟγΧ c x H o  ΥΛΓΛ ( S n o x  y x T  ^

© r e ,  X t . V y ^ V - 2 . X a  vdtYA



Π όο p x n y o .

/\ν ο yptxyywLos yap os V  t\ N'o.\ ns.ntpcxCySVAZ

F xckS t x s a s  Y d -  R \ m V  £  I H  3 T o - t

i  \ on, ol ( V  4  "  A ( E d

T t X  G T o n X L N C k  — o o  χ ν ό ρ ο ο  R  ( V ^ V d ^  X L y o N '-D .\  ν ρ ο - μ ' χ λ  tCK  

ε  O V O -pT  A  S  \ <s t c x  A  g  Vi N C\C — A  S o  t\ L A  ( { \ Y \ e s x X  vXACVn O A  Cx( S  A  

K a o c x y '  -^oY'XAs'd rvcKN m  C T O  \ f ,  H  e v v o v t x  — c o  y p o . y y x ' C G O  G o v g p -

— A S \ g C e d  E M c x \  ■\F\cx\T'L-pcx Sr\ycX'/'\ x t b  c t t a  y s R . — a  y l o p v O N  

Π  s n a p o . G y i . N ' A S  B s c x S T C k S a s  y x o T  \ y c x s  F x t o  t d x o v t  \ g T A V  t - i y a -  

" T S p A  G Y ' y d o / v i J t A  T A S  g V ) \ A T A G A S  y t  E s y D T c x  o r \ v 0 S  Q' V n c -  

χ · . ο ρ ο \   ̂ ON p  C . y yviSs E y x e m c i s x S  tD .\  0\ g o - j T S T c x o y t V t t  .

E  0.0 θ-'S S\ \) y. CK i~

H f  £  A  (lE-d E  rino

F  ( X \_,Xt2-̂- ·" A'd — Ri Xa T ~ T CXa \ A

ό η ο ο  0 . 4  e i R  . - ^ ν ^ ε τ Ν  ε - c x b a p t s  a '\ Y o - \

γ τ ε ο  g o v  ο . γ τ η ε χ ι κ ' ΰ ό  ,  K ckB s  ε τ ο \ χ ρ \ α  t o o  F  i J F  j  t \v o .\

\ ' r\\0 ΓΛΟνΝ^Ο ·χ^Ο^'^ΥΛ5>.

Λ ν  θ 4  \ - K a ^ . . - , j A  s ' w o A -  T C K  ( S T - G  \ x R  C K - S n Q S  g O V - A B - Q O S

 ̂ Y9
bcbgns T-DO R   ̂ ncKpcxTApoOyS c4t  \

F ( 0 4 d  -  a 4  3 1 ^ 2 ^ . . - 3 ' '^

Π o .  p  vK St-\ N  Y  P'' 2

' T o  Ι χ ν Ο Ε ,  T S T p c x ' ^ o i A ' C o d  o ' w c x t c .  s 'w c x x  C V C K  e - A y c x . V - \ c o

OO.pocStx'v̂ yo. ^pcxyyxtod csovcKpTn6\c\-ced ; 1Γ G J, I o ^ ' )

O Π Ο Ο

-V r  f \  - -  F i i  -r / \ z z  -i- ·■ -  -  T  B a a
]

\i ypcKyy'iNtatcx too -vr CKnoFsxtvo ιτο.\ aoAopcK,



y p n G N  p o n o w ix T c x e  n ic ,  -y+gib-ee. i E nc- a - \ c . t a s  

Π ί ν ο γ Τ ν + Μ  c c x \  -TOO ό ο ξ ό γ · ν Α Τ 0 Α  n o y \ D v n y c x G \ ( x i S y o 0  .

EospEbo 'EV vO N  3

E w o o y e  TnACcx LVcg c x n o  T o ,  π \0  G A ,y c \ tr -x e O g  t^ p e x . - y y x 'c F

CTPN/Ogp—AGxcx'COg CSTcx γ ε Τ ' Π γ ο , Τ  \'ΌΧ - Ε .6 " Τ Ά  7 t/ o ,  t_ye\GTQ

6 \ D y G — A p e x  g t a n  e A E e x D g  — ·ω +  π ρ γ χ - ρ ^ γ ι χ η ν  c E n  o g p \ 3 y E N  c < x \

Y  O y g i p o s  —'viN C STM SyE N  G O M c x p — A G e v i  V CTTo [ j X j V ,

H  cxne· 'ο ό ν χ ρ Τ Λ  ©  €  λ  (  C  ( C o g ^ d )   ̂ R  ύ  y e  - b n o

Γ
G  ( V  -  I - f ( V

' cK
1 ' r ^

B \ M c x \ e M o ,  N ^ p O g y y X C Q  G  VM O g p T A G x e x C o  .  V \  x ^  y  U g y y  χ C  E n  A T  O g

T o p  ( 3  O g Ao  & e \ C v  a C t c x x  T A c o y o g  y p A C \ y  o n o x  Ex'  —o g C  — , ς  E \ b -  

T n n e o ,  n o  a  o p ' G y e M O A  o y o c y A  p E y  o c x  o s .

O  y E p o e  c E v ^ E  ccKXe\TCK\ Οχχy Σ  fi X CO s  S  o'\~ c o  s

X  u i  p D  s .

Ψ  X  V

d n o g l S. p CXCO X  — OA © F  COgX S O y  Eoy\-^Y_—OyX y y

V ‘ -  λ ( ν , ΡΗ 12 0·)



7 7 ,  i  Ε Χ Μ θ Ε Χ ύ  r p f \ H R \ £ O v d  / \ n e \ £ 0 U \ X £ O  Μ

t l p c T c x G A  7 . 2 - £

r m  1 7  : \ 7  t e w  

T o T ^ e i l Y i y s V

B n b  £ t\ n  A

H  n p  O 1 c\ G a  ycxs y t t x  O \\ a  E O v B tG A  N^pcxyyxxRiN  Cxm\- 

VCoVxgtvijM  txvcxv e n 'x S A S  'y p e x y y 'C A  - θ ο .  E w y o a y x  —a

" l ^ p o . y y x  t c  \ w  V cx \ a s  1 z K  χ γ η ε ι  y o n c c m v - T i x s  — a v  

Π ρ =  7 _ 7 - 2 -

Π  D. t c x 0 t  t c x \  4. χ ο ο  y  t '-

( T z o T i ^  (x 'Ft y b R -  N  [_ li- (λΧ-τ y^d

= T z  Γ A T i U d i  R T i l B d l  I c x c D o d  A  T i  t \ + c x s  ^
y p c x y y - c t n d

-  B  Y a  Ι Τ ί Ι κ Υ  +  γ Τ ΐ ι  Y i i ' T ) 4  \ c x y o b  A  T z  t \ V o . \
c c x y y  \ c a X

^  ( T z c T i d  ix X - V 0 B "d  Λ  ( T z o  \ id  (x d  i- y  \ V io  \ i ^  ( y b  ■

A p e x  T z o T i  ε Τ<χ \ • '^ p o .yyv 'C A -. ®

X o y c ^ m s c x  y t  t a n  Π ρ ,  7 , . 2 7 A  ^ O.N o \  \ χ γ Γ ζ  t\Vcx\ 

7 p c x y y \ t o \  T L X t S T t s  n R c X i  T t  o T ~   ̂ F a x c x F a

T A 7 £ i l V d >

T o - T .  Q\ Τ · 2 .Ι Ι  \ i  Ϊ-0-, Ι ΐ ΐ Ί ΐ .  £\VO,\ . . π Τ Ά .  3^^0'S\'^\'CO\

T t x t S T t a  nt.'/Nvs ε τ ο  V ,  ε  YdjX̂ CK̂  Yd
4J

' X '



Ποο"\^^'2'·η — r
\i_^ \-χ J  Vl-CXX J)^£  Κ  ̂— ο\1- \G>(V3o\J>(

-TCK ■-

(τ·  ̂ ( jT lo T - ^ ^ = ·  - ~Γί_ ( " Τ - ο  \S\ i- \O .-£

Τ ι  l T i i - T = , '^  -  Τ ^  Τ - Τ  \ ΐ^  \έ. en\^'^^\G-sN’C-̂
\ ζ \ cTY\Tcx .

(T '2 ~ i '\ 3 '^ j^ '”T i  - T-a \ J .  -t i 3 ο \ i

I'jV·!'̂  >^(’Τ ΐ “Τ 2 ' )  -  ( x ”T i T  W  ' i -^ (λ  1·^"^

n^iGC'JTO.\^\G~T\ t'/\

Λ γΛ ό  S,1.\-LV\

H  U '^  s-Y\v Γ\<ρογ\'^οο\^νν·Λ

\lDsN C .v,\\ S t  CX \ C X - O L \  O s X L O '^ C X  S O . \  OsV 0 \   ̂Λ -^^Ύ ζ , ^ ” 33

^ l.v  S\V cx\ ^ X t s  .

^  X_o t v^t ̂  ~ToJ\i  ̂·2· \”2> E-WCk ' cxr\o.^^^\t a  ~

^^^ χ̂ TA N  Cxn0Sl.\-T,,A Τ·^Μ ^T.tX \1<X\ \τ.· ΐΤ  ^λΟΟ Gs'v^A'''V\a\\ A

u:sS, C x S ’t- 'A SA

f\s  '"box^A'boo nX'L TON 0^·. ο Ή ο Ο  S v iiS c x '^ 'L

TONi O^NCS^O -TA^ 6 ^  VLCsnox.O S ώ  v̂ Os. \C

H i^ o s  'ccxnoNcx r\o\\DsA>^cxS\cKcrv^ovD " „ ^ n o  t A v

Π ο „ ·  ~7-·2.-“ 7 ^  °  pI  i V  ̂ “ ' t v  Π ρ ό τ^ Α  ' D
’ ' ' _ T  a S  Os.n'LX ■CO'( \ S'LviiM \ ccx V o n c\ l.\  -\\'3 ^^'L\'i. S\)VO A

t s t .  T O O  O p \Ss^ oO   ̂ οαθ·Τ·ϊ_ \S>!^0'L\ —o n  εν,^(χχ:(χ—Α) .

Γ\ p O t cxg A ~7, ~2 - ξ,

ο  Ν^̂ Οο \̂λΝλ\Χθ5> X, lt^oE>Stx'S''J.'l-''/0'i. νλΧ “ '^v

n  · ' ' ' ' S O V ' b t S A S  Oι:\'^^^ cOjn t " L 2>XS-£Ni ^\VCV.\

(̂ νΐ·χ_ cxX-N^vfc^cx n^VvAi S t o  VX .



To J^lT-y-Lwcx.n

To-^l'N o~\ \ CKnl,\\LoV  \cSnO Λ - ^ cL· [ \ Λ  ■

Τ ° 1 - Ι · > 7 - 7 .

t c ^ O i T C N  Ά  cxn'L\'i-0'i \ G tu iN  Oon "L W ĉ N cxpT I '
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ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΚΕΦΑΛΑΤΟΥ 7

1. Έ σ τω  Ρ ; R 2 η απειχόνιση  που ο ρ ίζετα ι από τη  σ χ έσ η  

= (2 i ,2y ) .

Π εριγράψτε τη ν  ειχόνο τω ν  σ η μ ε ίω ν  που ανήκουν σ το ν  χΟχλο χ -  - f  μ έσ ω  της F .

2. Έ σ τ ω  F  : R* .— ) η α π ε ικόνιση  που ορ ίζετα ι από τη  σ χ έσ η

Ποια ε ίνα ι η ειχόνα της έλλειψης

-  + ^  = 1 
9 16

μ έσ ω  τη ς F\

3. Έ σ τω  η απε ιχόνιση  F  : R^ — > R^ με τύπο

F {x ,  y ,  ζ )  = (χ +  2y  -  i z ,  2χ +  3μ +  ζ ,  χ  +  ζ )  .

(α) Να δειχθεί ότι η F  ε ίνα ι α μ φ ιμ ο νο σ ή μ α ντη .
(Ρ) Να δειχθεί ότι η F  ε ίνα ι επί.
(γ )  Να βρεθεί η ί ' - ΐ ( 3 , 4 , 5 ) ,

4. Ε σ τω  οι α κε ικο νίσε ις-Έ  και-Cz-f-R----- Η € 2Ν α  δ ε ιχ θ ο ό ν η ·π ρ ο τ ά σ ε ις : “
(α) Α ν  η G  ο Έ ε ίνα ι α μ φ ιμ ο νο σ ή μ α ντη , τό τε  χαι η F  ε ίνα ι α μ φ ιμ ο νο σ ή μ α ντη .
(α) Α ν  -η G  ο  F  ε ίνα ι επί, τό τε  χαι η G  ε ίνα ι επί.

5. Έ σ τω  η σ υνά ρ τη σ η  / : R — Α R με τύπ ο  / (χ ) = 2 ι  — 3.
(α) Να δειχθεί ότι η / ε ίνα ι α μ φ ιμ ο νο σ ή μ α ντη  κα ι επί.
(Ρ) Να βρεθεί η /" Ζ

6. Δ ε ίξ τ ε  ότι οι παρακάτω  απεικονίσε ις  ε ίνα ι γρ α μ μ ικ ές ;
( α ) Γ ;  η.= — >R^ μ ε Τ ( χ , ,Χ 2) =  ( χ ι + Χ 2, 2χ ι) .
(β) Τ  : R^ — > R 3 με Γ {χ ] , Χ2) =  (χ ι +  Χ2, ®ι -  Χ2, 3x2).
(γ) Γ  : R*· — > R·’  με Τ ( ΐ ι ,  i j ,  13, Χ4) =  (®ι - Χ 2 +  Χ3 +  Χ4, X] + 2X 3  - Χ 4 ,  Ι]  +12 +  3 x 3 - 2 x 4 ) .
(δ) Τ  : R^ — > R^ με Γ ( χ ι ,  Χ2, Χ3) =  (χ ι +  2x 2 +  ®3ι Χΐ +  Χ2ι +  ®3).

7. Δ ε ίξ τ ε  ό τι οι παρακάτω  απ εικονίσεις ε ίνα ι γ ρα μ μ ικ ές :
(α) Τ  : Λ<2χ 2 ^  R  με Τ (Α ) =  t rA .
(Ρ) Τ  : Α42Χ2 — ) Λ43Χ3 με

O il 012 Ο
Ο Q22 ο
Ο Ο θ21

8. Δ ε ίξ τ ε  ότι η α π ε ικόνιση  Τ  : Μ ΐ χ ΐ  — 1 R  με τύπο  Τ ( Α )  =  d e t(A ) δεν εί να ι γ ρα μ μ ικ ή .

9. Έ σ τ ω  η γ ρ α μ μ ικ ή  α π ε ικόνιση  Γ  : R^ — > R 7  Α ν  ε ίνα ι Γ ( 1 , 0) =  ( 1 , 1 ,  0) κα ι Τ ( 0 , 1) =  (1 , - 1 ,  3),
να  βρεθεί ο τύπ ος τη ς  Τ.

10 . Έ σ τ ω  η  γ ρ α μ μ ικ ή  απε ιχόνιση  Γ  : R® — γ R^. Α ν  ε ίνα ι Τ ( 1 , 1, 0 ) =  (3, 2 , 1 ) ,  Γ ( 1 ,  0 , 1) =  (2, 1 , 1 )
κα ι Τ (0 , 1 , 1 )  =  ( 3 ,1 ,  2), να  βρεθεί ο τύπος της Τ  ως προς τη  β άσ η

/ \Οπ 012 γ
\ 021 022 , J

{e, = (1,1,0),  6 2 - ( 1, 0, 1), 63 = (0 ,1 ,1 )}



11 . Έ σ τ ω  ο τελΕοτής Τ  ; R® — r που ορίζετα ι από τη  σ χ έσ η

Γ ( ΐ ι ,Χ 2 ,  2:3) = ( ΐ ΐ  + 2X2 + -+ ''=2, 2̂ + ^s) ·

(α ) Δ ε ίξ τ ε  ότι ο Τ  ε ίνα ι γρ α μ μ ικ ό ς.
(β) Να β ρ εθο ύν  ο Κ ε τ ( Τ )  κα ι η ά ι τ η Κ ε τ { Τ ) .
(γ )  Να βρεθεί μ ια  βάση  του Κ ε τ { Τ ) .
(δ) Να βρεθεί η ά ί τ η Ι τ η { Τ ) .

12. Έ σ τ ω  ο τ ε λ εσ τή ς  Τ  ; R^ — > R® με

Γ ( χ ΐ ,  Ι 2, xs) =  (ι>:ΐ +  Ι2  -  2x3, — 2x2 +  Χ3, —2 χ ι +  Χ2 +

(α) Δ ε ίξ τ ε  ότι ο Τ  ε ίνα ι γρ α μ μ ικ ός.
(β) Να βρεθεί μ ια  βάση  του K e r ( T ) .
(γ )  Να βρεθεί μ ια  βάση  της 1 τ η [ Τ ) .

13 . Έ σ τ ω  ο π ίνακας

Α =
1 1 
2 3 
4 5

2 1
- 1  - 2  

3 Ο

(α) Να βρεθεί ο r a n k ( A ) .
(β) Να βρεθεί η n u l l i t y { A ) .
(γ )  Να βρεθεί μ ια  β άσ η  του Ν{Α) .

1 4 .-Ν α  επ αναληφθεί η ά σ κ η σ η  13 ό ταν

(Ο

(»)

( ϋ ί)

Α =

Τ  1 - 3  ■
2 1 - 2

— 1 1 1
1 2 - 3

1 1 0 - 3 - 1
1 ■- 1  2 - 1 0
4 -- 2  6 3 - 4
2 4 - 2  4 - 7

■ 1 - 1  1 1 ■
1 - 1  2 3
2 - 2  1 0
1 1 - 1  -- 3

15 . Έ σ τ ω  ο m  X η  π ίνα κ α ς Α.
(α) Δ ε ίξ τ ε  ότι ο π υρ ή νας Ν ( Α )  του Α ε ίνα ι υπόχω ρος το υ  R " .
U )  Δ ε ίξ τ ε  ότι η  ε ικόνα  R{A)  του Α ε ίνα ι υπόχω ρος το υ  R"". 
Σ η μ ε ίω σ η ; Να μ η ν  χ ρη σ ιμ ο π ο ιη θο ύν  οι Π ροτάσεις 7 .3 .5  κ α ι 7 .3 .2 .



9 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ  
ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜ ΑΤΑ

9.1 ΙΔΙΟ ΔΙΑΝ ΥΣΜ ΑΤΑ ΓΡΑΜΜΙΚΩΝ ΤΕΛΕΣΤΩΝ
Ορεσμ-ός 9.1.1

Έστω ο γραμμικός τελεστής Τ€ C{V). Ο αριθμός λ £ Έ ονομάζεται ιδιοτιμή 
(eigenvalue) ή χαρακτηριστική τιμ,ή του Τ αν υπάρχει μη μηδενικό διάνυσμα 
U £ V που ικανοποιεί τη σχέση

T{u) = Xu. (1)

Κάθε μη μηδενικό διάνυσμα που ικανοποιεί την (1) ονομάζεται ιδιοδιάνυσμ.α 
(eigenvector) ή χαρακτηριστικό διάνυσμα του Τ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή
λ.
Οι ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα του Τ £ C,(V), αν υπάρχουν, ονομάζονται 
χαρακτηριστικά μεγέθη ή ιδιοποσά του Τ.

Παρατήρηση
Αν \ο U £ V, U φ  Ο, είναι ιδιοδιάνυσμα του Τ £ C{V), τότε η εικόνα του u μέσω 

του Τ ανήκει στη γραμμική του θήκη,

Τ ( η ) £ Μ .  (2)

Έστω, για παράδειγμα, ο γραμμικός τελεστής Γ £ που ορίζεται από τη σχέση 

Τ (χ γ ,Χ 2 )  -  (2x2, 3χι -  χ ? )  ■

Για τα στοιχεία ιΐι= (1,1) και U2=(-2,3) έχουμε:

Γ(ηι) = Γ(1, 1) = (2, 2) = 2(1,1) = 2ηι

και
T(u2) = Τ ( - 2, 3) = (6, - 9) = - 3  ( - 2, 3) = - 3«2 ·

Σύμφωνα με τον Ορισμό 9.1.1, οι αριθμοί λ ι=2 και λ2=-3 είναι ιδιοτιμές του Τ. Τα 
διανύσματα υι=(1,1) και U2=(-2,3) είναι τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα.



• Tyu-i) = 2u-i χαι T{u2) = ,
βλέπουμε ότι ο τελεστής Τ άφησε αμετάβλητες τις κατευθύνσεις των στοιχείων Uj χαι 
U 2  (το Τ(ιΐι) είναι συγγραμμικό με το u, ενώ το T { u 2 )  είναι συγγραμμικό με το Uj) 
και επομένως και τις γραμμικές τους θήκες, δηλαδή

Γ ( Α ι ] )  =  Αι'ί κ α ι  r( [u2])  =  [^2] ■

Ο προσδιορισμός των υπόχωρων ενός γραμμικού χώρου Υ οι οποίοι παραμένουν αμε
τάβλητοι κατά την εφαρμογή του γραμμικού τελεστή Τ £ Α(Ε), αποτελείρντικερενο 
μιας υποπεριοχής της Γραμμικής Άλγεβρας που ονομάζεται Φασμ.αχική Ανάλυση. 
Στη γενική περίπτωση, το πρόβλημα που μελετά κανείς είναι η εύρεση των u £ που 
ικανοποιούν τη (2).

Ορισμ.ός 9.1.2
Το σύνολο Εχ των διανυσμάτων u EV  που ικανοποιούν την (Γ) για μια δοσμένη 
ιδιοτιμή λ του γραμμικού τελεστή Τ € Α(Ε),

Ex = { u e V  : T{u) = \u] , (3)

καλείται εδιόχωρος (eigenspace) του Τ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.______

Σημείω ση: Είναι φανερό ότι ο ιδιόχωρος Εχ αποτελείται από τα ιδιοδιανύσματα που 
αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ και το μηδενικό διάνυσμα.

Πρόταση 9.1.3
Ο ιδιό-χωρος Εχ του Γ € C{V) που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ του Τ είναι 

υπόχωρος του V . __________  _̂___ ___________________

Απόδειξη
Αφήνεται ως άσκηση.

Παραδείγματα

1. Έστω ο ταυτοτικός τελεστής I £ A(V). Για κάθε u £ V ισχύει

I { u )  =  U =  1 U .

Συμπεραίνουμε ότι ο λ=1 είναι ιδιοτιμή του I και ο ιδιόχωρος Ει ταυτίζεται με 
το γραμμικό χώρο Ε. Είναι επίσης φανερό ότι κάθε διάνυσμα u £ Η -  {0} είναι 
ιδιοδιάνυσμα .του I που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 1.

2 . Έστω ο διαφορικός τελεστής D Ξ £  £ C{C°°), όπου ο χώρος των απείρως 
παραγωγίσιμων συναρτήσεων. Επειδή

συμπεραίνουμε ότι ο αριθμός λ £ Κ είναι ιδιοημή του D και η συνάρτηση 
είναι ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.



3 . Έστω ο γραμμικός τελεστής Γ €£ (£ ). Αν υ είναι ένα ιδιοδιάνυσμα του Τ που 
αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ, τότε και το διάνυσμα αν, όπου α £ Κ χαι α φ  0. είναι 
ιδιοδιάνυσμα του Τ που αντιστοιχεί στην λ. Πραγματικά,

Τ{αν) = α Τ{ν) = αλν = λ (αν) .

Η σχέση (1) είναι ισοδύναμη με την

(Τ - λ Ι ) ( η )  = 0 ,  (4)

όπου / ο ταυτοτικός τελεστής / £ £(Π). Κάθε διάνυσμα η £ V πον ικανοποιεί την 
(4) ανήκει στον πυρήνα του γραμμικού τελεστή Γ -  λ/ και επομένως το u £ Κ είναι 
ιδιοδιάνυσμα του Τ που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ αν

η φ Ο  και u £ K e r{ T -\ I ) .

Έτσι, το λ £ /ύ είναι ιδιοτιμή του Τ όταν

Κ β τ{ Τ -\ Ι )φ { 0 } ,

δηλαδή όταν ο Τ - \ Ι  δεν είναι αμφιμονοσήμαντος τελεστής. Η πρόταση που ακολουθεί 
μας λέει ότι ισχύει και το αντίστροφο.

Πρόταση 9 .1.4
Έστω ο γραμμικός τελεστής Τ £ C{V). Ο λ £ Κ είναι ιδιοτιμή του Τ όταν και 

μόνο όταν ο Τ — λ ΐ  δεν είναι αμφιμονοσήμαντος.

Απόδειξη
Αφήνεται ως άσκηση. q

Ορισμός 9.1.5
Το σύνολο σ(Τ) των ιδιοτιμών του γραμμικού τελεστή Τ £ C[V),

σ[Τ) = {λ £ Κ : Ker{T -  λ/) {0} } , (5)

ονομάζεται φάσμα (spectrum) του Τ.

Πόρισμα 9 .1.6

Ο γραμμικός τελεστής Τ £ C[V) είναι αμφιμονοσήματος όταν και μόνο όταν το 
μηδέν δεν είναι ιδιοτιμή του Τ.

Ισχύει το παρακάτω θεώρημα.

Θεώρημα 9 .1.7

Έστω ο γραμμικός τελεστής Τ £ C[V). Αν λ,, λ ,̂ · · ·, λ„ είναι διαφορετικές ανά 
δυο ιδιοτιμές του Τ και για καθε i το είναι ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην 
ιδιοτιμή λ„ τότε τα διανύσματα Α ι, Α ;, ■ ■ ■, είναι γραμμικός ανεξάρτητα.



Απόδειξη
Χρησιμοποιούμε την αρχή της τέλειας επαγωγής. Για 7Χ=1, το θεώρημα ισχύει, αφού 
ένα ιδιοδιάνυσμα Χι που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λι, είναι εξ ορισμού μη μηδενικό. 
Υποθέτουμε τώρα ότι το θεώρημα ισχύει για n = k .  Θα δείξουμε ότι τα ιδιοδιανύσματα 
Α], Χο, ■■·, Αχ+ι αντιστοιχούν στις διαφορετικές ανά δύο ιδιοτιμές λι, Tj, ■■·, 
λχ-4.1 είναι γραμμιχώς ανεξάρτητα.
Έστω λοιπόν ότι

0·ιΧι + α2Λ2 + ■ ■ ■ + αχ-4ΐΑχ-+ι = Ο , α,· £ ΓΓ, ί = 1, 2, ■ · ■ , Α: + 1 . (ί)

Εφαρμόζουμε το γραμμικό τελεστή Τ στα δύο μέλη της (ί) και έχουμε διαδοχικά;

T(ajXi -Γ 02X2 + ■ · ■ -f at4.iXn-i) = Τ'(Ο) = 0 =>

Οι Τ{Χ\) + θ2 Τ{Χ2) + · ■ · + α*Γ+ι '̂(Χ/ι+ι) = Ο =>
αι λιΑι + θ2 + ■ · · + αχ+ι = Ο . (η)

Πολλαπλασιάζοντας τα'δύο μέλη της (ί) με λχ+ι έχουμε

'Ιΐ ijt+ lB -Γ θ2 Χχ+ιΧο + · · · + “i+l ijt+iR+i = Ο . (« ί)

Αφαιρώντας την (ϊϋ) από τη (ϋ) βρίσκουμε ότι

<Ϊ1 (λι — λχ̂ _ι) Χι + θ2 (λ2 — λ̂ +1 ) Χ2 + · ■ ■ + {Xk — λχ+ι) Xk = ο .

Επειδή τα ιδιοδιανύσματα Χι, Χ2, · · ·, Xk είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,

α,- (λ,- — λ*,.̂ .ι) = Ο, i = 1 , 2 , ■ ■ ■ ,k

και επειδή
Χ ϊ  Ε λ*;+ι , ί  =  1 , 2 ,  ■ ■ ■ , k  = >  ■

αι = α, = · ■ · = αχ = Ο . (ίτ))
Από την (ί) παίρνουμε τότε

ΟΧ+1 λχ+1 = 0  =4* O.k+1 = Ο ,

αφού το λ'χ+ι είναι εξ ορισμού μη μηδενικό. Άρα τα Χι, Χ2, · · ·, Xk+i είναι γραμμικώς 
ανεξάρτητα. Έτσι το θεώρημα αποδείχθηκε. D

Πόρισμ-α 9 .1.8
Αν Τ £ C{V), όπου dimV—n £ Ν, χαι ο Τ έχει η διαφορετικές μεταξύ τους 

ιδιοτιμές, τότε υπάρχει μια βάση του V που αποτελείται από ιδιοδιανύσματα του
Τ.

Σημ.είωση: Όπως θα δούμε στη συνέχεια, δεν είναι απαραίτητο ο Γ £ C(V) να έχει η 
διαφορετικές μεταξύ τους ιδιοτιμές για να έχει ο V μια βάση από ιδιοδιανύσματα του 
Τ.



Παράδειγμα
Εστω ο οιαφοριχος τελεστής D £ και αι,α2,· · ·,<ΐηι £ Κ διακεχρυαένοι αριθμοί.

Οι συναρτήσεις

είναι ιδιοδιανύσματα του D, που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές aj, α2, ■■ ■, α„, και συνεπώς 
είναι γραμμιχώς ανεξάρτητες.

Εστω τώρα ο γραμμικός τελεστής Τ £ C(V), όπου ο V είναι πεπερασμένης διάστα
σης dimV=n£N. Σύμφωνα με τη θεωρία του Κεφαλαίου 7, για μια δοσμένη βάση του 
V, στον Τ αντιστοιχεί ένας μονοσήμαντα ορισμένος πίνακας Α £ έτσι ώστε η

T{u) -  V , u,v £V  ,

να είναι ισοδύναμη με τη
=  Κ„,

όπου £ Κ" τα διανύσματα στήλης των u και ν ως προς τη δοσμένη βάση του
ν.^ Λόγω της αλγεβρικής ισομορφίας των γραμμικών χώρων £(V) και στις
επόμενες παραγράφους θα επικεντρώσουμε την προσοχή μας στην εύρεση και τη μελέτη 
των χαρακτηριστικών μεγεθών ενός τετραγωνικού πίνακα.

Παράδειγμ.ά
Έστω ο γραμμικός τελεστής Τ £_ που ορίζεται από τη σχέση 

T(xj,X2) ■= ( χ ι  + 2x2, 3 χ ι  + 2π;2) .

Θα βρούμε τις ιδιοτιμές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Τ.

Αν λ μια ιδιοτιμή του Τ, τότε εξ ορισμού ισχύει

Τ ( Χ ι , Χ 2) =  λ  ( χ ι ,  Χ ι )  .

Από την πιο πάνω σχέση και τον τύπο του Τ, βρίσκουμε το ακόλουθο σύστημα: 

x i +  22:2  =  λ  Τι 1 ( 1 - λ ) χ ι +  2 x 2  = 0  Ί
3 X)-f 2 Χ2 = λ Χ2 J 3 Χι+ (2 — λ) Χ2 = ο J

_Το_σύστημα_(ί) πρέπει να.έχει μη τετριμμένη λύση αφού εξ ορισμού τα ιδιοδιανύσματα 
είναι μη μηδενικά. Άρα

2 ! λ )  = Ο (^0

(1 -  λ) (2 -  λ) -  6 = Ο λ" -  3λ -  4 = Ο =+ (λ -  4) (λ + 1) = Ο .
Ο Τ έχει λοιπόν δύο ιδιοτιμές. τις λ ι=4 και λ2=-1.

Ας βρούμε τώρα τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα. Για λι=4 , το σύστημα (ί) γίνεται

— 3 Χι+ 2 Χ2 = Ο I 
3 X]— 2 Χ2 = Ο j  '



Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στη /.j είναι της μορφής

-Ε = α, (2, 3) , α £ R, α 7  Ο 

και ο αντίστοιχος ιδιόχωρος είναι ο

Exj = {li £ : u = α (2, 3), α £ R } .

Για λ2=-1, το σύστημα (ί) γίνεται

211+ 212 = Ο 1 
3 Χι+ 3 Χ2 = ® /

Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στη ),2 είναι της μορφής

^2 = α (1, 1) , α £ R, α χζ Ο 

και ο αντίστοιχος ιδιόχωρος είναι ο

Εχ^ =  { T z e R H  ίχ =  α ( 1 ,  1),  a £ R }  .

Ας βρούμε τώρα τον πίνακα Α του Τ ως προς τη συνήθη βάση του R^;

“ (ϋ)
Παρατηρούμε ότι η (ϋ) είναι ισοδύναμη με τη

det(A — λ/) = Ο . (in)

Η (ϋί) μας λέει ότι θα μπορούσαμε να εργαστούμε απευθείας με τον πίνακα Α προκει- 
μένου να βρούμε τα ιδιοποσά (δηλ. τις ιδιοτιμές και τα ιδιοδιανύσματα) του Τ. Με 
αυτό τον τρόπο η εύρεση των χαρακτηριστικών μεγεθών του Τ απλοποιείται αρκετά.



9λ2 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ Κ Α Ι ΙΔΙΟΔ ΙΑΝ ΥΣΜ ΑΤΑ ΠΤΝΑ ΚΠ Ν

Έστω Α ένας η χ η πίνακας. Θα λέμε ότι ο αριθμός λ £ Κ (όπου iT=E. ή C) είναι 
μια ιδί,οτί-μή (eigenvalue) ή χαραχτηρεστιχή τιμή του Α όταν ισχύει

(1)

όπου X — (χι,Χ2, € R ’'. Κάθε διάνυσμα X φ Ο για το οποίο ισχύει η (1)
λέμε ότι είναι ένα ιδιοδιάνυσμα (eigenvector) ή χαρακτηριστικό διάνυσμα του Α 
που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.

Για να βρούμε μια ικανή και αναγκαία συνθήκη, ώστε ο αριθμός λ να είναι ιδιοτιμή 
του πίνακα Α, γράφουμε την (1) στη μορφή;

{ Α -λ Ι )Χ  = 0

όπου / είναι ο μοναδιαίος η  X η  πίνακας.
(2)

Η εξίσωση (2) παριστάνει ένα γραμμικό ομογενές σύστημα η εξισώσεων με η αγνώ
στους, τις συνιστώσες του διανύσματος X, και καλείται χαρακτηριστικό σύστημα 
του Α. Ο πίνακας [Α — λ/) λέγεται χαρακτηριστικός πίνακας του Α.

Ως γνωστό, το σύστημα (2) έχει μη τετριμμένη λύση αν και μόνο αν

det{A — λ/) = Ο . (3)

Η ορίζουσα det(A — λ/) είναι ένα πολυώνυμο του λ βαθμού η και καλείται χαρακτη
ριστικό πολυώνυμο του Α. Η εξίσωση (3) καλείται χαρακτηριστική εξίσωση του
πίνακα Α.

Έχουμε την παρακάτω πρόταση.

Πρόταση 9.2.1
Εστω ο η χ η πίνακας Α. Ο αριθμός λ είναι ιδιοτιμή του Α όταν ισχύει

« π - λ ®12 “ In

d e t ( A - X I )  =
0-21 «22 -  λ  · ■ θ 2 η

O n, • « η η - λ

=  0 . (4)

Απόδειξη
Είναι προφανής από τα πιο πάνω,. □

Θεώρημα 9 .2.2
Ένας η  X η  π ί ν α κ α ς  Α έχει ακριβώς η  ιδιοτιμές (λαμβάνοντας υπόψη την πολ- 

λαπλότητά τους).



Α π ό δ ε ι ξ η  . J  -H Δ -  χτ ]
Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης (4). Η deti 
είναι ένα πολυώνυμο βαθμού η. Σύμφωνα με το Θεμελι-ώόες Θεώρημα της Ά τερβας, 
η det{A — XI) έχει ακριβώς η ρίζες. Άρα ο πίνακας Α έχει ακριβώς η ιδιοτιμεΝ·

Παρατήρηση , , ^
Έστω λ ι,λ2 ,...,λ„  οι ιδιοτιμές ενός η χ η πίνακα Α. Αν υπαρχουν k < η ιόιοτι- 
μές ίσες με λι τότε λέμε ότι η ιδιοτιμή λι έχει αλγεβρική πολλαπλότητα (algebraic 
multiplicity) ίση με k, συμβολικά;

7τ(λι)  =  k (^)

Έτσι, αν η λι είναι απλή ιδιοτιμή έχουμε 7τ(λι) = 1, ενώ αν η λι είναι τριπλή ιδιοτιμή, 
έχουμε π(λι) = 3.

Παράδειγμ.α 1

Έστω ο 2 χ 2 πίνακας Α = 4 -1  
2 1

. Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η

μ - λ / |  = 0
4 - λ  - 1  

2 1 -  λ

(4 -  λ)(1 -  λ) + 2 = Ο λ ^ - 5λ + 6 = 0 =Φ- (λ -  2)(λ -  3) -  Ο .

Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λι = 2 με π(λ ι) = 1 και λ2 = 3 με τγ(λ2) — 1· (θ'- 
ιδιοτιμές είναι απλές.)

Παράδειγμα, 2

Έστω ο 3 χ 3 πίνακας Α =
1 - 3  3 
3 - 5  3 
6 - 6  4

. Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η

1 -  λ - 3  3 - 2  -  λ 0 3
— 0 = 3 - 5  -  λ- 3 — 0 - 2  -  λ 3

6 —6 4 — λ 2 + λ _ 2 - λ 4 - λ

-1  0 3
0 1 3 = 0 (λ + 2)7 λ - 4 - 3 + 3) = 0 =>
1 1 4 -  λ

=t> —(λ + 2)̂

(λ + 2)^(λ — 4) — Ο .
Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λχ = -2  με 7τ(λ0 = 2 (διπλή ιδιοτιμή) και λί = 4 με 
π(λ2) = 1 (απλή ιδιοτιμή).



Παράδειγμα 3
Εστω ο άνω τριγωνικός πίνακας

Α =
2 1 — 3 2
0 ο 1 1
0 0 3 0
0 0 0 1

Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η

= 0 (2 - λ ) Ε 3 - λ ) ( 1 - λ )  = 0.

-  λ 1 - 3  2
Ο 2 -  λ 1 1
Ο Ο 3 -  λ Ο
Ο Ο Ο 1 -  λ

Άρα οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λχ = 2 με π(λχ) = 2, Aj = 3 με τγ̂ ^) = 1, και As = 1 
με 7γ(Α3) = 1.

Παρατηρούμε ότι οι ιδιοτιμές ενός τριγωνικού πίνακα είναι ίσες με τα διαγώνιά του 
στοιχεία (βλ. Πρόβλημα 9 .2). Είναι επίσης προφανές ότι αν ο η χ η πίνακας Α έχει 
k < η διακεκριμένες (δηλ. διαφορετικές) ιδιοτιμές, τότε ισχύει

ΐ :π ( λ . )  = η.
t = l

(6)

Θεώρημα 9 .2.3

Έστω Α ένας η χ η πίνακας. Οι πίνακες Α και έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές.

Απόδειξη
Έχουμε

det{A -  XI) = det{A -  XI f  = det[A^ -  A/ )̂ = det[A^ -  XI) .

Oi πίνακες A και A^ έχουν την ίδια χαρακτηριστική εξίσωση, άρα έχουν τις ίδιες 
ιδιοτιμές. ' □

Θεώρημα 9 .2.4
Ο η  X η  π ί ν α κ α ς  Α ε ί ν α ι  μ η  α ν τ ι σ τ ρ έ ψ ιμ ο ς  α ν  κ α ι  μ ό ν ο  α ν  η  Α = Ο ε ί ν α ι  μ ια  

ι δ ιο τ ιμ ή  τ ο υ .

Απόδειξη
Ό~α  είναι μη αντιστρέψιμος αν και μόνο αν

det(A) = 0 det(A -  Ο/) = Ο 4+

η Α = Ο είναι ιδιοτιμή του Α. □



Θεώρημα 9 .2.5
Αν λι , λ2, ■ Χη είναι οι ιδιοτιμές του η χ η πίνακα Α, τότε 

detA = Aj λτ . . .  λη (")

και
tr{A) = λ; -Γ λ2 + ... + λη . (8)

Απόδειξη
Θεωρούμε το χαρακτηριστιχό πολυώνυμο του Α:

O i l  — λ αΐ2 “ 1η

det{A -  XI) = “21 “22 — λ “2τι
=1>

“t-.j “rj2 ■ ■ ■ “ ηη ~  λ

det{A-XI) =  ( - + (“11 + “22 + ·.. . - θ “ η η ) ( - λ Γ - Β . {̂ )
Αν Aj, λ ϊ, · · ■ , λ„ είναι οι ιδιοτιμές του Α έχουμε επίσης:

dei(A -  XI) = (λι -  λ)(λ2 -  λ)...(λ„ -  λ)

det[A — XI) = (—λ)" -f (λι + λο τ  ■ · · + λΐη)(—λ)" ' + ··· + Ajλ2 ·■■ λ„ . ( μ )

(α) Για λ = Ο, παίρνουμε από την (ϋ):

dctA ~ λιλ2...λ,ι .

(β) Από τις (ί) και (ϋ) παίρνουμε,

“11 + 0,22 + ··· + “ηη = λι + λ2 + ■ ' ■ + λ„ ίτΑ = λι + λ2 + · ' ■ + λ^
□

Για την εύρεση των ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχούν σε μια ιδιοτιμή λ του η X η 
πίνακα Α επιλύουμε το χαρακτηριστικό σύστημα του Α:

{Α -  ΧΓ) Χ = Ο .

Η επίλυση του συστήματος μπορεί να γίνει με τη μέθβδβ-της αναγωγής του (-Α-— XI) 
σε ανηγμένο κλιμακωτό. Πριν προχωρήσουμε σε παραδείγματα δίνουμε την παρακάτω 
πρόταση.

Πρόταση 9 .2.6
Αν τα Χ ι,Χ2,. . . ,Χχ είναι ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε μια ιδιοτιμή λ 

του η X η πίνακα Α , τότε κάθε γραμμικός συνδυασμός τους,

CiXi + C2X2 + .·· + CkXk , ( 9 )

όπου οι αριθμοί <γ,ι = 1,2, ··· ,Α; δεν είναι όλοι ίσοι με μηδέν, είναι επίσης ιδι- 
οδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ.



Απόδειξη , X. . .
Αφού τα X-,, Χ^,. . . ,Xk είναι ιδιοδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στην ιοιοτιμη λ,
ένουαε:

{ Α -\ Ι )Χ , = 0 , i = l , 2 , . . . , k  =■
{ Α - XI ) c i Xi  = Q, c , e K ,  1 = 1 , 2 , . . . , k  =>

^ (Α  -  λ ί)  C.X. = 0 [ Α - λ Ι )  Σ  = Ο .
ί =  \

ός συνδυασμός (9) εί 
Α,' είναι δηλ. ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή
Άρα ο γραμμικός συνδυασμός (9) είναι λύση του χαρακτηριστικού συστήματος

Πόρισμα 1
Αν X  είναι ένα ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ του η χ η πίνακα Α, 

τότε το αΧ, όπου α£ Κ ,α  φϋ, είναι επίσης ιδιοδιάνυσμα του Α που αντιστοιχεί 
στην λ. ____________________ _________ _____________

Π αράδειγμα 1
" Ε σ τ ω  ο  ά ν ω  τ ρ ι γ ω ν ιχ ο ς  π ι ν α χ α ς

Α =
1 2 ϋ 
0 3 5 
0 0 2

Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η
(1 - λ ) ( 3 - λ ) ( 2 - λ )  = 0.

Έχουμε έτσι 3 απλές ιδιοτιμές:

λχ = 1, >2 = 2 και As = 3 .

Θα βρούμε τώρα τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε κάθε ιδιοτιμή επιλύοντας σε 
κάθε περίπτωση το αντίστοιχο χαρακτηριστικό σύστημα,

[Α - Α,·/) X = Ο .

1̂ — 1

(Α -1 / )Χ  = 0
' 0  2  0 ’ Χχ 0 ■ 2 x 2  =  0 '

0 2 5 Χ2 - 0 => 2X2 +  5X3 =  0

0 0  1 ^ 3 0 Χ3 =  0

Άρα Χ2 = Χ3 = 0 . Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στη Αχ είναι της μορφής 

X, = (α,Ο,Ο) = α(Ι,Ο,Ο), α £ R, α yi Ο .



A -  2/)Ά = ο
■ -1  2 θ ' χ·. ■ 0 ■

0 1 5 Χ2 — 0
0 0 0 ^3 ϋ

= 0 ) 
= ΟX2 + 5X3

Ο = Ο

-ψ. μορφής- ι δ ι ο δ ι α ν ύ σ μ α τ α  που αντιστοιχούν στη Aj = 2 είναι

5

As -  3

AH -  (2α', α', -  Ια') = α(10, 5, -1 ), α £ R, α ^ Ο .

( Α - 3 / ) Ά  =  0 =

Άρα ϊ ι  = χ2 και 2:3 = 0. Τα ιδιοδια 
μορφής

■ - 2 2  θ ' Ι] ■ 0 ■
0 0 5 2̂2 0
0 0 - 1

-  ^3 _ 0

- 2φι + 2φ2 = Ο '
7  5 x3 = Ο -

- ^ 3  =0 I
νΟσματα που αντιστοιχούν στη As = 3 είναι της 

As = ( α , α , Ο)  = α(Ι,Ι,Ο), α ς R, α ^ Ο .

Παράδειγμια 2

Έστω ο πίνακας Α =

(α) Να βρεθούν οι ιδιοτιμές 
(β) Να βρεθούν και να κανονιχοποιηθούν τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα.

-2 1 0
1 -2 1
0 1 —2

του.

(α) Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η

-2  -  >
|Α-λ/| ^ 0

- 2 - λ  1 ο
1 - 2  -  Α 1
Ο 1 - 2 -  λ

= 0

- ( λ + 2) - 2 - λ  1 
1 - 2 -  λ -  1 1 1

0 - 2 - λ = 0

( λ + 2) [(Α + 2)=-- 1] + λ + 2 = 0 - ( λ  + 2)[(λ + 2)̂  -  2]

(λ + 2) (λ + 2 + 7 2 ) (Α -Γ2 -  7 2 ) = 0

12



ο πίνακας Α έχει τρεις απλές ιδιόαμες; ^ ^
λχ = -2 , λ2 = -2  -  ν'2 και >3 = -2  + ν'2

(Ρ) Για την λχ = - 2  έχουμε 

(Α + 2 Ι)Χ  = 0 =>
■ 0  1  0  ■ Χ χ  ^ ■ 0  '

1  0  1 Ι 2 = 0

0  1  0  _ . ^ 3  . 0

Χ2 = Ο \
Εχ +  Χ3 =  Ο J '

Συνεπώς, ΐ3 = -^ ι  και- 2̂ = ιδιοδιανύσματα που ανασιοιχουν στην λχ -
είναι της μορφής

Χχ = (α,Ο,-α) = α(Ι,Ο ,-Ι), α £ R, α = Ο .

Για την λ2 = —2 — \/2 εχουμε;

[Α + {2+\/2 )Ι]Χ  = 0

Γτ/2 1 0 Χ χ '  0  '

0  = Φ 1 τ/2 1 Ι 2 = 0

0 1 χ / 2 . Χ 3  . 0

λ / 2 χ χ +  Χ2
=  °  1

Χ χ

Χ χ -ρ \/2Χ2  + Χ 3  = 0 ■ =4- Χ χ  +  Χ 3

Χ2 + V2x3  = 0  , Χ3

V 2
X j  =  Ι 3  = 2

= -ν£ χ 2
Χ3 = -Χ2/λ/2

Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην Aj -  -2  -  \/2 είναι ιης μορφής:

Χ2 = α'
(V2 τ/2\

ο 5 ’ 2 /

Για την λ3 = - 2  + Τ  έχουμε: 

[Α + (2 - v£)J] X  = Ο

Χ χ

- - V 2 1 0  ■ ■ Χ χ ' 0  ■

0  Τ > 1 - V 2 1 Χ2 = 0

0 1 .  ^ 3  _
0

Χ2 = 0  ' V 2
^2X2 + 3 : 3  = 0  ■ . = ?  :Χ χ =  3 : 3 —

Χ2 — \/2ΐ 3 = Ο _

Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην As = - 2  + ν£  είναι της μορφής:

2 /



γ  η  ν Τ )  _  Β  ν '· 2  η  , .  ί ΐ  χ / 2 .  £Υ . Ο , - Υ  = 2 ' 2 ; και ΑΗ =
^2’ 2 ’ 2

Πρόταση 9.2.7

Έστω ότι ο η χ πίνακας Α έχει απλές (διακεκριμένες) ιδιοτιμές. Αν 
Άι ,Α2 , . . . , λ„  είναι ^ιδιοδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στις η ιδιοτιμές, 
τότε τα Ά ] , Α2,. . . , ΑΓη είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.

Απόδειξη

Εστω λ], As,. . . , λ„ οι διακεκριμένες ιδιοτιμές του Α:

Α. 7 A j , i ^ j ,  i , j  ^ 1,. . . , η  .

Για τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα ισχύουν εξ ορισμού οι σχέσεις:

Α Αξ = λ.Χ, , 2 = 1, 2, . .  . , η . (jj j

Υπενθυμίζουμε στο σημείο αυτό ότι εξ ορισμού για κάθε ιδιοδιάνυσμα ισχύει

Β  5  Ο .

Θα αποδείξουμε το θεώρημα με τη μέθοδο της απαγωγής σε άτοπο. Υποθέτουμε λοιπόν 
ΟΤΙ μονο τα m πρώτα ιδ^διανύσματα (1 < m < η) είναι γραμμικώς ανεξάρτητα, οπότε 
τα ιδιοδιανύσματα Αχ,ΑΗ,. . . , Α£+α είναι γραμμιχώς εξαρτημένα. Άρα υπάρχουν στα
θερές Cl, C2,. . . , Cm+i, που δεν είναι όλες μηδέν, τέτοιες ώστε να ισχύει

Cl Αι -Γ cjA's + ... -f + c„,+i Α£+ι = Ο . (iy)

Επιπλέον για την τελευταία σταθερά έχουμε

C m  +  l  r  Ο .

Πράγματι, αν c„,+i = Ο, τότε η (ίν) μας δίνει

C lA i  +  C2A 2 +  . . .- )-  =  0 => C i = C 2  =  . . .  =  C„,  =  0 ,

λογω του οτι τα Αή, ΑΗ,. . .  ,Ά„ είναι γραμμιχώς ανεξάρτητα. Αυτό είναι άτοπο γιατί 
υποθεσαμε οτι οι d , c j, ..., c„.+i δεν είναι όλες μηδέν.
Πολλαπλασιάζοντας από αριστερά την (ίν) με Α έχουμε:

ciAAH -ί- C2AAT2 + ...  -I- α^ΑΧ,η + c,̂ -n ΑΑΓ„,+ι = Ο .

Αντικαθιστώντας τις (ϋ) παίρνουμε

CiAiATi -f- cjAjAj + . . .  + c„,\„,X„, 4- c„+,A„.+i A:,„i.i = 0 . (vi)

Υποθέτουμε τωρα οτι A„+i ^0. Πολλαπλασιάζοντας την (ίν) με λ„,+ι παίρνουμε:

CiA^+ιΆι -Ρ C2A„,+iA2 + ... + ιγ,Α^+ιΆ,, -f c,,+iA„,+iX„,+, =  Ο . (υιι)



Αφα'-ρώντας την (vi) από την (νϋ), βρίσκουμε ότι:

«1 (λτ7ΐ+1 — Αι)Χι + C2 — λ2ΐΑ2 -j- ■■■ ~Τ Cm = Ο .

Εφόσον τα Αί'χ,Χζ: ■ · ■ > είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,

Cl(Am+l ~ ^ΐ) — C2(Xm+l ~ = . · . = Ο̂ ίλττι + Ι — ^m) = Ο .

Επειδή οι ιδιοτιμές του Α είναι διακεκριμένες,
Cl = C2 = ... = (+1 = Ο .

Στο ίδιο συμπέρασμα καταλήγουμε και στην περίπτωση που λ^+ι=0 . Πράγματι, αν 
λ„ι+ι=0, τότε από την (vi) έχουμε

ΟχλιλΛ + C2A2X2 + . . . + CmXmXm = Ο .

Εφόσον τα ΐ ι , ΐ 2 , ' ' ' ,Xm είναι γραμμικώς ανεξάρτητα,

CiAi = 02λ2 = · · · = CmXm — Ο ·

Επειδή οι ιδιοτιμές του Α είναι διακεκριμένες,

λ,· φ  Ο για , i φ  m -i- 1 => Ci = C2 = ... = C+-. = Ο .

Επομένως, από την (ϋ) έχουμε
Cm+lATm+i = ο

και επειδή c^+i φ  Ο έχουμε αναγκαστικά Χ„+ι = 0 · Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί το 
Xm+i είναι ιδιοδιάνυσμα. Άρα τα ιδιοδιανύσματα του Α είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. 
□

Π όρισμα 1

Αν ο πραγματικός ηχη πίνακας Α έχει διακεκριμένες ιδιοτιμές Aj, Α2,..., λ„, τότε 
ΊΟ  σύνολο {Χχ, Χ2, •••Τπ), όπου X,· ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή 
Α,·, είναι μια βάση του R".

Παράδειγμα
Είδαμε σε προηγούμενο παράδειγμα ότι ο 3 χ 3 πίνακας

Α =
- 2  1 Ο
1 - 2  1 
Ο 1 - 2

έχει απλές ιδιοτιμές: Αχ=-2, Α2=-2 —\/2 και λ3=-2+ \/2 με ιδιοδιανύσματα τα Χχ — 
(1, 0 , - 1), Xj = (1, - ν £ , 1) καιΧ3 = (1, v R l ) ,  αντίστοιχα. Σύμφωνα με την Πρόταση 
9.2.7, τα Χχ,Χ2,Χ3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα. Ο αναγνώστης μπορεί εύκολα να 
επαληθεύσει αυτό το συμπέρασμα. Είναι επίσης φανερό ότι το σύνολο {Χ2,Χ2Τ3) 
αποτελεί μια βάση του R^.

Όπως θα δούμε στην επόμενη παράγραφο, αν μια ιδιοτιμή λ, του η χ η  πίνακα Α 
δεν είναι απλή, δηλ. π-(λ,) = τη > 1, τότε σε αυτή μπορεί να αντιστοιχούν λιγότερα



α,ίό τη γραμμιχώς ανεςάρτητα ιδιοδιανύσματα. Άρα, αν οι ιδιοτιμές του Α δεν είναι 
απλές, ο Α μπορεί να εχει Λίγότερσ από η γραμμιχώς ανεςάρτητα ιδιοδιανύσματα. Η 
περίπτωση αυτή θα διερευνηθεί στην επόμενη παράγραφο.

 ̂ Αν ο η X η πίνακας .4 έχει k < η απλές ιδιοτιμές, μπορούμε να δείξουμε ότι-τα ιδι- 
οδιανύσματα που αντιστοιχούν στις διακεκριμένες ιδιοτιμές λι,λ2,. . . ,λχ
είναι γραμμιχώς ανεςάρτητα. Συνεπώς, η πρόταση 9.2.7 μπορεί να επεκταθεί ως ακο
λούθως:

Πρόταση 9.2.8

Εστω Α ένας η χ η  πίνακας και λι, λ2,..., λχ, με k < η, κάποιες (όχι απαραίτητα 
Ο Λ ες) από τις απλές ιδιοτιμές του. Αν Χ- ,̂Χ ,̂ ...,Χΐ; είναι ιδιοδιανύσματα του 
Α που αντιστοιχούν στις λι, Aj,..., λχ, τότε τα X,, Χ2, ..., X/, είναι γραμμιχώς 
ανεξάρτητα.

Απόδειξη
Παρόμοια με την απόδειξη της Πρότασης 9 .2 .7. □



p.?, ΙΔ Ι Ο  Χ Ω Ρ Ο Ι
Είδαμε σε προηγούμενο παράδειγμα ότι μια ιδιοτιμή του 3 χ 3 πίνακα

Α =
1 2 Ο 
0 3 5 
0 0 2

είναι η λχ = 1 με αλγεβρική πολλαπλότητα π(λχ) = 1. Στην ιδιοτιμή αυτή αντιστορ/ούν 
ιδιοδιανύσματα της μορφής

Χχ=α (1,0,0), αφΟ.

Τα ιδιοδιανύσματα αυτά ικανοποιούν την χαρακτηριστική εξίσωση

( Α - λ χ Ι ) Χ χ  =  0  ( 1 )

και μαζί με την τετριμμένη λύση X = Ο αποτελούν ένα διανυσματικό χώρο (πιο̂  συγ
κεκριμένα, ένα υπόχωρο του R®). Είναι φανερό από τη θεωρία του κεφαλαίου 7 ότι τα 
ιδιοδιανύσματα Χχ μαζί με το μηδενικό στοιχείο Ο αποτελούν τον πυρήνα Ν(Α -  λχ/) 
του χαρακτηριστικού πίνακα (Α -  λχΐ). Έχουμε έτσι τον ακόλουθο ορισμό.

Ορισμός 9 .3.1
Έστω ο η χ η  πίνακας Α χαι λο μια ιδιοτιμή του. Ο πυρήνας Ν(Α -  Aq/) του

χαρακτηριστικού πίνακα [A — XqI) καλείται ιδιόχωρος (eigenspace) ιης ιδιοτιμής
λο και συμβολίζεται με Εχ,,:

= Ν[Α -  λοί) = {Α e R" : (Α1 -  λο/)Χ = 0 ) . (2)

Η διάσταση του ιδιοχώρου ονομάζεται γεωμετρική πολλαπλότητα (geome
tric multiplicity) της λο χαι θα τη συμβολίζουμε με 7(λο):

-γ(λο) = ώτπΕλο = dimN{A — Aq/) . (3)

Παρατηρήσεις

1. Ο ιδιόχωρος Ελο είναι προφανώς ο υπόχωρος του R"̂  που παράγεται από τα ιδι- 
οδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή Aq.

2 . Από το θεώρημα τάξεως και μηδενιχότητας έχουμε για τη γεωμετική πολλαπλό
τητα της Aq:

-γ(λο) = άίηιΕχ  ̂ = η -  rank[A — Aq/) . (4)

3 . Εξ ορισμού, κάθε ιδιοδιάνυσμα X είναι μη μηδενικό, και έτσι Εχο Φ {0 }· Συνεπώς

7(λο) = άτνπΕχ̂  > 1 . (5)



Εστω λο μια ιοιοτιμή του Γ.'.ναχα Α £ Mr,xr.{K) χαι Ε\̂  ο αντίστοιχος ιδιόχωρος. 
Ισχύει τότε

7 (λο) < π(λο), (6)
οπου 7(λο) και 7t(Aoj η γεωμετρική και η αλγεβρική πολλαπλότητα της Aq. αντί
στοιχα.

Α π ό δ ε ιξη
Στην αποδειςη αυτη κάνουμε χρήση της θεωρίας της επόμενης παραγράφου. Έστω ότι

άιηιΕχ  ̂ = k οπου 1 < Α: < η ,
και έστω Τ £ C[K' )̂ ο τελεστής που ορίζεται από τον πίνακα Α (ως προς τη συνήθη 
βάση του Ε"). Τότε το λο είναι ιδιοτιμή του Τ και ο ιδιόχωρος του Τ που αντιστοιχεί 
στην ιδιοτιμή αυτή ταυτίζεται με τον Ε\̂ .

Έστω Β' = {ui,U2,···, μια βάση του όπου τα Uj, uj, ■ ■ ■ , είναι προφανώς 
ιδιοδιανύσματα του Τ που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή Aq. Επεκτείνουμε τη βάση Β' σε 
μια βάση

χαρακτηριστική εξίσωση του Ατ είναι η

Β = {“1, U2, ■’ ’ J -Ok, Uk+l; ··· I '“ η }

Lj του τ;:λεστή Τ ως Γ.ρος τη βάση Β του Κ' θα έχει τη μορφή:
λο 0 · · · 0 βπ ■ ■ · βΐ.η-k
0 λο ■ · · 0 β21 · ■ ■. β2,τι-λ

— 0 0 ·■· λο Pa βk,π~k
0 0 ··■ 0 Pt + 1,3 ■ ■ · βk+l,n—k

0 0 ·■· 0 Pa · · · βη,η-k
ως όμοιοι (βλέπε Θ. 7.7.6), έχουν ίδιες ιδιοτιμές και μάλιστα η

λ ο - λ 0 0 βπ ■■ βΐ,η-λ
0 λο — λ · ■ 0 β21 • · β■2,r,-k

0 0 ■ λο — λ βπ βk,n-k0 0 0 β* + Ι,1 — λ · βk+l,n—k

0 0 0 βηΐ ■ ■ βη,η-k -  λ

= Ο

(λο -  λΫ  q(X) = Ο ,
όπου η(λ) ένα πολυώνυμο του λ βαθμού degq=n—k. Από τη μορφή της χαρακτηριστικής 
εξίσωσης του Αγ συμπεραίνουμε ότι η ιδιοτιμή λο έχει πολλαπλότητα τουλάχιστον k, 
δηλαδή

7 (Αο) = dimE·̂  ̂ < 7γ(Αο) .



Συνδυάζοντας τις (5) και (6) παίρνουμε

1 < 7 (λο) < π(λο) .

Η πιο πάνω σχέση μας λέει ότι ο μέγιστος αριθμός γραμμικώς ανεξάρτητων ιδιοδιανυσ- 
μάτων που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λο είναι π(λο) και ο ελάχιστος 1. Παρατηρούμε 
επίσης ότι αν η π(λο) = 1,  αν δηλ. η ιδιοτιμή Aq είναι απλή, τότε

7(λο) = άίτπΕχ,, = 1 .

Με διαφορετικά λόγια, σε κάθε απλή ιδιοτιμή έχουμε μόνο ένα γραμμικώς ανεξάρτητο 
ιδιοδιάνυσμα. Αυτό το διαπιστώσαμε σε όλα τα σχετικά παραδείγματα της παραγράφου 
9.2 .

Στη συνέχεια θα δώσουμε παραδείγματα με πίνακες των οποίων οι ιδιοτιμές δεν είναι 
όλες απλές. Για να βρούμε πόσα γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα αντιστοιχούν 
σε μια ιδιοτιμή λ; με πίλ,·) > 1, χρησιμοποιούμε το θεώρημα τάξης και μηδενικότητας 
[εξίσωση (4)].

Παράδειγμα 1

Έστω ο 2 χ 2 πίνακας Α = 4 - 2  
2 Ο

(α) Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α.
(β) Να οριστούν οι αντίστοιχοι ιδιόχωροι και να βρεθούν οι διαστάσεις τους (δηλ. οι 
γεωμετρικές πολλαπλότητες των ιδιοτιμών).

(α) Η χαρακτηριστική εξίσωση του πίνακα Α είναι η

| Α -  λ/| =  Ο
4 -  λ - 2  

2 - λ

λ ^ - 4λ + 4 = 0

= 0 τΦ - ( 4 - λ ) λ  + 4 = 0 

=Φ> ( λ -2 )^  = 0.
Έχουμε μια διπλή ιδιοτιμή, λ = 2 με π(λ) = 2.

Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην λ = 2 είναι οι λύσεις του χαρακτηριστικού 
συστήματος:

( Α - λ / ) Χ  = 0 ‘ 2 —2 Χι ' 0 '
2 - 2 0 Χι = Χ2 ■

Άρα τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην λ = 2 είναι της μορφής

λ ’ = α(1,1), a p R ,  αΑΟ.

(β) Ο ιδιόχωρος της ιδιοτιμής λ = 2 είναι ο

Ε λ = {X  £ R E X  = α(1,1), a £ R } .



ο Ε;, παράγειαι από μόνο ένα (γραμμικώς ανεξάρτητο) ιδιοδιάνυσμα, το (1,1),

7(A) = άιπιΕχ = 1 .
οποτε

Μπορούμε να χαταλήξουμε στο ίδιο αποτέλεσμα χρησιμοποιώντας το σχέση (4). 
Βρίσκουμε πρώτα το βαθμό του χαρακτηριστι> 'ιχου πίνακα:

■ 2 -2  ■ 2 —2 ' 1 - Γ
2 -2 0 0 0 0

(Α -  XI) =

Ο ανηγμενος κλιμακωτός του (Α -  XI) έχει μόνο μία μη μηδενική γραμμή. Άρε 
rank(A -  ΧΙ) = 1 χαι από την (4) βρίσκουμε ότι

7(A) = άιτπΕχ = 2 -  rankiA -  Α/) = 1 ,

Παράδειγμα 2
[ 3 1 1

Έστω ο 3 χ 3 πίνακας Α = 2 4 2
[ 1 1 3  

(α) Να βρεθούν οι ιδιοτιμές του Α.
(β) Να βρεθούν οι γεωμετρικές πολλαπλότητες των ιδιοτιμών του Α.
(γ) Να βρεθούν, τα ιδιοδιανύσματα που-αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές του Α-και να ορι
στούν οι σχετικοί ιδιόχωροι.

(α) Η χαρακτηριστική εξίσωση του Α είναι η 

|Α-λ/| = 0 0 =
3 - Α 1 1 3 -  Α 0 1

2 4 -  Α 2 = 2 2 -  Α 2
1 1 3 -  λ 1 - 2  + Α 3 - λ

3 -  Α 0 1 3 -  λ 0 1
2) 2 1 2 = (Α-2) 2 1 2 =>

1 - 1  3 - Α 3 0 5 -  Α
-Α 1
3 5 -  Α = 0 => (Α-2 )  [(3 - Α ) ( 5 - Α ) - 3] = 0(Α -  2) 1

(Α -  2) (Α̂  -  8λ + 12) = Ο f  (Α -  2)RA -  6) = Ο .

Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι Α, = 2 με π(Αι) = 2 και Α̂ = 6 με π(Α2) = 1.

(β) Για να βρούμε την -γ(Αι), χρησιμοποιούμε το θεώρημα τάξης και μηδενικότητας: 

7 (λι) = 3 -  ranfc(A -  All) = 3 -  ΓαηΑ:(Α -  27) .
Κλιμαχοποιούμε τον πίνακα (Α — 21):

■ 1 1 1 ■ ' 1 1 1 ■
(Α -  27) = 2 2 2 0 0 0

1 1 1 ^ 0 0 0



Βλέπουμε ότι ο κλιμακωτός έχει μόνο μια μη μηδενική γραμμή. Άρα rank[A -  2 1 )~\ 
και 7(λ] )=3-1=2.

Επειδή η ιδιοτιμή λ2 είναι απλή, 7(^2) = !·

(γ)
Ε ξ 2

Έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα

( Α - λ ι / ) Χ  = 0
" 1 1 1 " ■ ΐ χ  ■ ■ 0  ■

2  2  2 Χ2 = 0

1  1  1 .  ^ 3  .
0

Χ ι +  Χ2 +  Χ3 =  Ο .

Έχουμε άπειρο πλήθος λύσεων με 2 ελεύθερες μεταβλητές. Έστω ΐχ = α και Χ3 = b 
οπότε Χ2 = —(“ + b). Τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στην λχ = 2 είναι της 
μορφής

Χχ = (α, -(α+ί . ) ,δ)  = α (1, - 1, 0) +6 (Ο,- 1, 1), α, ό £ R, £  + δ' ^ Ο .

ϋαρατηρούμε ότι στην λι = 2 αντιστοιχούν 2 γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, 
τα

Χ “ = (1, - 1, 0) και Χχ̂  = (Ο,- 1, 1) .
Αυτό βέβαια αναμενόταν αφού στο (β) βρήκαμε ότι 7(λχ)=2. Ο αντίστοιχος ιδιόχωρος

Ελ, = {χ£ R E X  = a ( l , - l , 0) + b(0, - l , l ) ,  a ,0 £R} .
είναι ο

Λ ; =  6
Έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα: 

( Α - λ 2 ΐ ) Χ  = 0 

Κλιμακοποιούμε τον χαρακτηριστικό πίνακα:

■ - 3  1 1 ■ Χ χ ■ 0 ■
2 -2  2 3 =2 0
1 1 - 3 . ^ 3  _ 0

■ - 3 1 1 ' 1 1 - 3  ■ ■ 1 1 - 3  ' ■ 1 1 - 3  ■ ' 1 0 -1  ■
2 -2 2 . . . 2 -2 2 0 - 4 8 0 1 -2 0 1 -2
1 1 - 3 - 3 1 1 0 4 -8 0 0 0 0 0 0

Το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το

Ιχ-Χ2 = Ο 
ΐ2 -  2.Χ3 = Ο

Θέτοντας xs = α, παίρνουμε τη γενική μορφή των ιδιοδιανυσμάτων που αντιστοιχούν 
στη λ2:

Χ, = (α, 2α, α) = α (1,2,1), α £ Έ , α ^ Ο .
Συνεπώς,

Εα, = { A £ R ’ : X  = a ( l , 2 , l ) ,  a £ R } .



9 . 4 ^ ^ Ι Α Γ Ω Ν 0 Π 0 Ι Η Σ Η  Π Ι Ν Α Κ Ω Ν

Ορισμός 9 .4.1

Οι ηχη  πίνακες Α και Β είναι όμοιοι (similar) αν υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας 
S τέτοιος ώστε να ισχύει

Β = S  ̂Α S . (1)

Είναι φανερό ότι η (1) είναι ισοδύναμη με την

(2)Α = SBS~^

Για όμοιους πίνακες ισχύει η παρακάτω πρόταση. 

Πρόταση 9 .4.2
Όμοιοι ,άνακες έχουν ίδιες χαρακτηριστικές εξισώσεις και επομένως ίδιες ιδιο- 

τιμές.

Απόδειξη

Εστω Α και Β δύο όμοιοι πίνακες. Άρα υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας S, τέτοιος 
ώστε να ισχύει:

Ε = 5 - Α 5 =Φ Β - λ ΐ  = S-'^AS -X I  =>

\Β-λΙ\ = |5 -Μ 5 -λ/| = ΙΣ-Α5 - 5 -7 7 5 1  

|Ε-λ/| = |5 -^ (Α-λ/)5 | = |5 -̂ | |Α -  λ/| 15| .
Επειδή [5 - 7  Ι̂ Ί = |5 -^5 | = |/| = 1, παίρνουμε

\Β -  λ/| = |Α -  λ/|.

Έτσι οι πίνακες Α και Β έχουν τις ίδιες χαρακτηριστικές εξισώσεις και άρα ίδιες 
ιδιοτιμές. □

Παρατήρηση

Έστω Α και Β δύο όμοιοι πίνακες και λ μια ιδιοτιμή τους. Έστω X ένα ιδιοδιά- 
νυσμα του Α που αντιστοιχεί στην ιδιοτιμή λ, οπότε ισχύει:

ΑΧ = λΧ =Φ 5 -Α Χ  = λ 5 - 'Χ

5 - Α 5 5 - 'Χ  = λ 5 -^Χ =Φ Ε5 - 'Χ  = λ 5 - ’ Χ
B Y  = ΧΥ οπου Υ = S ^Χ . (3)

Βρήκαμε ετσι οτι τα ιδιοδιανύσματα του Β που αντιστοιχούν στην ιδιοτιμή λ δίνονται 
από την (3).



Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζει η περίπτωση όπου ένας ηχη πίνακας Α είναι όμοιος 
με ένα διαγώνιο πίνακα D. Σύμφωνα με την Πρόταση 9.4 .2 , οι Α χαι D έχουν τις 
ίδιες ιδιοτιμές. Τα διαγώνια στοιχεία του D είναι οι κοινές ιδιοτιμές των δύο πινάκων:

D =

λ ι  Ο · ■ ■ Ο
Ο Λ2 ··■ Ο

ο Ο ·■· λγ.

(4)

Όπως θα δούμε σε λίγο ο πίνακας 5 στη σχέση S Μ 5  = D έχει ως στήλες τα 
ιδιοδιανύσματα του Α που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές λι,λ2, ■ · · ,λ„.

Ο ρισμός 9.4.3
Ο η  X η  πίνακας Α είναι διαγωνοποιήσιμος (diagonalizable) αν είναι όμοιος 

με ένα διαγώνιο η χ η  πίνακα Ε, αν δηλαδή υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας S, 
τέτοιος ώστε

S-'^AS = D Α = SBS-

Το θεώρημα που ακολουθεί είναι πολύ σημαντικό.

Θεώρημα 9 .4.4
Έστω ο η χ η πίνακας Α με στοιχεία από το σώμα Κ. Ο Α είναι διαγωνοποι- 

ήσιμος όταν- και μόνον-όταν-ο-Άτ έχεΓη-γραμμικώςτανεξάρτητσ-ιδισδιανύσματα. 
Στην περίπτωση αυτή, αν D είναι ο διαγώνιος πίνακας με στοιχεία στην κύρια 
διαγώνιο τις ιδιοτιμές του Α, τότε ο πίνακας S στην σχέση (5) έχει ως στήλες 
τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α.

Απόδεεξη
Έστω λι,λ2, · · · ,λη οι όχι κατ’ ανάγκη διαφορετικές μεταξύ τους ιδιοτιμές του Α. 
Υποθέτουμε πρώτα ότι ο Α έχει η  γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, τα

Άι ,Ά2.··· .^η·

Αυτό σημαίνει ότι σε κάθε ιδιοτιμή λ,· μπορούμε να αντιστοιχίσουμε το ιδιοδιάνυσμα 
Xi ,  έτσι ώστε

AXi  =  Xi Xi ,  1 =  1 , 2 , - · · ,  η .  ( ί )

(Για παράδειγμα, αν π(λ ι)=2 και λ]=λ5, τότε στην λχ αντιστοιχούν ακριβώς δύο γραμ
μικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, αφού στην αντίθετη περίπτωση, ο Λ θα είχε λιγότερα 
από η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα. Αυτά τα συμβολίζουμε με και Χ ,̂ 
οπότε πράγματι ΑΧι = λχΆι και ΑΧζ = Χ5Χ5).
Ορίζουμε τώρα τους πίνακες S και D:

S = \Xi Χ2 ■■■ Χη] και D =

λι Ο 
Ο λ2

Ο Ο



Για τα γινόμενα Α5  και SB έχουμε

AS = [Αλ''] Α^2 ■ ■ ■ ΑΧ,
και

λχ ο ■ · ■ ο
ο λο ■■■ ο

ο ο Λη
- ίλχΧι λ^Χο ■ ■ ■ λ„Λ7] (til)

AS = SD. (ly)

Λόγω της (i)  ̂ έχουμε:

^ 5  = [ΑΧχ ΑΧ2 ■ ■ · ΑΛΑ] = [λχΧχ λ ,χ , . . .  χ^ΑΑ] .    ,

Α φ ο ύ  τα Χ χ , λ γ . . . , Χ „  είναι γ ρ α μμ ι κ ώς  ανεξάρτητα Γ α η λ ( 5 ) - η  και  άοα ^αντιστρέψιμος. Από την (iv) παίρνουμε '  ̂  ̂ και αρα ο 5  είναι

S-^AS=S-^SD = D,

που^σημαίνει ότι ο Α είναι όμοιος με το διαγώνιο πίνακα Ε και άρα είναι διαγωνοπο^

5  = [Κχ >2 ·■· l·;].
Πρέπει να δείξουυε ότι τα Κ t  ν  -ι
του Α. Εφόσον ο 5  είναι αν;σ;έψιμο"ς, ; : : . 7 / ) " Γ κ "
γραμμικώς ανεξάρτητα. Από την (ν). έχουμε διαδοχικά: " ^> >̂ ,̂ ■ · · Κ. civai

S-^AS=D SS~ U S= SD  =Φ A S = S D ^

' λχ Ο · · · Ο
Α[Κχ Κ2 ■■· Κ.] = [Κ y, . . .  Ο ··· Ο

ί ο  Ο . . .

μΚχ AF2 .. .  Α>;] = (λχΚχ λ2Κ2 ■·■ λ„Κ] : 
AYi = XiY„ i = i_2 , . . . , n .

ώ.ο8..νύ„μ„„ a

““ “ T s r S ·  ”  «'■ „ . « p .
ανίξάρττ,τα ιδιοί.ι,νΰοματα, δηλοδή να ,αχύίΓ “'''""” ‘>1'’"'' «VP"! -’ (h ) γραμμιχώς

γ(λ.) = π(λ,), χ· = 1,2,...,Α:, (6)



όπου k το πλήθος των διακεχρψένων ιδιοτιμών του πίναχα. Πράγματι, το πλήθος νω\ 
γραμμ'-χώς ανεξάρτητων ιδιοδιανυσμάτων του πίναχα είναι

Σ τ  (Λ) ·

Επειδή 1 < γ(λ;) < π (λ,·),

k < Σ τ Β )  <
1 =  1 t = : l

Βλέπουμε ότι

1=1
αν και μόνο αν ισχύει η (6).

Ορισμ-ός 9 .4.5
Έστω ο η χ η πίνακας Α. Αν για κάθε διακεκριμένη ιδιοτιμή λ; του Α ισχύει

γ(λ.) = ^(λ.), (7)

τότε ο Α λέγεται μη ελλυτής (non-defective).
Αν για κάποιααδιοτιμήΑ,·..του_Α._ισχύει

γ(λΟ < ^(λ.),  (8)

τότε ο πίνακας Α λέγεται ελλυτής (defective).

Παρατηρήσεις

1. Αν ενας η χ η  πίνακας έχει μόνο απλές ιδιοτιμές, τότε είναι, μη ελλιπής.

2. Είναι φανερό από το προηγούμενα ότι ένας η χ η  πίνακας είναι μη ελλιπής ον και 
μόνο αν έχει η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα. Έτσι το Θεώρημα 9.4.4 
μπορεί να αναδιατυπωθεί ως εξής.

Θεώρημα 9.4.6

Έστω ο η χ η πίνακας Α με στοιχεία από το σώμα Κ. Ο Α είναι διαγωνοποιή- 
σιμος αν και μόνο αν είναι μη ελλιπής.

Απόδειξη
Σύμφωνα με τη θεωρία της παρούσας παραγράφου, η διαγωνοποίηση ενός η χ η  πίνακα 
Α γίνεται κάνοντας τα εξής βήματα:

1. Βρίσκουμε τις ιδιοτιμές λι,λ2,···,λη και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α. 
Ο Α είναι διαγωνοποιήσιμος αν έχει η γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα 
Χι,Χ2, ■ ■ ■ ,Χη (δηλ. αν ο Α είναι μη ελλιπής γ(λ,) = π(λ,·)).



2. Αν ο Α είναι διαγωνοποιήσιμος, κατασκευάζουμε τους πίνακες S και Ε: 

S = [λΗ ΛΗ · · ■ λη] και Ε =

λι Ο 
Ο λ2

Ο ο · · ■ λ

3. Βρίσκουμε τον αντίστροφο S"' του 5 και υπολογίζουμε τον Α:

Α = SE5 - '  .

□

ΠόρισμΛ 9 .4.7
Αν ο πίνακας Α 6 Μηχη{Κ) έχει η διακεκριμένες ιδιοτιμές, τότε είναι διαγωνο- 

ποιήσιμος. ·

Παράδειγμα. 1

Έστω ο πίνακαο Α —
3 1 1
2 4 2 
1 1 3

Οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λ] = 2 με 7τ(λι) = 2 και λ2 = 6 με π(λ2) = 1.

, που μελετήσαμε σε προηγούμενο παράδειγμα.

Στη διπλή ιδιοτιμή λ ι=2 αντιστοιχούν δύο γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα, 
τα Α'ι=(1, -1, 0) και Α·2=(0,1, -1), ενώ στην ιδιοτιμή λ2 = 6 αντιστοιχεί το ιδιοδιά- 
νυσμα ΑΓ3 = (1 ,2 ,1). Ο Α είναι διαγωνοποιήσιμος αφού έχει 3 γραμμικώς ανεξάρτητα 
ιδιοδιανύσματα. Έστω οι πίνακες

■ 1 0 1 ' / 0. θ ' ‘ 2 0 0 '
5  = [Άι ΑΗ ΑΗ] = -1  1 2 και Ε 0 λι 0 = 0 2 0

0 -1  1 0 0 λ3 0 0 6

Ο αντίστροφος 5 ' του S μπορεί να βρεθεί με μια από τις γνωστές μεθόδους:
3

Άρα μια διαγωνοποίηση του Α είναι η:

1 0 1 ' ‘ 2 0 0
Α = SDS-^ = - 1 1 2 0 2 0

0 - 1 1 0 0 6



Μια άλλη διαγωνοηοίηση του Α προκύπτει αν θέσουμε;

S = [λ2 A3 Χ ι1 =

οποτε

Βρίσκουμε τότε ότι

Ο 1 1
1 2 - 1  

-1  1 Ο

D =
2 0 0 
0 6 0 

0 0 2

οπότε έχουμε την παρακάτω διαγωνοποίηση του Α

Α =
Ο 1 1
1 2 - 1  

- 1 1 0

2 0 0 
0 6 0 
0 0 2

Παράδειγμα 2

Να διαγωνοποιηθεί ο πίνακας Α =
1 1 1
0 3 3

- 2  1 1

Βρίσκουμε πρώτα τις ιοιοτιμες και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα του Α. Η χαρακτ
ηριστική εξίσωση του Α είναι η

1 - λ  1 1 1 -  λ 0 1
\Α — λ/| = 0 =Φ 0 = 0 3 -  λ 3 0 - λ  3

- 2  1 1 -  λ -2  λ 1 -  λ

Ο = λ
1 -  λ 0 1 1 -  λ 0 1 2 - λ  0 1

0 -1 3 = λ . 0 -1  3 = λ 0 -1  3 . =>
-2  1 1 -  λ -2 0 4 - λ 2 - λ  0 4 -  λ

2 - λ 0 1
0 = λ 0 -1 3 - λ (2 -  λ) (3 -  λ) = 0 . (

0 0 3 - λ (Ο

(Η χαρακτηριστική εξίσωση μπορεί να βρεθεί και με πολλούς άλλους τρόπους, για παρά
δειγμα, αναπτύσσοντας την αρχική ορίζουσα ως προς τα στοιχεία της πρώτης στήλης). 
Από την (ί) βλέπουμε ότι ο Α έχει τρεις απλές ιδιοτιμές: λι= 0 , λ,= 2  και λ3=3. Άρα 
ο Α έχει 3 γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα και είναι διαγωνοποιήσιμος.



Για Α-]=0 , έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα: 

{Α -  0 1 ] X = 0 =?

Κλιμακοποιούμε τον πίνακα του συστήματος:

' i l l ' Χχ ■ 0  ■

0 3 3 Χ2 = 0
- 2  1 1 Χ3 0

1 1 1 ■ ■ 1 1 1 ■ ■ 1 1 1 ' ■ 1 0 0 ■
0 3 3 0 1 1 0 1 1 0 1 1

—2 1 1 0 3 3 0 0 0 0 0 0

Το χαρακτηριστικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το

Χι = 0
a:2 + 2=3 = Ο

Παίρνοντας το 2:3 ωζ ελεύθερη μεταβλητή, βρίσκουμε τη γενική μορφή των ιδιοδιανυσ- 
μάτων του Α που αντιστοιχούν στην λι=0 :

Έστω λοιπόν ότι

(0,-α,α) = α(Ο,-Ι,Ι), α £ R, α 7 Ο · 

Αχ = (Ο,-1,1).

Για λ2=2 , έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα:

(Α -  27) Α = Ο

Κλιμακοποιούμε, όπως και προηγουμένως, τον πίνακα του συστήματος:

■ - 1  1 1  ■ ■ Χ χ ■ 0  ■

0  1 3 Χ 2 = 0

- 2  1 - 1
.  .

0

■ -Τ 1 1 ■ 1 -1 -1  ■ ■ 1 -1 -1  ' ■ 1 0 2 '
0 1 3 0 1 3 0 1 3 γ.. 0 ϊ 3

- 2 1 -1 -2 1 -1 0 -1 - 3 0 0 0

Το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το

Χ χ  +  2 X 3  =  Ο
Χ2 + Χ3 = 0

Η γενική μορφή των ιδιοδιανυσμάτων του Α που αντιστοιχούν στην λ2=2 είναι: 

( - 2α , - 3α,α) = α ( - 2, - 3, ΐ ) ,  α £ R, α 7  Ο .

Έστω λοιπόν ότι
ΑΗ = ( - 2, - 3, 1) .



Για Xs = 3, έχουμε το χαρακτηριστικό σύστημα; 

[Α -  37) X = Ο Φ- 

Κλιμακοποιούμε τον πίνακα του συστήματος:

' - 2  1 1 " Χι ' ' 0 ■
0 0 3 Χ2 = 0

-2  1 - 2
-  . 0

— 2 1 1 ■ -2  1 1 ■ 2 -1 -1 ■ 2 -1 ϋ ■0 0 3 0 0 1 ... 0 0 1 ... 0 0 1-2 1 -2 0 - 3 0 0 0 J 0 0 0
Το αρχικό σύστημα είναι ισοδύναμο με το

211 — Χ2 = Ο 
Χ3 = Ο

Η γενική μορφή των ιδιοδιανυσμάτων του Α που αντιστοιχούν στην λ3=3 είναι:

(α, 2α, 0) = α (1, 2, 0), ο £ R, α Ο .
^Εστω λοιπόν ότι

Χ3 = (1,2,0).
Συνοψίζουμε στο σημείο αυτό τα μέχρι στιγμής αποτελέσματα. Ο πίνακας Α έχει τρεις 
απλές ιδιοτιμές, τις λι=0, λ2=2, και λ3=3 στις οποίες-αντιστοιχούν τα ιδιοδιανύσματα

Χι = (0,-1,1),  Χ'2 = ( - 2, - 3, 1) και Xa = (1, 2, 0) .

Τα Χι, Xj και Χ3 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα (Πρόταση 9.2 .7) και συνεπώς ο Α είναι 
διαγωνοποιήσιμος. Έστω λοιπόν ότι

5  — [Χι ^2 X'a] =
Ο - 2  1 

-1 - 3  2 
1 1 Ο

οποτε
'λ ι 0 0 ■ ■ 0 0 0

Β = 0 2̂ 0 = 0 2 0
0 0 3̂ 0 0 3

Απομένει να βρο.ύμε τον αντίστροφο του 5 . Χρησιμοποιούμε τη μέθοδο αναγωγής 
σε ανηγμένο κλιμακωτό. ([5|7] ~ [7|5-']);

[5|7] =
Ο - 2  1 

- 1  - 3  2 
1 1 Ο

1 Ο Ο 
Ο 1 Ο 
Ο Ο 1

1 1 Ο
- 1  - 3  2 

Ο - 2  1

Ο Ο 1 
Ο 1 Ο 
1 Ο Ο

■ 1 1 0 0 0 1 ■ 1 1 0 () 0 1 ■
0 - 2 2 0 1 1 0 - -2 2 0  1 1
0 - 2 1 1 0 0 ^ 0 0 - 1 1 - 1 -1 _

■ 1 1 0 0 0 1 -
■ 1 1 0 0 0 1 ■

0 1 --1 0 1
2

1
2 0 1 0 - 1 1

2
1
2

0 0 1 - 1 1 - 1 0 0  1 - 1 1 1



■ 1 0 0 1 - 1 4 · 2 2
m  - 0 1 0 _1 1 1 2 2

0 0 1 -1  1 1

5 - ' =
1 1

Εχουμε τελικά την εξής διαγωνοποίηση του Α:

0 - 2 1 ' ■ 0 0 0 ■ Γ 1 - 1 1 1  2 2
Α = SDS-^ = - 1  - 3  2 0 2 0 -1  1 1  2 2

1 1 0 0 0 3 -1  1 1

Ο υπολογισμός δυνάμεων ενός διαγωνοποιήσιμου πίνακα καθίσταται ευκολότερος 
μετά τη διαγωνοποίηση του. Πραγματικά, αν

Α= SDS~^

τοτε
= ΑΑ = SDS-'^SDS-^ = SD̂ S~'  ̂ .

Επαγωγικά βρίσκουμε ότι

Â  = SD^S-\ k e N .  (9)

Η πιο πάνω σχέση ισχύει και για Α: = Ο (γιατί;). Ο Ε* υπολογίζεται εύκολα, αφού

(10)
λι 0 ■·· θ ' k [λί 0 ■■· θ'

Ε* =
0 λ2 ■·· 0

=
0 λΐ- .·· 0

0 0 ·■■ λ„_ 0 0 ■·· λ©

ΠαράδειγμΛ
Έστω ο πίνακας

1 1 1 ■
Α = 0 3 3

_ - 2 1 1
του προηγούμενου παραδείγματος. Βρήκαμε ότι μια διαγωνοποίηση του

0 -2 1 ■ ■ 0 0 0 ■ Γ 1 - 1 1 1  2 2
Α = 5 Ε5 - ' = - 1  - 3 2 0 2 0 -1  1 1  2 2

1 1 0 0 0 3 -1  1 1



Σύμφωνα με την (9), για τον Α® έχουμε:

Α® = 5 Ε®5 - ’ =
0 —2 1 ■ ■ 0 0 0 ■ 1 1

2
1 - 
2

-1 - 3 2 0 2® 0 - 1 1
2

1
2

1 1 0 0 0 3® - 1 1 1

Στην περίπτωση που ο Α είναι αντιστρέψιμος, όλες οι ιδιοτιμές του είναι διάφορες του 
Ο και ο D (που έχει τις ίδιες ιδιοτιμές) είναι αντιστρέψιμος, Η (9) επεχτείνεται τότε 
και για αρνητικά k. Πράγματι από την

παίρνουμε:

οπου

Α = SDS-^

Α~̂  = = SD~'^S-\

Ο · ■ ■ Ο

ΟΕ -' =

1

ΧΓ
1

λ7

Ο ο

ο

Για τον Α  ̂ έεχουμε:
Α~̂  = A - h “’ = .

Επαγωγικά βρίσκουμε ότι για αντιστρέψιμο πίνακα Α ισχύει

Α-* = 5 Ε - *5-k c~1 keN.

Εφόσον οι Α̂  και είναι όμοιοι μπορούμε εύκολα να παρατηρήσουμε ότι αν 
λΐι ^2, · · · , λη είναι οι ιδιοτιμές του πίνακα Α, τότε οι ιδιοτιμές του Α̂ ' είναι οι λ*, λ ,̂ · · · , ) ·̂ 
Ακόμα, αν ο Α είναι αντιστρέψιμος, τότε οι ιδιοτιμές του Α“  ̂ είναι οι £,£,■■■,©·Αι λ2

Θεώρημα 9.4.8

Εστω λ μια ιδιοτιμή του η χ η  πίναχα Α και Α ένα ιδιοδιάνυσμα που αντιστοιχεί 
στη λ.
(α) Ο πίνακας Α̂  με Α = 2, 3, · · · έχει ιδιοτιμή τη λ'" και αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα 
το Α.
(β) Αν ο Α είναι αντιστρέψιμος, ο Α"' έχει ιδιοτιμή την  ̂ και αντίστοιχο 
ιδιοδιάνυσμα το ΑΣ

Απόδεεςη

( α)
ΑΑ = λΑ => Α"Α = λΑΑ = λ(λΑ) Α^Α = λ"*Α .

Συνεχίζοντας επαγωγικά βρίσκουμε ότι

Α£Υ = λ'-·Χ, k = 2,3,···



άρα η πρόταση ισχύει.
(Σημείωση: Η πρόταση ισχύει και για k = 0 . Ισχύει ακόμα για αρνητικά k αν ο Α.
είναι αντιστρέψιμος).

(β) Α ν ο Α  είναι αντιστρέψιμος, τότε λ φ 0. Εχουμε διαδοχικά:

ΑΧ = >.Χ 1Α -74Χ = λ Α- 'Χ ^  X = λ Α- 'Χ =4 Α- 'Χ = ^ Α .

Άρα η χ είναι μια ιδιοτιμή του Α ’ και το X  ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. Π

Οι έννοιες αυτής της παραγράφου ορίζονται φυσικά και για γραμμικούς τελεστές 
στο £{V), όπου ο V είναι πεπερασμένης διάστασης. Παραθέτουμε σχετικές προτάσεις 
και ένα ορισμό του Κεφαλαίου 7, καθώς και κάποια χρήσιμα πορίσματα.

Θεώρημα 7 .7.6
Έστω οι πίνακες Α, Β £ Μηχη- Οι Α και Β  είναι όμοιοι αν και μόνο αν αυτοί 

αντιστοιχούν στον ίδιο γραμμικό τελεστή Τ ££(Κ), όπου ο γραμμικός χώρος V 
είναι πεπερασμένης διάστασης η.

Ορισμός 7 .7.7
Ένας γραμμικός τελεστής T'e£(V’), όπου ο γραμμικός χώρος V είναι πεπερασ

μένης διάστασης η, λέγεται διαγωνοποιήσιμος αν υπάρχει μια βάση Β  του V 
τέτοια ώστε ο [ Α τ ) β  είναι διαγώνιος.

Σύμφωνα με τον πιο πάνω ορισμό, ο γραμμικός τελεστής Τ £C{V), όπου dimV = 
η £ Ν, είναι διαγωνοποιήσιμος αν υπάρχει μια βάση B={ui, U2, ■ ■ ■ , Un} του V τέτοια 
ώστε να ισχύει

T(ui) = \iUi, \i £ Κ , 1=1,  2,···, η
ή ισοδύναμα αν υπάρχει βάση Β του V που αποτελείται από ιδιοδιανύσματα του Τ. 
Στην περίπτωση αυτή, τα διαγώνια στοιχεία του {Ατ)β είναι οι ιδιοτιμές του Τ:

(Ατ)β - ^

λι Ο 
Ο λ2

Ο Ο • • • λ .

Π όρισμα 9.4.9

Έστω ο τελεστής T£C{V), όπου dimV=η £ Ν. Αν υπάρχει μια βάση του V η 
οποία αποτελείται από ιδιοδιανύσματα του Γ, τότε ο Τ είναι διαγωνοποιήσιμος.

Π όρισμα 9.4.10

Έστω ο τελεστής T£C{V),  όπου dimV=n £ Ν. Αν ο Τ έχει η διακεκριμένες 
ιδιοτιμές, τότε ο Τ είναι διαγωνοποιήσιμος.



Ενα; τελεστής TgAfE),  όπου dimV=:n £ Ν, είναι διαγωνοποιήσιμος όταν και 
μόνον όταν υπάρχει μια βάση Β του V και ένας αντιστρέψιμος πίνακας Ρ τέτοιοεμονον
ώστε ο πίνακας

■Ρ"' { Α τ )β  Ρ

να είναι διαγώνιος.
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1. Να αποδειχθεΐ η Πρόταση 9.1.3 .

2. Να αποδειχθεί η Πρόταση 9.1.4.

ο. Αν ο τελεστής Τ £ £(Ε) είναι μηδενοδύναμος να δειχθεί ότι η μόνη ιδιοτιμή του 
Τ είναι το μηδέν.

4 . Να βρεθούν οι ιδιοτιμές χαι οι αντίστοιχοι ιδιοχώροι του γραμμικού τελεστή'Τ£ 
Z/(R̂ ) που ορίζεται από τη σχέση

Τ{χι,Χ2) = (xj + 2X2, 4χι + 3X2) .

5 . Αν ο λ είναι ιδιοτιμή του αντιστρέψιμου γραμμικού τελεστή T££(V) ,  να δειχθεί 
ότι ο είναι ιδιοτιμή του Τ“7

6. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές των κάτωθι πινάκων:

(“)
Ο 1 
1 Ο (Ρ)

1 1 1 1 1
0 3 -1 5 - 4
0 0 2 6 7
0 0 0 _2 8
0 0 0 0 6

7 . Δείξτε ότι οι ιδιοτιμές ενός τριγωνικού πίνακα (άνω ή κάτω) είναι ίσες με τα 
διαγώνια στοιχεία του πίνακα.

8. Να βρεθούν οι ιδιοτιμές και τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα των παρακάτω πινάκων:

Ν

9 . Έστω ο  3 X 3 π ίν α κ α ε

' 2  0 - 2  ■
0 4 0 

- 2  0 5
(β)

' - 3  -2  ■ 
3 4

Α =
5 7 - 5  
0 4 - 1  
2 8 - 3

(α) Να βρεθούν οιζοιοτιμές του-Α—
(Ρ) Να βρεθούν και να κανονιχοποιηθούν τα αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα.

10. Δίνεται ο 3 χ 3 πίνακας
3 - 2  - 2  1
2 - 2  - 4  

- 1 2  4
(α) Δείξτε ότι οι ιδιοτιμές του Α είναι οι λι = 1 με π(λι) = 1 και λ2 = 2 με 
7τ(λ2) = 2.
(β) Να βρεθούν οι γ(λι) = άίπιΕλι χσΐ· γ(λ2) = dimE\2.
(γ) Να βρεθούν τα ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν στις ιδιοτιμές λι και λ2 και 
να ορισθούν οι ιδιόχωροι Ε\ι και Ε\2·



' 1 - 3  3 ■ ' 3 1 1 '
(α) 3 - 5  3 (β) 2 4 2

6 —6 4 1 1 3

12. Δείξτε ότι ο πίνακας

Α =
1 Ο - 1  
1 2 1
2 2 3

διαγωνοποιείται και γράψτε μια διαγωνοποίησή του.

13. Εστω λ μια ιοιοτιμη του η χ η  πίνακα Α και X ένα αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα. 
Να δειχθεί οτι ο πίνακας (Α + α/), όπου α σταθερά, έχει ιδιοτιμή τη λ + α και 
αντίστοιχο ιδιοδιάνυσμα το X.

14. Εστω ο τελεστής Τ £ Ρ·{Υ) γΐ·σ τον οποίο ισχύει

= Γ

(ένας τέτοιος τελεστής καλείται προβολή (projection) ). Να βρεθούν οι ιδιοτιμές 
του Τ.

15. Έστω ο τελεστής Γ£ϋ(Κ^) που ορίζεται από τη σχέση

Τίχ,ν ,ζ) =  (Ο, X, y )  .

Να βρεθούν τα χαρακτηριστικά πολυώνυμα των Τ, και Τ’®.
16. Έστω ο τελεστής T'£L(R®) που ορίζεται από τη σχέση

Τ(χ, y, 2 ) =  ( χ  -  2ζ, Ο, - 2 χ  +  4ζ) .

Να βρεθεί μια βάση Β  του R® έτσι ώστε ο { Α τ ) β  να είναι διαγώνιος.
17. Έστω ο τελεστής Γ ε  I,(R'*)· που ορίζεται από τη σχέση

T(x,y, ζ, ιυ) =  {χ, 2χ +  5υ +  6ζ +  7w, 3 χ  +  8ζ +  9ΐϋ, 4 χ  +  ΙΟζη) .

Να βρεθεί μια βαση Β του R “* ετσι ωστε ο [Axjg να είναι διαγώνιος.
18. Έστω ο τελεστής S Ε  L{C^) που ορίζεται από τη σχέση

T(u,v,w) = ( - U ,  - ιυ , ν) .

Να βρεθεί μια βάση Β του C® έτσι ώστε ο [Ατ)β να είναι διαγώνιος.
19. Έστω / (ι) ένα πολυώνυμο και Α ένας η χ η  πίνακας.

(α) Να δειχθεί ότι αν λ, Α είναι αντίστοιχα ιδιοποσά του πίνακα Α, τότε τα /(λ), Α 
είναι αντίστοιχα ιδιοποσά του πίνακα f{A).
(β) Αν λχ,λ2 , · ■ ·, λη είναι οι ιδιοτιμές του Α, να δειχθεί ότι

ιίβί[/(Α)] = /(λχ)/(λ2) ·.■ /(ΛΟ-



20. Αν ο η X η πίνακας Α εχει μόνο μια ιδιοτιμή διάφορη του μηδενός, δείξτε ότι

det(I + .4 ) = 1 + h'A .

21 . Να βρεθούν τα ελάχιστα πολυώνυμα των κάτωθι πινάκων:

(i)
' 1 -1 ' ■ 1 1 0 ■ ' 1 0  0 '

-1  1 0>.) 0 1 0 (ϋί) 0 1 1
0 0 2 0 0 2

( ιν )

1 - 4  2 4
2 - 1  - 1  2 
0 - 4  3 4
2 0 - 2 1

22. Να βρεθούν το ελάχιστο και το χαρακτηριστικό πολυώνυμο του πίνακα

Ο 1 Ο
Ο Ο 1

0 0 0 · · ·  1 
0-0 ffl] ίΐ2 · · · Cln-l

Εστω τώρα ένα πολυώνυμο /(χ). Να βρεθεί ένας η  X η πίνακας που έχει ελάχιστο 
πολυώνυμο το /(χ).

2ο. Υπολογίζοντας το ελάχιστο πολυώνυμο, καθορίστε ποιοι από τους κάτωθι πίνακες 
είναι διαγωνοποιήσιμοι.

0 )

24. Δείξτε ότι αν Α, Β £ Μηχη, "̂ ότε οι πίνακες ΑΒ και ΒΑ έχουν τις ίδιες ιδιοτιμές.

' 1 -1 -1  ■ ■ 1 4 -2 4 ■
0 3 2 (ϋ)

0 1 0 -2
0 -1 0 J 0 4 -1 - 4

0 0 0 -1  _
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οϊον το γλυκύμαλον έρεύθεται ακρωι επ’ δσδωι 
ακρον έπ' άκροτάτωι λελάθοντο δέ μαλοδρόπηες 
ου μαν έκλελαθοντ ' άλλ' ούκ έδύναντ ' έπίκεσθαι

Σαπφώ
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	^ X-vj^— o ^ Btnx X-y^. Apo. Λ \ t» vo,\mxy7-xyQ'< os-ayo.vTYA.

	TU3 --CD 3 X A Vi ^



	X0..V..- T(vX-T[C)'l	>A-<D	^	Χνχχ.	KwTWloD

	YA G ίΗΤ V-T fei-SvA TO σ··0Υο_χΌ p\~- ^	~	~	-	j	νΧγγ~|^

	Q, -= ^pTUa3 YUy 3----P ^ ΙΎ\

	Ληο -TAv ΓΑρ .	7.a3	-Dt\ —ο esovpxQ Β

	Γ\ Ο.ρό,'^Τ.Χ Το χνορο \γοΙτ) . Λρθ'ΐ_\ χθ\Γ\ΟΜ νΟγ BtAx-OOx^S. tit \

	fCK GtO\X'L\<X too B) S\VO.\	MxTjCptVitO. . f\V

	λ X ' [ νχχ -tX-z T(u-jX t- · ' ' -b Xa \ 1 V). a) — ©

	"T i Xi νλι■+ X-3 νλ-2.	Xa^AaX — O

	Λ p cx

	Λς^οό ο pXAiS, A \ LXVCXX Ο,ν^Τ^χρ,Ο-νίΟ «A y,txVtA ^ κογχρνονο,


	Xi vXi^ -+ X^ u-2. -t -. - + vx A ^ O -

	E OXaxBa opvos tex cstoxxBxcx tA^ ^CxSAX. Λ Bvckx N^5pO,\^s^X- AvO&- Os.V=i_^o,p—A \ o. ^ Ο,ΓΧΟ tAY TX_;^_OAO,\CK SxXcA npOAvJA—';_χ

	Xi-\z-"=>- - Xa “ 0 -


	Y\-£\fX\X- Α\·πλ ΒονΊτ) + (i \ ΓΛ Χ·ίτ\\Τ')	UoA

	ΕονΙΒ-φ ^(D\ .

	o < m

	-TbTt	TYAS.	yoo.yy^>pά-τv^τcAS. ττ-;. T 'Go. G.vcxx

	onoTx To X\ TmtA + Xa. Urt\+z 7-'"t Xv\-rr\ νλτ C Yv i T

	Too Kgv[tV,

	V^A - Y - ' '·'· - NXw - X\ - Xz - " - ' - Χυχ-τλ - O - Apco TOs STDNXZAOs TOO ^OHOj^pY) Ι^αΟ) E\SCX\ p 0.\υΑ^ A Άώ "ϊ» <AVZ-A^O.pTVN-TC^ · “εο. Έ,Α-Χ^ΟΟ^Α. Τώρο. έτχ ΤΟ εΧνο^^Ο UV') fADspG-^tA Τον οηόχοχρο \(Υ\ (τ') . Επα\ΤΧ το sovo^.'=> ini') Ε\νο.\ xyx ο. ^Ggva too Va , s-ΰ ycpAovo. yz tyav Πρ . 73.3 ^ To εύνο^^ο


	T I'A.i') ■^'T(UzX —’·--- T'(\X<t\\	©

	' > · ,1 t(x\ expo. To. crovoAyx. (cl') αο.\ (ΤΖ.") Πο.ρο.'^οον Ton χΕυο

	YlT") .

	Etga Ez\-^o.yt oT\ To	(ΤοΝοχο

	^ *T l\XtY\-ri3 5 - » - P T (vx^l




	π D.Q «xBs-xypo.	"^3

	BcstvA A o.rvs\p0N \GA ~T ·- [iC^ ^ \ΰ© y,u T ( Xx^Xt^XB*) ^ (X\-X5 ^ x^ + x.sC -

	(EH	Η·ί.	t\ \(So0-To.\ o \m (T)	a

	(O.H	Γχο.	R Ccxn X - (X^XpjXs')

	T [ XX t NS Y) -= T ( X \\^Jkι;k-£) + 'X - T ( XX\ + 33\ ^\Xx + 33t^ χΧΒ + χ.^^^

	T txx + v"6C A. χτΙχΗ + YTi'xC .

	T(xX-®,

	A p o.	O Et.pt τ') ©■'SO.\ O pOVoEsBcS-TCoTOS. V)TV ό

	Εχοο ρτ	r\po ojo.NxOT.	c\trnCpxtT)	— i. .

	ο \Τγ, ΕγγαΤ - 2-



	TaxAN Yi t(XA Vz ^ (X-CT AGTOAy^Os -

	Υ\ (jcxbyOS (tcvyaE \ Tyat. ~X ICexA (Ta3Α\(3 0_χ\Τ2Τ(ΧΑ yi αΤΟαΥχΕΥ)

	lY

	U7^

	'ί-Χχ^.-\ yy (3c-(-\ch3 coaa «ό y?>Dx’\ AyTu.\ yc άοΊ (Τ') .

	7-Α VA ΛΠΕ\Ε0Η\7\Λ





	KiAV ©<Lrin- ^xetT"' Ax-o'\	ha

	RtA)-^ ItaK)-^Y-AX€iiT ° XgIR'"^	15)

	Ax X -= 0	R	a

	/\ηό ΤΑ 'bi'LoopxcK ταον r\poA-^o0y.s.NO V	cDvoyV-

	U3 0 rVAApAY^OsS. KiY TOO mXA n'\N’XCOs f\ EncxA xjnoxAopeS TOA3 [R^	( Πρ .	7-3.5 V.

	(7)

	Is3





	β--(HT yuAj---7tto\

	J((eT =	-

	4te,A=cTF\Y| , v-in.---T




	=va^Ά

	“.SB

	ao.Ua-V'^I^IAC - «i'f^HlA^	llEa

	Y\ - Δ'αλ H( Aa -V· AxmRtAA ·=^ B7)


	' 'T(KARxcr·. ^κ-ol


	X,	o
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	{e, = (1,1,0), 62-(1,0,1), 63 = (0,1,1)}

	(Ο

	(ϋί)



	9 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ

	T{u) = Xu.	(1)

	Τ(η)£Μ.	(2)

	Γ(ηι) = Γ(1,1) = (2,2) = 2(1,1) = 2ηι

	αι = α, = · ■ · =	αχ = Ο .	(ίτ))

	Τ.




	= Κ„,

	2!λ) = Ο	(^0


	“(ϋ)

	9λ2 ΙΔΙΟΤΙΜΕΣ ΚΑΙ ΙΔΙΟΔΙΑΝΥΣΜΑΤΑ ΠΤΝΑ ΚΠΝ

	(1)

	= 0	(2-λ)Ε3-λ)(1-λ)	=	0.

	ΐ:π(λ.) = η.

	(1-λ)(3-λ)(2-λ) = 0.



	[Α - Α,·/) X = Ο .

	2 /

	2 /

	Β 5 Ο .

	p.?, ΙΔΙΟ ΧΩΡΟΙ

	Χχ = (α,-(α+ί.),δ) = α (1,-1, 0) +6 (Ο,-1,1), α, ό £ R, £ + δ' ^ Ο .

	Χ“ = (1,-1,0) και Χχ^ = (Ο,-1,1) .

	Ελ, = {χ£ REX = a(l,-l,0) + b(0,-l,l),	a,0£R}.

	9.4^^ΙΑΓΩΝ0Π0ΙΗΣΗ ΠΙΝΑΚΩΝ

	5-Α55-'Χ = λ5-^Χ =Φ Ε5-'Χ = λ5-’Χ

	AXi = XiXi, 1 = 1,2,-··, η.	(ί)


	Αφού τα Χχ,λγ...,Χ„ είναι γραμμικώς ανεξάρτητα Γαηλ(5)-η και άοα ^

	S-^AS=S-^SD = D,

	5 = [Κχ >2 ·■· l·;].

	S-^AS=D	SS~US=SD	=Φ	AS=SD ^



	γ(λ.) = π(λ,), χ· = 1,2,...,Α:,

	Στ (Λ) ·

	k < ΣτΒ) <

	γ(λ.) = ^(λ.),	(7)

	γ(λΟ < ^(λ.),	(8)

	Ο ο · · ■ λ


	Α = SE5-' .

	(0,-α,α) = α(Ο,-Ι,Ι), α £ R, α 7 Ο · Αχ = (Ο,-1,1).

	ΑΗ = (-2,-3,1) .


	Χ3 = (1,2,0).

	Α= SDS~^

	= ΑΑ = SDS-'^SDS-^ = SD^S~'^ .

	A^ = SD^S-\ keN.	(9)

	Α~^ = A-h“’ =	.

	Α-* = 5Ε-*5
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	ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ











