
Κεφάλαιο 7

Στατιστική

Συµπερασµατολογία

Στο κεφάλαιο αυτό γίνεται µια εισαγωγή σε µερικές απλές στατιστικές µεθόδους
σε προβλήµατα συµπερασµατολογίας σε ένα και δύο δείγµατα. Το πρώτο µέρος α-
ναφέρεται στην Περιγραφική Στατιστική η οποία είναι µια συλλογή από γραφικές
µεθόδους για εξερεύνηση και κατανόηση των δεδοµένων. Στη συνέχεια ϑα γίνει
αναφορά σε στατιστικούς ελέγχους που χρησιµοποιούνται κατά γενικό κανόνα,
όπως τους ελέγχους t και Wilcoxon για να εξαχθούν στατιστικά συµπεράσµατα
για τις υπό διερεύνηση παραµέτρους. Προχωρώντας, παρουσιάζονται περαιτέρω
έλεγχοι υποθέσεων όπως ο έλεγχος καλής προσαρµογής και ο έλεγχος για ποσο-
στά. Στο τέλος, εξετάζεται ο τρόπος χειρισµού πινάκων συνάφειας για εξαγωγή
συµπεράσµατος για τη συσχέτιση µεταξύ δυο µεταβλητών όταν ταξινοµηθούν σε
σχέση µιας τρίτης.

7.1 Περιγραφική Στατιστική

Η Περιγραφική Στατιστική χρησιµοποιεί γραφήµατα τα οποία ϐοηθούν στο να
εξερευνηθεί αν ισχύουν οι υποθέσεις των στατιστικών µοντέλων. Μερικές ερωτήσεις
που ενδιαφέρουν σε αυτές τις περιπτώσεις είναι :

• Τα δεδοµένα ακολουθούν την κανονική κατανοµή ;

• Υπάρχουν αποµακρυσµένες τιµές στα δεδοµένα ;
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• Αν τα δεδοµένα συγκεντρώθηκαν διαδοχικά στον χρόνο (χρονοσειρές), υπάρ-
χει ένδειξη σειριακή συσχέτισης ;

Τα κύρια γραφήµατα τα οποία ϐοηθούν στην εποπτική εξερεύνηση των δεδοµένων
είναι τα ακόλουθα:

• ιστογράµµατα (histograms),

• κυτιογραφήµατα (boxplots),

• γράφηµα πυκνότητας (density plots),

• QQ plots (quantile-quantile plots).

Ακολουθεί µια απλή συνάρτηση στην R η οποία κατασκευάζει αυτά τα τέσσερα
γραφήµατα:

eda.shape <- function(x)

{

par(mfrow = c(2, 2))

hist(x)

boxplot(x)

iqd <- summary(x)[5] - summary(x)[2]

plot(density(x,width=2*iqd), xlab = "x",ylab = "", type = "l")

qqnorm(x)

qqline(x)

}

Με την εντολή hist() κατασκευάζεται το ιστόγραµµα και µε την εντολή boxplot

το κυτιόγραµµα. Η εντολή summary() δίνει την περίληψη πέντε αριθµών και
άρα το iqd στη συνάρτηση υπολογίζει το ενδοτεταρτηµοριακό εύρος (interquartile
range). Η εντολή plot(density()) κατασκευάζει το γράφηµα µη παραµετρικής
εκτιµήτριας συνάρτησης πυκνότητας πιθανότητας µε την µέθοδο των πυρήνων και
οι εντολές qqnorn και qqline δηµιουργούν το QQ plot µαζί µε την γραµµή για
απόκλιση από την κανονική κατανοµή.

Για να εξερευνηθεί εποπτικά αν υπάρχει σειριακή συσχέτιση είναι χρήσιµο να
γίνει στην αρχή η γραφική παράσταση χρονοσειρών των δεδοµένων. Η ακόλουθη
συνάρτηση χειρίζεται αυτήν την περίπτωση:

eda.ts <- function(x)

c�Κ. Φωκιανός
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{

par(mfrow=c(2,1))

ts.plot(x)

acf(x)

invisible()

}

Η εντολή ts.plot παράγει γράφηµα των διαδοχικών παρατηρήσεων ενώ η ε-
ντολή acf δίνει την δειγµατική συνάρτηση αυτοσυσχέτισης. Οι δυο πιο πάνω
συναρτήσεις εφαρµόζονται σε 100 τιµές από την κανονική και τα αποτελέσµατα
παρουσιάζονται στα σχήµατα 7.1 και 7.2, αντίστοιχα.

x <- rnorm(100)

eda.shape(x)

eda.ts(x)
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Σχήµα 7.1: Γραφήµατα για τη µορφή των δεδοµένων.
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Σχήµα 7.2: Γραφήµατα για σειριακή συσχέτιση.

7.2 Συµπερασµατολογία για ΄Ενα ∆είγµα

Για το κοµµάτι αυτό του κεφαλαίου ϑα χρησιµοποιηθεί το πλαίσιο δεδοµένων
cats, το οποίο αποτελείται από παρατηρήσεις του ϐάρους του σώµατος και της
καρδιάς 140 αρσενικών και ϑηλυκών γάτων οι οποίες χρησιµοποιήθηκαν για ένα
πείραµα. Το συγκεκριµένο πλαίσιο ϐρίσκεται στη ϐιβλιοθήκη της R MASS (κατα-
σκευάστηκε από τους Venables και Ripley)

> library(MASS)

> cats

> male <- cats[cats$Sex=="M",]$Hwt

> female <- cats[cats$Sex=="F",]$Hwt

> eda.shape(male)

c�Κ. Φωκιανός
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Σχήµα 7.3: Γραφήµατα για τη µορφή των δεδοµένων για το ϐάρος της καρδιάς
των αρσενικών.

> t.test(male, mu=10)

One Sample t-test

data: male

t = 5.1241, df = 96, p-value = 1.544e-06

alternative hypothesis: true mean is not equal to 10

95 percent confidence interval:

10.81030 11.83506

sample estimates:

mean of x

11.32268

> t.test(male, mu=10, conf.level=0.99)

c�Κ. Φωκιανός
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One Sample t-test

data: male

t = 5.1241, df = 96, p-value = 1.544e-06

alternative hypothesis: true mean is not equal to 10

99 percent confidence interval:

10.64431 12.00105

sample estimates:

mean of x

11.32268

Οι εντολές cats[cats$Sex=="M",]$Hwt και cats[cats$Sex=="F",]$Hwt χρη-
σιµοποιήθηκαν για να εξάγουν το ϐάρος της καρδιάς των αρσενικών και ϑηλυκών
γάτων, αντίστοιχα. Από τα γραφήµατα για τη µορφή των παρατηρήσεων για το
ϐάρος της καρδιάς των αρσενικών γάτων συµπεραίνεται ότι είναι λογικό να γίνει
η υπόθεση ότι ακολουθούν την κανονική κατανοµή µε µέση τιµή περίπου ίση µε
11 (ϐλ. Σχήµα 7.3). Η συνάρτηση t.test µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να γίνει
ο έλεγχος t µε µηδενική υπόθεση µ = µ0 και στατιστική συνάρτηση

t =
x− µ0

s/
√

n
.

Το αποτέλεσµα δείχνει ότι για µ0 = 10, η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται (το
p-value είναι πολύ κοντά στο 0 και άρα µικρότερο από 0.05). Πρέπει να ση-
µειωθεί ότι εξ ορισµού το αποτέλεσµα της συνάρτησης δίνει το 95% διαστήµατα
εµπιστοσύνης. Είναι δυνατόν όµως να δοθεί το διάστηµα εµπιστοσύνης για οποιο-
δήποτε επίπεδο εµπιστοσύνης (1 − α)% δίνοντας τιµή στο όρισµα conf.level.
Για να γίνει ο απαραµετρικός έλεγχος Wilcoxon για τη µέση τιµή χρησιµοποιείται
η συνάρτηση wilcox.test όπως πιο κάτω:

> wilcox.test(male, mu=10)

Wilcoxon signed rank test with continuity correction

data: male

V = 3491.5, p-value = 6.934e-06

alternative hypothesis: true location is not equal to 10

Η µηδενική υπόθεση απορρίπτεται και σε αυτήν την περίπτωση και συνεπώς η
µέση τιµή µ διαφέρει στατιστικώς σηµαντικά από την τιµή 10.

c�Κ. Φωκιανός
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7.3 Συµερασµατολογία για ∆υο ∆είγµατα

Ας εξεταστεί τώρα ο έλεγχος της διαφοράς δύο µέσων τιµών ϐασισµένος σε πρόβλη-
µα δύο δειγµάτων. Για παράδειγµα, έστω ότι είναι ανάγκη να εξεταστεί η διαφορά
µεταξύ της µέσης τιµής του ϐάρους της καρδιάς των αρσενικών και των ϑηλυκών
γάτων από το πλαίσιο δεδοµένων που χρησιµοποιήθηκε πιο πάνω.

> eda.shape(female)
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Σχήµα 7.4: Γραφήµατα για τη µορφή των δεδοµένων για το ϐάρος της καρδιάς
των ϑηλυκών.

> var.test(male,female)

F test to compare two variances

data: male and female

F = 3.5064, num df = 96, denom df = 46, p-value = 8.159e-06

alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1

c�Κ. Φωκιανός
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95 percent confidence interval:

2.075412 5.664645

sample estimates:

ratio of variances

3.50642

> t.test(male,female,var.equal=T)

Two Sample t-test

data: male and female

t = 5.3539, df = 142, p-value = 3.38e-07

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0

95 percent confidence interval:

1.337588 2.903517

sample estimates:

mean of x mean of y

11.322680 9.202128

> t.test(male,female,var.equal=F)

Welch Two Sample t-test

data: male and female

t = 6.5179, df = 140.608, p-value = 1.186e-09

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0

95 percent confidence interval:

1.477352 2.763753

sample estimates:

mean of x mean of y

11.322680 9.202128

> wilcox.test(male,female)

Wilcoxon rank sum test with continuity correction

c�Κ. Φωκιανός
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data: male and female

W = 3460.5, p-value = 4.882e-07

alternative hypothesis: true location shift is not equal to 0

Από το γράφηµα στο Σχήµα 7.3 συµπεραίνεται ότι τα δεδοµένα για το ϐάρος
της καρδιάς των ϑηλυκών δεν εφαρµόζουν στην κανονική κατανοµή. Ο πρώτος
έλεγχος που γίνεται στο πιο πάνω ελέγχει την ισότητα των διακυµάνσεων των δύο
δειγµάτων (µηδενική υπόθεση) µε την στατιστική συνάρτηση

F =
S2

x

S2
y

και δείχνει ότι η ισότητα απορρίπτεται. Συνεπώς, ο συνηθισµένος έλεγχος t για
τη διαφορά των µέσων τιµών δεν µπορεί να εφαρµοστεί σε αυτήν την περίπτωση.
Ωστόσο, στη συνάρτηση t.test µπορεί να προστεθεί το όρισµα var.equal στο
οποίο δηλώνεται αν ισχύει η ισότητα των διακυµάνσεων µε τις τιµές ¨TRUE¨ και
¨FALSE¨. Με αυτόν το τρόπο είναι δυνατό να γίνει ο έλεγχος t και στο πιο πά-
νω παράδειγµα συµπεραίνεται ότι η υπόθεση ισότητας των µέσων τιµών των δυο
δειγµάτων απορρίπτεται. Το ίδιο συµπέρασµα ϐγαίνει και από τον απαραµετρικό
έλεγχο Wilcoxon.

7.4 Συµπερασµατολογία για ∆είγµατα Κατά Ζεύγη

Πολλές ϕορές τα δεδοµένα παρουσιάζονται σε Ϲεύγη της µορφής (Xi, Yi). Για να
γίνει ο έλεγχος t σε αυτήν την περίπτωση, είναι χρήσιµο να οριστεί µια καινούργια
µεταβλητή Z µε τιµές Zi = Xi − Yi και µετά να εργαστούµε όπως πιο πάνω. Για
να µελετηθεί η συσχέτιση µεταξύ των δυο µεταβλητών είναι πάντα χρήσιµο να
γίνει το γράφηµα διασποράς τους για να εξεταστεί γραφικά η σχέση τους. Στη
συνέχεια γίνεται ο έλεγχος συσχέτισης µε την εντολή cor.test() για να ελεγχθεί
αν ο συντελεστής συσχέτισης είναι µεγαλύτερος, µικρότερος ή διαφορετικός από
0. Ακολουθεί ένα απλό παράδειγµα.

> x <- runif(20)

> y <- 2+3*x+rnorm(20)

> plot(x,y,main="X versus Y")

> cor.test(x,y)

c�Κ. Φωκιανός
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Σχήµα 7.5: ∆ιάγραµµα διασποράς του y συναρτήσει του x.

Pearson’s product-moment correlation

data: x and y

t = 5.9907, df = 18, p-value = 1.149e-05

alternative hypothesis: true correlation is not equal to 0

95 percent confidence interval:

0.5847064 0.9246687

sample estimates:

cor

0.8160727

> cor.test(x,y, alt="l")

Pearson’s product-moment correlation

data: x and y

t = 5.9907, df = 18, p-value = 1

alternative hypothesis: true correlation is less than 0

95 percent confidence interval:

-1.0000000 0.9127702

c�Κ. Φωκιανός
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sample estimates:

cor

0.8160727

΄Οπως ϕαίνεται από το Σχήµα 7.5, υπάρχει µεγάλη υψηλή συσχέτιση µεταξύ του x

και του y και άρα αναµένεται ο συντελεστής συσχέτισης να είναι κοντά στο 1. Για
τον λόγο αυτό, ο πρώτος έλεγχος, µε εναλλακτική υπόθεση η συσχέτιση να είναι
διαφορετική από 0, δεν απορρίπτεται ενώ ο δεύτερος έλεγχος, µε εναλλακτική
υπόθεση η συσχέτιση να είναι αρνητική, απορρίπτεται.

7.5 ΄Ελεγχος Καλής Προσαρµογής

Ο έλεγχος καλής προσαρµογής (goodness of fit test) ϑεωρείται ως ακόµη ένας τρό-
πος για να εξακριβωθούν οι υποθέσεις της κατανοµής των δεδοµένων. Η R αξιολο-
γεί την ¨καλή προσαρµογή¨ των δεδοµένων µε τον έλεγχο Kolmogorov-Smirnov.
Ο έλεγχος Kolmogorov-Smirnov χρησιµοποιείται στην περίπτωση σύγκρισης ενός
δείγµατος µε µια κατανοµή, αλλά και στην περίπτωση σύγκρισης της κατανοµής
δυο δειγµάτων µεταξύ τους. Στην πρώτη περίπτωση, η µηδενική υπόθεση H0

δηλώνει ότι τα δεδοµένα ακολουθούν την συγκεκριµένη κατανοµή, ενώ στη δεύ-
τερη δηλώνει ότι τα δυο δείγµατα ακολουθούν την ίδια κατανοµή. Η σύγκριση
των κατανοµών δυο δειγµάτων µπορεί να γίνει και γραφικά µε τη ϐοήθεια της
γραφικής παράστασης της εµπειρικής κατανοµής τους. Πιο κάτω παρουσιάζεται
ένα παράδειγµα στο οποίο συγκρίνεται γραφικά η κατανοµή δύο δειγµάτων από
την κανονική και ένα από την οµοιόµορφη κατανοµή (Σχήµα 7.6). Στο πάνω γρά-
ϕηµα συγκρίνονται τα δύο δείγµατα από την ίδια κατανοµή (κανονική), ενώ στο
δεύτερο δυο δείγµατα από διαφορετική κατανοµή (κανονική και οµοιόµορφη) και
η διαφορά τους είναι εµφανής.

> z1<-rnorm(50)

> z2<-rnorm(50)

> z3<-runif(50)

> par(mfrow=c(2,1))

> plot.ecdf(z1,verticals=TRUE, col.p="white",col.v="black",

+ main="Empirical CDF of z1 and z2")

> plot(ecdf(z2),add=TRUE,verticals=TRUE,col.p="white",col.v="black",

+ lty="dotted")

> plot.ecdf(z1,verticals=TRUE, col.p="white",col.v="black",
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+ main="Empirical CDF of z1 and z3")

> plot(ecdf(z3),add=TRUE,verticals=TRUE,col.p="white",col.v="black",

+ lty="dotted")
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Σχήµα 7.6: Σύγκριση γραφήµατος εµπειρικής συνάρτησης κατανοµής δύο δειγ-
µάτων.

Ακολουθούν τα αποτελέσµατα από τον έλεγχο Kolmogorov–Smirnov σε ένα και
δύο δείγµατα για το πιο πάνω παράδειγµα. Ο πρώτος έλεγχος συγκρίνει ένα
δείγµα µε την κανονική κατανοµή, ο δεύτερος δυο όµοια δείγµατα µεταξύ τους
και ο τρίτος δυο διαφορετικά δείγµατα µεταξύ τους. Στον πρώτο και δεύτερο
έλεγχο η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται ενώ στον τρίτο απορρίπτεται, όπως
αναµένεται.

> ks.test(z1,"pnorm")

c�Κ. Φωκιανός
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One-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: z1

D = 0.0973, p-value = 0.6946

alternative hypothesis: two-sided

> ks.test(z1,z2)

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: z1 and z2

D = 0.16, p-value = 0.5487

alternative hypothesis: two-sided

> ks.test(z1,z3)

Two-sample Kolmogorov-Smirnov test

data: z1 and z3

D = 0.46, p-value = 3.801e-05

alternative hypothesis: two-sided

Μια παραλλαγή του ελέγχου Kolmogorov–Smirnov είναι ο έλεγχος Anderson-
Darling ο οποίος ϐρίσκεται στη ϐιβλιοθήκη nortest της R.

7.6 ΄Ελεγχος Υποθέσεων για Ποσοστά

Η R παρέχει την εντολή binom.test για έλεγχο υποθέσεων για ποσοστά. Για
παράδειγµα, έστω το πείραµα ϱίψεως ενός νοµίσµατος 500 ϕορές µε αποτέλεσµα
εµφάνισης κεφαλή 226 ϕορές. Θα ελεγχθεί η υπόθεση αν η πιθανότητα να έρθει
κεφαλή είναι ίση µε p = 0.5.

> binom.test(226,500,p=0.5)

Exact binomial test

c�Κ. Φωκιανός
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data: 226 and 500

number of successes = 226, number of trials = 500, p-value = 0.03546

alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5

95 percent confidence interval:

0.4077723 0.4967984

sample estimates:

probability of success

0.452

΄Οπως ϕαίνεται, ο έλεγχος απορρίπτεται σε επίπεδο σηµαντικότητας α = 0.05,
αλλά δεν απορρίπτεται για α = 0.01. Επίσης, το διάστηµα στο διάστηµα εµπι-
στοσύνης δεν περιέχει την τιµή 0.5. Συνεπώς, η πιθανότητα να έρθει κεφαλή

είναι στατιστικά µικρότερη από 0.5. Παρόµοια αποτελέσµατα εξάγονται και για
p = 0.4, συµπεραίνοντας ότι το p είναι µεγαλύτερο.

> binom.test(226,500,p=0.4)

Exact binomial test

data: 226 and 500

number of successes = 226, number of trials = 500, p-value = 0.01983

alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.4

95 percent confidence interval:

0.4077723 0.4967984

sample estimates:

probability of success

0.452

Με την εντολή prop.test γίνεται ο έλεγχος για ποσοστό p = 0.5 λαµβάνοντας
υπόψη τη διόρθωση συνέχειας. Στο επόµενο παράδειγµα υποθέστε ότι εµφανί-
στηκε κεφαλή 266 ϕορές. Η µηδενική υπόθεση δεν απορρίπτεται µε αποτέλεσµα
η πιθανότητα να έρθει κεφαλή δεν διαφέρει στατιστικώς σηµαντικά από 0.5.

> prop.test(266,500)

1-sample proportions test with continuity correction

data: 266 out of 500, null probability 0.5
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X-squared = 1.922, df = 1, p-value = 0.1656

alternative hypothesis: true p is not equal to 0.5

95 percent confidence interval:

0.4871883 0.5763127

sample estimates:

p

0.532

Στη συνέχεια παρουσιάζεται πως µπορεί να γίνει ο προσηµικός έλεγχος για
ένα ή δυο δείγµατα µε τη ϐοήθεια της διαµέσου. Για ένα δείγµα ελέγχεται η
υπόθεση αν η διάµεσος παίρνει µια συγκεκριµένη τιµή, ενώ για δυο δείγµατα αν
η διάµεσος της διαφοράς τους είναι διαφορετική από 0.

> x<-rnorm(100)

> y<-sum(x>0)

> binom.test(y,100)

Exact binomial test

data: y and 100

number of successes = 54, number of trials = 100, p-value = 0.4841

alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5

95 percent confidence interval:

0.4374116 0.6401566

sample estimates:

probability of success

0.54

> z<-rnorm(100)

> d<-x-z

> binom.test(sum(d>0),length(d))

Exact binomial test

data: sum(d > 0) and length(d)

number of successes = 47, number of trials = 100, p-value = 0.6173

alternative hypothesis: true probability of success is not equal to 0.5

95 percent confidence interval:
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0.3694052 0.5724185

sample estimates:

probability of success

0.47

΄Εστω, τώρα, ο έλεγχος σύγκρισης δυο κερµάτων και έστω ότι σε 200 ϱίψεις του
πρώτου κέρµατος εµφανίστηκε κεφαλή 80 ϕορές, ενώ σε 150 ϱίψεις του δεύτερου
κέρµατος εµφανίστηκε 100 ϕορές κεφαλή. Κάνοντας το έλεγχο στην R όπως πιο
κάτω, συµπεραίνεται ότι υπάρχει στατιστική διαφορά µεταξύ των δυο κερµάτων.

> x<-c(80,100)

> n<-c(200,150)

> prop.test(x,n)

2-sample test for equality of proportions with continuity correction

data: x out of n

X-squared = 23.345, df = 1, p-value = 1.354e-06

alternative hypothesis: two.sided

95 percent confidence interval:

-0.3739929 -0.1593405

sample estimates:

prop 1 prop 2

0.4000000 0.6666667

7.7 Πίνακες Συνάφειας

Για τα πιο κάτω ϑα χρησιµοποιηθεί το πλαίσιο δεδοµένων solder το οποίο πε-
ϱιέχεται στη ϐιβλιοθήκη faraway. Οι µεταβλητές προς εξέταση είναι η Solder

(παράγοντας µε 5 επίπεδα) και η Mask (µε 2 επίπεδα). Για να κατασκευαστεί ο 2x5
πίνακας συνάφειας (contigency table) χρησιµοποιείται η εντολή table. ΄Επειτα,
µε την εντολή summary δίνεται ο Pearson X2 έλεγχος ανεξαρτησίας. Επιπρόσθετα,
η σταυρωτή ταξινόµηση (cross classification) είναι δυνατή µε την εντολή xtabs.
Το όρισµα στ΄ αριστερά δίνει την µεταβλητή η οποία ϑα ταξινοµηθεί, ενώ τα ορί-
σµατα στα δεξιά δίνουν τις αντίστοιχες κατηγορίες. Με την εντολή CrossTable,
η οποία ϐρίσκεται στη ϐιβλιοθήκη gmodels παρουσιάζεται η ταξινόµηση σε πίνα-
κα µαζί µε την συνεισφορά στον X2 έλεγχο κάθε συνδυασµού. Η εντολή summary
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χρησιµοποιείται και σ΄ αυτήν την περίπτωση για τον X2 έλεγχο ανεξαρτησίας αφού
γίνει η ταξινόµηση.

> library("gmodels")

> library("faraway")

> attach(solder)

> names(solder)

[1] "Opening" "Solder" "Mask" "PadType" "Panel" "skips"

> X<-table(Solder,Mask)

> X

Mask

Solder A1.5 A3 A6 B3 B6

Thick 90 150 30 90 90

Thin 90 120 60 90 90

> summary(X)

Number of cases in table: 900

Number of factors: 2

Test for independence of all factors:

Chisq = 13.333, df = 4, p-value = 0.009757

> cross<-xtabs(.~Solder+Mask)

Error in eval(expr, envir, enclos) : object "." not found

> cross<-xtabs(~Solder+Mask)

> cross

Mask

Solder A1.5 A3 A6 B3 B6

Thick 90 150 30 90 90

Thin 90 120 60 90 90
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> CrossTable(cross)

Cell Contents

|-------------------------|

| N |

| Chi-square contribution |

| N / Row Total |

| N / Col Total |

| N / Table Total |

|-------------------------|

Total Observations in Table: 900

| Mask

Solder | A1.5 | A3 | A6 | B3 | B6 | Row Total |

-------------|-----------|-----------|-----------|-----------|-----------|-----------|

Thick | 90 | 150 | 30 | 90 | 90 | 450 |

| 0.000 | 1.667 | 5.000 | 0.000 | 0.000 | |

| 0.200 | 0.333 | 0.067 | 0.200 | 0.200 | 0.500 |

| 0.500 | 0.556 | 0.333 | 0.500 | 0.500 | |

| 0.100 | 0.167 | 0.033 | 0.100 | 0.100 | |

-------------|-----------|-----------|-----------|-----------|-----------|-----------|

Thin | 90 | 120 | 60 | 90 | 90 | 450 |

| 0.000 | 1.667 | 5.000 | 0.000 | 0.000 | |

| 0.200 | 0.267 | 0.133 | 0.200 | 0.200 | 0.500 |

| 0.500 | 0.444 | 0.667 | 0.500 | 0.500 | |

| 0.100 | 0.133 | 0.067 | 0.100 | 0.100 | |

-------------|-----------|-----------|-----------|-----------|-----------|-----------|

Column Total | 180 | 270 | 90 | 180 | 180 | 900 |

| 0.200 | 0.300 | 0.100 | 0.200 | 0.200 | |

-------------|-----------|-----------|-----------|-----------|-----------|-----------|

7.8 Παράδειγµα

Τα δεδοµένα αυτά αποτελούνται από το δείκτη νοηµοσύνης (IQ) παιδιών ηλικί-
ας 5 χρονών, τα οποία τα ξεχωρίζουµε ϐάση του κριτηρίου ότι οι µητέρες τους
έχουν υποφέρει από επεισόδιο επιλόχειας κατάθλιψης. Επικεντρωνόµαστε στο
να απαντήσουµε το ερώτηµα αν τα παιδιά από τις δύο κατηγορίες έχουν διαφο-
ϱετικό δείκτη νοηµοσύνης. Τα δεδοµένα ϐρίσκονται στο παράρτηµα αυτού του
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κεφαλαίου.
Συνήθως, χρησιµοποιείται ο έλεγχος t για τον έλεγχο µε µηδενική υπόθεση

ότι οι δύο κατηγορίες έχουν ίσες πληθυσµιακές µέσες τιµές και εναλλακτική ότι
δεν έχουν. Ο έλεγχος υποθέτει ότι οι παρατηρήσεις :

1. είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους,

2. προέρχονται από πληθυσµό από την κανονική κατανοµή,

3. προέρχονται από πληθυσµούς µε ίσες διασπορές.

Εκτός από το p–value, το οποίο λαµβάνεται από τον έλεγχο, συνήθως είναι
χρήσιµο ένα διάστηµα εµπιστοσύνης για τη διαφορά των µέσων τιµών.

Πριν την εφαρµογή του ελέγχου υποθέσεων, πρέπει να εξεταστεί αν τα δεδοµέ-
να ικανοποιούν τις υποθέσεις στις οποίες ϐασίζεται ο έλεγχος. Η αρχική εξέταση
των δεδοµένων γίνεται εποπτικά µε τη ϐοήθεια γραφηµάτων, όπως τα ιστογράµµα-
τα, τα κυτιογραφήµατα και τα QQ-γραφήµατα. Με τα γραφήµατα αυτά µπορεί να
αναγνωριστεί η απόκλιση από την κανονική κατανοµή, η παρουσία αποµακρυσµέ-
νων τιµών κ.τ.λ. Τα γραφήµατα αυτά και για τις δύο κατηγορίες παρουσιάζονται
στα Σχήµατα 7.7-7.9.

Για να κατασκευαστούν τα γραφήµατα και η ανάλυση πρέπει πρώτα να διαχω-
ϱιστούν οι δύο κατηγορίες των δεδοµένων, scorend για τα παιδιά µε µη καταθλι-
πτικές µητέρες και scored για τα παιδιά µε καταθλιπτικές µητέρες.

> iqdata<-read.table("iqdata.txt")

> attach(iqdata)

> scorend <- iqdata$V2[V1=="nd"]

> scored <- iqdata$V2[V1=="d"]

> boxplot(scorend, scored, names=c("Non-depressed mothers",

+ "Depressed mothers"))

> par(mfrow=c(2,1))

> hist(scorend, xlab="IQ of children from Non-depressed mothers")

> hist(scored, xlab="IQ of children from depressed mothers")

> qqnorm(scorend,main="")

> qqline(scorend)

> title(main="Normal Probability plot for IQ of children

+ from Non-depressed mothers")

> qqnorm(scored,main="")

> qqline(scored)
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> title(main="Normal Probability plot for IQ of children

+ from depressed mothers")

Non−depressed mothers Depressed mothers
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Σχήµα 7.7: Κυτιογραφήµατα των δεικτών νοηµοσύνης των παιδιών.
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Σχήµα 7.8: Ιστογράµµατα των δεικτών νοηµοσύνης των παιδιών.

Το πιο σηµαντικό στοιχείο από όλα τα γραφήµατα είναι ότι και στις δύο κατη-
γορίες παρουσιάζεται από µια αποµακρυσµένη παρατήρηση για το δείκτη νοηµο-
σύνης, η οποία και στις δυο περιπτώσεις ανήκει σε παιδί µε πολύ χαµηλό δείκτη
νοηµοσύνης. Τέτοιες παρατηρήσεις µπορούν να επηρεάσουν σηµαντικά περιγρα-
ϕικά µέτρα όπως τη µέση τιµή και τη διακύµανση, αλλά µπορούν να επηρεάσουν
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Σχήµα 7.9: QQ-γράφηµα των δεικτών νοηµοσύνης των παιδιών.

επίσης τους στατιστικούς ελέγχους υποθέσεων οι οποίοι ϐασίζονται στην κανονι-
κότητα. Προς το παρών, έστω ότι δε λαµβάνεται κανένα διορθωτικό µέτρο για
αυτές τις παρατηρήσεις, και εφαρµόζεται ο έλεγχος t για τον οποίο ϑεωρείται ότι
τα δεδοµένα των δυο κατηγοριών έχουν την ίδια διακύµανση. Τα αποτελέσµατα
δίνονται πιο κάτω:

> t.test(scorend,scored,var.equal=T)

Two Sample t-test

data: scorend and scored

t = 2.4637, df = 92, p-value = 0.01561

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0

95 percent confidence interval:

2.27152 21.16477

sample estimates:

mean of x mean of y

112.7848 101.0667

Η διαφορά στη µέση τιµή του δείκτη νοηµοσύνης των δύο κατηγοριών είναι στατι-
στικώς σηµαντική, γεγονός που ϕαίνεται από τη µικρή τιµή για το p–value, αλλά
και από το ότι το µηδέν δεν ανήκει στο διάστηµα εµπιστοσύνης. Ωστόσο, η πα-
ϱουσία των αποµακρυσµένων τιµών µπορεί να επηρεάζει αυτό το αποτέλεσµα. Η
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διακύµανση σε κάθε κατηγορία, για παράδειγµα, είναι 205.50 (παιδιά από µη
καταθλιπτικές µητέρες) και 729.21 (παιδιά από καταθλιπτικές µητέρες). Συνε-
πώς, υπάρχει µια σηµαντική διαφορά στις διακυµάνσεις των δύο κατηγοριών, µε
αποτέλεσµα να παραβιάζεται µία από τις υποθέσεις του ελέγχου πιο πάνω. Αυτό
µπορεί να αποδειχθεί και στατιστικά µε τον έλεγχο F για την ισότητα των διακυ-
µάνσεων.

> var.test(scorend,scored)

F test to compare two variances

data: scorend and scored

F = 0.2818, num df = 78, denom df = 14, p-value = 0.0003276

alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1

95 percent confidence interval:

0.1089903 0.5746361

sample estimates:

ratio of variances

0.281818

Η υπόθεση ισότητας των διακυµάνσεων απορρίπτεται ξεκάθαρα, αφού η σχετική
p–value είναι πολύ µικρή. Τι συµβαίνει όµως όταν ο έλεγχος επαναληφθεί αφού
αφαιρεθούν οι αποµακρυσµένες τιµές από τα δεδοµένα ; Εφαρµόζεται ξανά ο
έλεγχος ισότητας των διακυµάνσεων των δύο κατηγοριών αφού αφαιρεθούν οι
τιµές των δύο παιδιών µε χαµηλό δείκτη νοηµοσύνης, δηλαδή δείκτη νοηµοσύνης
µικρότερο ή ίσο του 50.

> var.test(scorend[scorend>50],scored[scored>50])

F test to compare two variances

data: scorend[scorend > 50] and scored[scored > 50]

F = 0.5664, num df = 77, denom df = 13, p-value = 0.1283

alternative hypothesis: true ratio of variances is not equal to 1

95 percent confidence interval:

0.2102836 1.1765891

sample estimates:

ratio of variances
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0.5664062

Ο έλεγχος τώρα δίνει ότι ο λόγος των διακυµάνσεων είναι ίσος µε 0.57, και επιση-
µαίνει ότι η διαφορά ανάµεσα στις διακυµάνσεις δεν είναι στατιστικά σηµαντική
αφού το p–value είναι µεγαλύτερο από 0.05 και το 1 ανήκει στο σχετικό 95% διά-
στηµα εµπιστοσύνης. ΄Αρα, τα δεδοµένα µε την αφαίρεση των αποµακρυσµένων
τιµών έγιναν καταλληλότερα για την εφαρµογή του έλεγχου t. Επίσης, ϐάση της
µελέτης των δεδοµένων αυτών είναι πιο λογικό να αφαιρεθούν αφού η µία παρα-
τήρηση ανήκει σε αυτιστικό παιδί ενώ η άλλη σε παιδί το οποίο έπαθε Ϲηµιά στον
εγκέφαλο κατά τον τοκετό. Επαναλαµβάνεται, λοιπόν, ο έλεγχος t αφού έχουν
αφαιρεθεί οι αποµακρυσµένες τιµές :

> t.test(scorend[scorend>50],scored[scored>50],var.equal=T)

Two Sample t-test

data: scorend[scorend > 50] and scored[scored > 50]

t = 1.8242, df = 90, p-value = 0.07145

alternative hypothesis: true difference in means is not equal to 0

95 percent confidence interval:

-0.6148208 14.4170186

sample estimates:

mean of x mean of y

113.6154 106.7143

Είναι ϕανερό ότι αφού αφαιρεθούν οι δύο αποµακρυσµένες τιµές, δεν υπάρχει
πλέον η ένδειξη της διαφοράς των µέσων τιµών των δεικτών νοηµοσύνης των παι-
διών από µη καταθλιπτικές και καταθλιπτικές µητέρες.

Παράρτηµα

Τα δεδοµένα που χρησιµοποιούνται σε αυτό το κεφάλαιο για απλή στατιστική
συµπερασµατολογία.

> iqdata

V1 V2

1 nd 103

2 nd 124
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3 nd 124

4 nd 104

5 d 96

6 nd 92

7 nd 124

8 nd 99

9 nd 92

10 nd 116

11 nd 99

12 d 22

13 d 81

14 nd 117

15 d 100

16 nd 89

17 nd 125

18 nd 127

19 nd 112

20 nd 48

21 nd 139

22 nd 118

23 d 107

24 nd 106

25 d 129

26 nd 117

27 nd 123

28 nd 118

29 d 84

30 nd 117

31 d 101

32 nd 141

33 nd 124

34 nd 110

35 nd 98

36 nd 109

37 nd 120

38 nd 127

39 nd 103
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40 nd 118

41 nd 117

42 nd 115

43 nd 119

44 nd 117

45 nd 92

46 nd 101

47 nd 119

48 nd 144

49 nd 119

50 nd 127

51 nd 113

52 nd 127

53 nd 103

54 nd 128

55 nd 86

56 nd 112

57 nd 115

58 nd 117

59 nd 99

60 nd 110

61 d 139

62 nd 117

63 nd 96

64 d 111

65 nd 118

66 nd 126

67 nd 126

68 nd 89

69 nd 102

70 nd 134

71 nd 93

72 nd 115

73 d 99

74 nd 99

75 nd 122

76 nd 106

c�Κ. Φωκιανός
Χ. Χαραλάµπους

107



77 nd 124

78 nd 100

79 nd 114

80 nd 121

81 nd 119

82 nd 108

83 nd 110

84 nd 127

85 nd 118

86 nd 107

87 d 123

88 d 102

89 nd 110

90 nd 114

91 nd 118

92 d 101

93 d 121

94 nd 114
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