
Κεφάλαιο 6

Προσοµοίωση

Αυτό το κεφάλαιο συµπληρώνει το προηγούµενο κεφάλαιο το οποίο αναφερόταν
στο πώς µπορεί να γίνει απλός προγραµµατισµός στην R. Θα χρησιµοποιηθούν οι
έννοιες του προγραµµατισµού για να εξαχθούν αποτελέσµατα από απλές προσο-
µοιώσεις γνωστών πιθανοθεωρητικών αποτελεσµάτων.

6.1 Ο Ασθενής Νόµος των Μεγάλων Αριθµών

Σύµφωνα µε τον ασθενή νόµο των µεγάλων αριθµών, αν X1, . . . , Xn είναι ανεξάρ-
τητες και ισόνοµες τυχαίες µεταβλητές µε πεπερασµένη µέση τιµή µ, τότε

X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi → µ,

κατά πιθανότητα, όταν το n → ∞. Συγκεκριµένα, αν X1, . . . , Xn είναι δίτιµες
τυχαίες µεταβλητές µε P (Xi = 1) = p, τότε

X̄ =
1
n

n∑

i=1

Xi → p,

κατά πιθανότητα, όταν το n → ∞. Το αποτέλεσµα αυτό µπορεί να παρουσιαστεί
εµπειρικά στην R µε τις ακόλουθες συναρτήσεις :

uniforms <- runif(500)

tosses <- as.numeric(I(uniforms > 0.5))

relfreq <- cumsum(tosses)/(1:500)

plot(relfreq)
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abline(0.5,0)

title(main="Illustration of the Weak Law of Large Numbers")

Η πρώτη εντολή δίνει τυχαίο δείγµα U1, . . . , U500 από την οµοιόµορφη στο (0,1).
Στη συνέχεια ορίζουµε τη δίτιµη τυχαία µεταβλητή Xi = I(Ui > 1

2 ), όπου I

δείκτρια, i = 1, . . . , 500. Μετά ϑεωρούµε τη συνάρτηση X σαν ακολουθία, δηλαδή
το ακολουθιακό ποσοστό επιτυχιών (γιατί ;). Το γράφηµα (Σχήµα 6.1) µας δίνει
την σύγκλιση της ακολουθίας στο 0.5, όταν n → ∞ σύµφωνα µε το νόµο των
µεγάλων αριθµών.
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Illustration of the Weak Law of Large Numbers

Σχήµα 6.1: Ο ασθενής νόµος των µεγάλων αριθµών για δυαδικές τυχαίες µετα-
ϐλητές.

Εφαρµόζοντας τα πιο πάνω τέσσερις ϕορές και απεικονίζοντας τις γραφικές παρα-
στάσεις σε ένα 2× 2 γράφηµα (Σχήµα 6.2), έχουµε ότι,

par(mfrow=c(2,2))

for(rep in 1:4)

{

uniforms <- runif(500)

tosses <- as.numeric(uniforms > 0.5)

relfreq <- cumsum(tosses)/(1:500)
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plot(relfreq)

abline(0.5,0)

}
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Σχήµα 6.2: Ο ασθενής νόµος των µεγάλων αριθµών για δυαδικές τυχαίες µετα-
ϐλητές.

∆ηλαδή το γράφηµα αυτό δείχνει καθαρά την τυχαιότητα αλλά και τη σύγκλιση.
Τι συµβαίνει όµως όταν η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλητής δεν υπάρχει ;
΄Ενα πολύ γνωστό παράδειγµα µιας τέτοιας τυχαίας µεταβλητής είναι η κατανοµή
Cauchy

f(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R,

της οποίας η αναµενόµενη τιµή δεν υπάρχει (γιατί ;). Οι ακόλουθες συναρτή-
σεις µαζί µε το Σχήµα 6.3 καταδεικνύουν ότι η ακολουθία των µέσων τιµών δεν
συγκλίνει.

par(mfrow=c(2,2))
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for(rep in 1:4)

{

cauchys <- rcauchy(500)

xbar <- cumsum(cauchys)/(1:500)

plot(xbar)

abline(0,0)

}
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Σχήµα 6.3: Ακολουθία µέσων τιµών από την κατανοµή Cauchy.

6.2 Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα

΄Εστω X1, . . . , Xn τυχαίες µεταβλητές µε πεπερασµένη µέση τιµή µ και διασπορά
σ2. Τότε, σύµφωνα µε το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα

√
n(X̄ − µ) ⇒ N (0, σ2),
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κατά κατανοµή, όταν το n → ∞. Στο πιο πάνω, το N συµβολίζει την κανονική
κατανοµή. Η προσοµοίωση µπορεί να ϐοηθήσει διαισθητικά στην κατανόηση του
ϑεωρήµατος.

΄Εστω X1, . . . , X100 ανεξάρτητες και ισόνοµες τυχαίες κατανοµές από την Pois-
son µε παράµετρο λ = 1. Τότε µ = σ2 = 1 και συνεπώς, από το κεντρικό οριακό
ϑεώρηµα

Ε(X̄) = 1

και
Var(X̄) = 1/100 = 0.01.

Στην R, η πιο κάτω συνάρτηση παράγει δείγµατα από την ασυµπτωτική κατα-
νοµή της µέσης τιµής

poisson.clt <- function(k,n, parameter)

{

samples.mean <- rep(NA, k)

for (i in 1:k)

{

samples.mean[i] <- mean(rpois(n, lambda=parameter))

}

return(samples.mean)

}

Τρέχοντας αυτή την συνάρτηση παράγονται τα ακόλουθα αποτελέσµατα:

> test.pois <- poisson.clt(200,100,1)

> summary(test.pois)

Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.

0.69 0.93 1 1.001 1.072 1.31

> var(test.pois)

[1] 0.009584601

> par(mfrow=c(1,3))

> hist(test.pois)

> boxplot(test.pois)

> qqnorm(test.pois)

> qqline(test.pois)

∆ηλαδή, δηµιουργούµε k δείγµατα από την Poisson, και για καθένα από αυτά
υπολογίζουµε το µέσο όρο τους, έστω, X1, . . . , Xk. Στο παράδειγµα k = 200 και
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το δείγµα που παίρνουµε κάθε ϕορά έχει µέγεθος 100. Να εξηγήσετε λεπτοµερώς
κάθε ϐήµα του προγράµµατος. Τα αριθµητικά αποτελέσµατα µαζί µε το Σχήµα
6.4 παρουσιάζουν εµπειρικά το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα.
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Σχήµα 6.4: Κεντρικό οριακό ϑεώρηµα για την κατανοµή Poisson.

Πρέπει να σηµειωθεί ότι η συνάρτηση poisson.clt δεν είναι και ο πιο απο-
τελεσµατικός τρόπος προγραµµατισµού, αλλά παρουσιάζει την γενική ιδέα πίσω
από τους υπολογισµούς. Για πιο αποτελεσµατική χρήση των ϐρόγχων σε σχέση
µε την µνήµη και τον υπολογιστικό χρόνο του υπολογιστή, η συνάρτηση lapply

είναι καταλληλότερη.

6.3 Προσέγγιση της ∆ιωνυµικής Κατανοµής από

την Κανονική και την Poisson

Σε αυτό το σηµείο ϑα εξερευνηθεί το πως προσεγγίζεται η διωνυµική κατανοµή
µε τη ϐοήθεια του κεντρικού οριακού ϑεωρήµατος αλλά και από την κατανοµή
Poisson. ΄Εστω η διωνυµική κατανοµή Bin(n, p). Από τη ϑεωρεία είναι γνωστό
ότι αυτή προσεγγίζεται από

• την κατανοµή Poisson όταν το n είναι µεγάλο και το p είναι µικρό και

• την κανονική κατανοµή όταν το n είναι µεγάλο.

Στην προσοµοίωση που ακολουθεί ϑα δούµε πόσο καλή είναι η προσέγγιση για
διάφορες τιµές του n και του p. Στην αρχή επιλέγονται οι τιµές για το n και το p

να είναι :

p<-c(0.01,0.1,0.3,0.5)

n<-c(10,100,1000,10000)
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Για κάθε συνδυασµό (n, p) ϑα συγκριθούν τρείς κατανοµές, η διωνυµική κατα-
νοµή, η προσέγγιση από την Poisson, και η προσέγγιση από την κανονική. Για
καλύτερη εποπτική ανάλυση ϑα παρασταθεί γραφικά η συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητάς τους ταυτόχρονα στο ίδιο γράφηµα. Θα κατασκευαστεί ένα γράφηµα
για κάθε συνδυασµό (n, p).

par (mfrow=c(4,4))

for (i in 1:4)

{

for (j in 1:4)

{

mu <- n[j]*p[i]

sd <- sqrt(mu * (1-p[i]))

lo <- round(mu-3*sd)

hi <- round(mu+3*sd)

if (hi-lo<40)

x <- seq(lo,hi,by=1) else

x <- round(seq(lo,hi,len=40))

pdf <- cbind(dbinom(x,n[j],p[i]),dpois(x,mu),dnorm(x,mu,sd))

pdf[x<0,1:2]<- 0

matplot(x,pdf,main=paste("p=", p[i],", n=",n[j],sep=""))

}

}

Στο πιο πάνω πρόγραµµα, pdf είναι ένας πίνακας µε τρεις στήλες οι οποίες περιέ-
χουν τις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας πιθανότητας της διωνυµικής, της
Poisson και της κανονικής, αντίστοιχα. Η εντολή matplot κατασκευάζει γράφηµα
πίνακα. Παρουσιάζει τη γραφική παράσταση της κάθε στήλης συναρτήσει του x.
Η πρώτη στήλη αναπαρίσταται µε το σύµβολο ¨1¨, η δεύτερη µε το σύµβολο ¨2¨
και η τρίτη µε το σύµβολο ¨3¨ (Σχήµα 6.5).

Πρώτα ϑα εξεταστεί στο γράφηµα η προσέγγιση από την Poisson. Σε κάθε στή-
λη, η προσέγγιση από την Poisson είναι µεγαλύτερη στο πάνω µέρος της στήλης
όπου το p είναι µικρό, και σταδιακά γίνεται ασθενέστερη όσο το p µεγαλώνει (πη-
γαίνοντας προς τα κάτω). Ο λόγος είναι ότι η µέση τιµή της διωνυµικής κατανοµής
είναι np και η διακύµανση np(1−p). Παρόλο που η µέση τιµή και η διακύµανση
δεν είναι ίσες, προσεγγιστικά γίνονται ίσα όταν το p είναι πολύ µικρό. Για την
Poisson µε παράµετρο λ, η µέση τιµή και η διακύµανση είναι ίση µε λ. Συνεπώς,
η κατανοµή Poisson δεν µπορεί να είναι καλή προσέγγιση µιας κατανοµής της
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οποίας η µέση τιµή και η διακύµανση είναι πολύ διαφορετικές µεταξύ τους και
έτσι η προσέγγιση είναι καλή για τη διωνυµική µόνο όταν το p είναι µικρό.

Στην περίπτωση της προσέγγισης από την κανονική κατανοµή, η προσέγγιση
δεν είναι καλή στο πάνω αριστερό κοµµάτι του γραφήµατος. Συγκεκριµένα, όταν
(p = .01, n = 100) ή (p = .1, n = 10), η προσέγγιση από την κανονική επιτρέπει
στο x να είναι αρνητικό ενώ η διωνυµική (και η Poisson) κατανοµή απαιτεί το x να
µην παίρνει αρνητικές τιµές. Σε κάθε γραµµή, η προσέγγιση από την κανονική
γίνεται καλύτερη όσο προχωρούµε διαµέσου της γραµµής. Αυτό είναι το αποτέλε-
σµα από το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα. Επίσης, σε κάθε στήλη, η προσέγγιση από
την κανονική γίνεται καλύτερη όσο προχωρούµε προς τα κάτω. Αυτό συµβαίνει
επειδή η διωνυµική κατανοµή είναι συµµετρική όταν p = 0.5, δηλαδή έχει µορφή
παρόµοια µε την κανονική, και συνεπώς δεν χρειάζεται µεγάλο n για να είναι είναι
καλή η προσέγγιση από την κανονική. Σε αντίθεση, η διωνυµική µε p = 0.01 είναι
πολύ λοξή, δηλαδή δεν µοιάζει µε την κανονική, και συνεπώς χρειάζεται µεγάλο
n για να γίνει καλή η προσέγγιση από την κανονική.
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Σχήµα 6.5: Προσέγγιση της διωνυµικής από την Poisson και την κανονική.
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6.4 Monte Carlo Ολοκλήρωση

΄Εστω ότι είναι αναγκαίο να εκτιµηθεί η αναµενόµενη τιµή της τυχαίας µεταβλη-
τής X µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας f(x) δεδοµένου ότι αυτή υπάρχει.
Συγκεκριµένα, έστω ότι το δ µπορεί να οριστεί από

δ =
∫

c(x)f(x)dx = Εf [c(X)] ,

και υποθέστε ότι υπάρχει και είναι πεπερασµένο. Υπάρχουν διάφοροι µέθοδοι για
υπολογισµό του δ και ίσως η πιο γνωστές ανάµεσα στους στατιστικούς είναι αυτές
που ϐασίζονται στη Monte Carlo ολοκλήρωση. Ανάλογα, αν X1, . . . , Xn τυχαίο
δείγµα από την f(x), τότε σύµφωνα µε τον ασθενή νόµο των µεγάλων αριθµών, η
εκτιµήτρια

δ̂ =
1
n

n∑

i=1

c(Xi)

προσεγγίζει το δ µε µεγάλη πιθανότητα όταν το n τείνει στο άπειρο.
Παρατίθεται πως µπορεί η R να χρησιµοποιηθεί για να υπολογίσει τέτοια ο-

λοκληρώµατα. ΄Εστω ότι η X είναι τυχαία µεταβλητή που ακολουθεί τη κατανοµή
Beta µε συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας

f(x) =
1

B(α, β)
xα−1(1− x)β−1

για x ∈ (0, 1) και έστω ότι είναι αναγκαίο να υπολογιστούν τα ακόλουθα δύο
ολοκληρώµατα:

δ1 =
∫ 0.4

0.2

f(x)dx =
∫

I[0.2,0.4]f(x)dx,

όπου I είναι η δείκτρια συνάρτηση, και

δ2 =
∫

sin(x)e−xf(x)dx

όπου υποθέτουµε ότι η f είναι η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας της κατα-
νοµής Βήτα µε παράµετρους 2.5 και 5. Τότε η ακόλουθη συνάρτηση δίνει τα
επιθυµητά αποτελέσµατα σε µορφή πίνακα.

estim.beta <- function(k)

{

delta1 <- rep(NA, k)

delta2 <- rep(NA, k)

for (i in 1:k)
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{

x <- rbeta(500, shape1=2.5, shape2=5)

delta1[i] <- mean(as.numeric(I(0.2 <x & x<0.4)))

delta2[i] <- mean(sin(x)*exp(-x))

}

return(cbind(delta1,delta2))

}

Να εξηγήσετε λεπτοµερώς τι κάνει κάθε ϐήµα στην πιο πάνω συνάρτηση. Τρέχο-
ντας τη συνάρτηση παίρνονται τα ακόλουθα

> delta.estim <- estim.beta(500)

> apply(delta.estim,2,mean)

delta1 delta2

0.23072 0.2172346

> apply(delta.estim,2,var)

delta1 delta2

0.0003627351 9.412981e-006

> sqrt(apply(delta.estim,2,var))

delta1 delta2

0.01904561 0.003068058

Συνεπώς, το δ1 εκτιµάται να είναι ίσο µε 0.03086395 µε τυπικό σφάλµα 0.0027,
ενώ το δ2 εκτιµάται να είναι ίσο µε 0.08337394 µε τυπικό σφάλµα 0.0025.

Παρόλο που εδώ υπάρχουν διάφορες συνηθισµένες µέθοδοι για να παραχθούν
ψευδο–τυχαία αποτελέσµατα για αρκετές κατανοµές, συνήθως ένα τέτοιο εγχεί-
ϱηµα µπορεί να είναι αρκετά απαιτητικό εξαιτίας της µορφής της συνάρτησης
πυκνότητας πιθανότητας. Για αυτό το λόγο κάποιες άλλες τεχνικές µπορούν να
χρησιµοποιηθούν εναλλακτικά και µια από τις πιο δηµοφιλείς µεθόδους προσο-
µοίωσης είναι η importance sampling η εφαρµογή της οποίας παρουσιάζεται πιο
κάτω:

• Γέννηση Z1, . . . , Zn ανεξάρτητων και ισόνοµων τυχαίων µεταβλητών µε συ-
νάρτηση πυκνότητα πιθανότητας g(z) των οποίων ο ϕορέας, έστω Α, περιέχει
το ϕορέα της f(.).

• Αφού παρατηρηθεί ότι

δ =
∫

c(z)
f(z)
g(z)

g(z)dz
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=
∫

c(z)w(z)g(z)dz = Εg [c(Z)w(Z)] ,

µε w = f/g, κατασκευάζεται η ακόλουθη εκτιµήτρια

δ̃ =
1
n

n∑

i=1

c(Zi)w(Zi).

Προφανώς, η εκτιµήτρια δ̃ µιµείται την εκτιµήτρια δ̂ στην έννοια ότι η αναµενόµε-
νη τιµή σε σχέση µε το X ακολουθώντας την f , αντικαθίσταται από την αντίστοιχη
αναµενόµενη τιµή σε σχέση µε το Z, ακολουθώντας την g. Θα ήταν εκπαιδευτικό
σκόπιµο να προσπαθήσει ο αναγνώστης να χρησιµοποιήσει την R για να υπολο-
γίσει το δ̃ για το πιο πάνω παράδειγµα όταν η g είναι η συνάρτηση πυκνότητας
πιθανότητας από την οµοιόµορφη κατανοµή.

6.5 Βελόνα του Buffon

΄Ενα τραπέζι χωρίζεται σε παράλληλες ευθείες οι οποίες απέχουν d µονάδες µεταξύ
τους. Ρίχνουµε µία ϐελόνα µήκους l στο τραπέζι (µε l ≤ d) n ϕορές και µετράµε
R τον αριθµό των ϕορών που η ϐελόνα τέµνει µία ευθεία. ΄Εστω X η απόσταση
από το κέντρο της ϐελόνας στην πιο κοντινή παράλληλη ευθεία και θ η γωνία
που σχηµατίζει η κάθετη ευθεία από το κέντρο της ϐελόνας στην πιο κοντινή
παράλληλη ευθεία. Τότε η ϐελόνα ϑα τέµνει µία από τις παράλληλες ευθείες αν
και µόνο αν

x

cos θ
≤ l

2
.

΄Οµως, αφού η X µεταβάλλεται µεταξύ 0 και d/2 και η θ είναι µεταξύ 0 και
π/2, µπορούµε να υποθέσουµε ότι είναι ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές από την
οµοιόµορφη. Συνεπώς, έχουµε

P (X ≤ l cos θ

2
) =

4
πd

∫ π/2

0

∫ l cos y/2

0

dxdy

=
4
πd

∫ π/2

0

l cos y

2
dy

=
2l

πd
.

Συνεπώς, αν ρ = l/d, και φ = 1/π, µία εκτιµήτρια του π δίνεται από

π̂0 =
1

φ̂0

=
2ρ

p̂
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όπου p̂ = R/n.
Μία ϐασική ερώτηση είναι πώς να ϐελτιστοποιήσουµε τις τιµές των l και d

για να ελαχιστοποιήσουµε την διακύµανση της εκτιµήτριας φ̂0. Επειδή η R είναι
διωνυµική τυχαία µεταβλητή έχουµε ότι Var(p̂) = p(1−p)/n. Συνεπώς, Var(φ̂0) =
2ρφ(1− 2ρφ)/4ρ2n και αυτή η ποσότητα ελαχιστοποιείται αν ρ = 1 ή l = d.

Το παρακάτω πρόγραµµα δίνει ακριβώς την παραπάνω µεθοδολογία.

buf<-function(n, d,l) # n is the number of simulations,

#d is the distance between the lines

{ # and l is the needle’s length (l =< d).

R <- rep(NA, n)

x <- runif(n, 0, d/2)

theta <- runif(n, 0, pi/2)

y <- (l/2)*cos(theta)

R <- ifelse(y > x,1,0)

pi <- cumsum(R)/(1:n)

rho <- l/d

phi <- pi/(2*rho)

pi.hat <- 1/phi

pi.hat

plot(1:n, pi.hat, type="l", xlab="Number of Simulations",

ylab="Proportion of Hits")

}

6.6 Εµπειρική Σύγκριση Εκτιµητριών

Η προσοµοίωση µπορεί να χρησιµοποιηθεί για εµπειρική σύγκριση διαφόρων ε-
κτιµητρίων οι οποίες χρησιµοποιούνται για την εκτίµηση συγκεκριµένης παραµέ-
τρου. Ας υποθέσουµε ότι στο Πανεπιστήµιο ϕοιτούν 3000 ϕοιτητές εκ των οποίων
το 30% είναι µέλη συνδικαλιστικών οργανώσεων ενώ το άλλο 70% είναι ανεξάρτη-
τοι. Υπάρχει µία µελλοντική εκλογή προέδρου των ϕοιτητών και ας υποθέσουµε
ότι δύο ανεξάρτητοι υποψήφιοι, ο Α και Β, διεκδικούν την εκλογή. ΄Εστω

θU = ποσοστό µη ανεξάρτητων ϕοιτητών που υποστηρίζουν τον Α

θI = ποσοστό ανεξάρτητων ϕοιτητών που υποστηρίζουν τον Α
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θ = ποσοστό ϕοιτητών που υποστηρίζουν τον Α

Γίνεται δειγµατοληπτική έρευνα σε 100 ϕοιτητές για την εκτίµηση της παραµέτρου
θ και προτείνονται 3 διαφορετικές µεθόδοι εκτίµησης.

1. Τυχαία επιλογή 100 ϕοιτητών και εκτίµηση µέσω της στατιστικής συνάρτη-
σης

θ̂1 = ποσοστό ϕοιτητών που υποστηρίζουν τον Α.

2. Τυχαία επιλογή 100 ϕοιτητών και εκτίµηση µέσω της στατιστικών συνάρτη-
σεων

θ̂U = ποσοστό µη ανεξάρτητων ϕοιτητών που υποστηρίζουν τον Α στο δείγµα

θ̂I = ποσοστό ανεξάρτητων ϕοιτητών που υποστηρίζουν τον Α στο δείγµα

θ̂2 = 0.30θ̂U + 0.70θ̂I

3. Επιλογή 30 µη ανεξάρτητων και 70 ανέξαρτητων. Τότε

θ̂U = ποσοστό από µη ανεξάρτητους ϕοιτητές που υποστηρίζουν τον Α

θ̂I = ποσοστό από ανεξάρτητους ϕοιτητές που υποστηρίζουν τον Α

θ̂3 = 0.30θ̂U + 0.70θ̂I

Ποια διαδικασία είναι η καλύτερη ; Αν και µπορούµε να απαντήσουµε ϑεωρητικά
στην ερώτηση, εδώ ϑα δούµε πώς µπορεί να µας ϐοηθήσει η προσοµοίωση. Αρκεί
να επαναλάβουµε κάθε διαδικασία αρκετές ϕορές και µετά να εξετάσουµε πόσο
ακριβή είναι τα αποτελέσµατα. Πρέπει να επιλέξουµε τις αληθινές τιµές των πα-
ϱαµέτρων ϕυσικά και η όλη ϑεωρία προσοµοιώνεται µε τον παρακάτω κώδικα. Τα
αποτελέσµατα δίνουν την γραφική παράσταση 6.6.

# choose "true" theta.u and theta.i

theta.u <- .8

theta.i <- .4

prop.u <- .3

prop.i <- 1 - prop.u

theta <- prop.u * theta.u + prop.i * theta.i

sim.1 <- function() {

x <- rbinom(1,sampsize,theta)
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return ( x / sampsize )

}

sim.2 <- function() {

n.u <- rbinom ( 1, sampsize, prop.u )

n.i <- sampsize - n.u

x.u <- rbinom ( 1, n.u, theta.u )

x.i <- rbinom ( 1, n.i, theta.i )

t.hat.u <- x.u / n.u

t.hat.i <- x.i / n.i

return ( prop.u * t.hat.u + (1-prop.u) * t.hat.i )

}

sim.3 <- function() {

n.u <- sampsize * prop.u

n.i <- sampsize * prop.i

x.u <- rbinom ( 1, n.u, theta.u )

x.i <- rbinom ( 1, n.i, theta.i )

t.hat.u <- x.u / n.u

t.hat.i <- x.i / n.i

return ( prop.u * t.hat.u + (1-prop.u) * t.hat.i )

}

sampsize <- 100

n.times <- 1000 # should be enough

theta.hat <- matrix ( NA, n.times, 3 )

for ( i in 1:n.times ) {

theta.hat[i,1] <- sim.1()

theta.hat[i,2] <- sim.2()

theta.hat[i,3] <- sim.3()

}

print ( apply(theta.hat,2,mean) )

[1] 0.5228600 0.5178319 0.5189100

boxplot ( theta.hat ~ col(theta.hat) )
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Σχήµα 6.6: 1000 προσοµοιώσεις της θ̂ για τρεις διαφορετικές µεθόδους εκτίµη-
σης.
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