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1. (α) Χρησιµοποιώντας διανύσµατα, να περιγραϕεί το σύνολο των σηµείων P (x, y, z) που είναι τέτοια
ώστε η απόσταση τους από το σηµείο A(0,−1, 1) να είναι διπλάσια από αυτήν από το σηµείο B(1, 2, 0).
(ϐ) ΄Εστω A, B και P σηµεία στον R3 και L η ευθεία γραµµή που διέρχεται από A και B. Να δειχθεί
ότι η απόσταση του σηµείου P από την ευθεία γραµµή L είναι ίση µε

d =
∥−→AP ×−−→

AB∥
∥
−−→
AB∥

.

(γ) Αν u και v είναι διανύσµατα στον R3, να δειχθεί ότι

∥u× v∥2 = ∥u∥2∥v∥2 − (u · v)2.

2. (i) Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου Π1 που διέρχεται από τα σηµεία A(0,−6,−1), B(2,−4, 0)
και C(1, 2,−1).
(ii) Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου Π2 που περιέχει το σηµείο (4, 1, 0) και την ευθεία x = t, y =
3− 3t, z = −4.
(iii) Να ϐρεθεί η εξίσωση της ευθείας L1 που διέρχεται από τα σηµεία D(1,−4, 0) και E(6,−8, 3).
(iv) Να ϐρεθεί η εξίσωση της ευθείας L2 που είναι η τοµή των επιπέδων Π1 και Π2.
(v) Να εξεταστεί αν οι ευθείες L1 και L2 είναι παράλληλες ή τέµνονται. Αν τέµνονται να ϐρεθεί το
σηµείο τοµής.

3. (α) Αν r(t) είναι µια οµαλή διανυσµατική συνάρτηση στον R3, τότε για κάθε τιµή της παραµέτρου
t, για την οποία T′(t) υπάρχει, τότε να δειχθεί ότι η καµπυλότητα κ είναι ίση µε

κ =
∥T′(t)∥
∥r′(t)∥

.

΄Εστω

r(t) = t2i+ (sin t− t cos t)j+ (cos t+ t sin t)k, t > 0.

Να ϐρεθούν τα µοναδιαία διανύσµατα T(t), N(t) και η καµπυλότητα κ(t).



(ϐ) Να ϐρεθεί το µήκος της καµπύλης

r(t) = 12ti+ 8t
3
2 j+ 3t2k, 0 ≤ t ≤ 1.

4. ΄Εστω ότι σωµατίδιο κινείται πάνω σε οµαλή καµπύλη C στον R3 και έστω ότι σε κάθε σηµείο της
C έχει ταχύτητα v και επιτάχυνση a. Αν aT είναι το µέτρο της εϕαπτοµενικής επιτάχυνσης, aN είναι
το µέτρο της κάθετης επιτάχυνσης και κ είναι η καµπυλότητα, να δειχθεί ότι

aT =
|v · a|
∥v∥

, aN =
∥v × a∥
∥v∥

, κ =
∥v × a∥
∥v∥3

.

΄Ενα σωµατίδιο κινείται πάνω σε µια καµπύλη και το διάνυσµα ϑέσης τη χρονική στιγµή t είναι ίσο µε

r(t) = 3 sin ti+ 2 cos tj− sin(2t)k.

Να ϐρεθούν :
(i) το µέτρο της εϕαπτοµενικής και της κάθετης επιτάχυνσης τη χρονική στιγµή t = π

2 ,
(ii) η εϕαπτοµενική και η κάθετη επιτάχυνση τη χρονική στιγµή t = π

2 ,
(iii) η καµπυλότητα στο σηµείο στο οποίο ϐρίσκεται το σωµατίδιο τη χρονική στιγµή t = π

2 .

5. (α) ∆ίνεται ότι w = f(u3 + v2) και ότι f ′(x) = ex. Να ϐρεθούν
∂w

∂u
και

∂w

∂v
.

(ϐ) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση

u(x, y, t) =
1

4πt
exp

(
−x2 + y2

4t

)
είναι λύση της εξίσωσης

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
.

(γ) Να ϐρεθεί η σχέση µεταξύ των σταθερών a και b έτσι ώστε η συνάρτηση u(x, t) = sin(ax)e−bt να
είναι λύση της εξίσωσης της ϑερµότητας

ut = uxx.


