
ΑΣΚΗΣΕΙΣ -4
4.1 Να ϐρεθούν για κάθε µια διαϕορική εξίσωση δύο γραµµικά ανεξάρτητες λύσεις σε

µορϕή δυναµοσειράς γύρω από το οµαλό σηµείο x = 0.
(α) (x− 1)y′′ + y′ = 0

(ϐ) (x2 − 1)y′′ + 4xy′ + 2y = 0

(γ) (x2 + 2)y′′ + 3xy′ − y = 0

(δ) y′′ − (x+ 1)y′ − y = 0

4.2 Να ϐρεθεί η λύση των πιο κάτω διαϕορικών εξισώσεων σε µορϕή δυναµοσειράς που
ικανοποιεί τις δοσµένες αρχικές συνθήκες.
(α) (x− 1)y′′ − xy′ + y = 0, y(0) = −2, y′(0) = 6

(ϐ) y′′ − 2xy′ + 8y = 0, y(0) = 3, y′(0) = 0

4.3 Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο του Frobenious να ϐρεθούν δύο γραµµικά ανεξάρτητες
λύσεις των πιο κάτω διαϕορικών εξισώσεων [το σηµείο x = 0 είναι σύνηθες µη-οµαλό
σηµείο].
(α) 2xy′′ − y′ + 2y = 0

(ϐ) 3xy′′ + (2− x)y′ − y = 0

(γ) 2x2y′′ − x(x− 1)y′ − y = 0

(δ) xy′′ + 2y′ − xy = 0

(ε) xy′′ + (1− x)y′ − y = 0

(στ) xy′′ + (x− 1)y′ − 2y = 0

4.4 Να ϐρεθεί η γενική λύση των πιο κάτω διαϕορικών εξισώσεων συναρτήσει των συ-
ναρτήσεων Bessel.
(α) 9x2y′′ + 9xy′ + (9x2 − 1)y = 0

(ϐ) 4x2y′′ + 4xy′ + (4x2 − 25)y = 0

(γ) xy′′ + y′ + xy = 0

(δ) x2y′′ + xy′ + (9x2 − 4)y = 0

4.5 Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό y =
u(x)√

x
, να ϐρεθεί η γενική λύση της

διαϕορικής εξίσωσης

x2y′′ + 2xy′ + λ2x2y = 0, x > 0

4.6 Να αποδειχθούν οι αναδροµικοί τύποι :
(α) xJ ′

n(x) = −nJn(x) + xJn−1(x)

(ϐ)
d

dx
[xnJn(x)] = xnJn−1(x)

(γ) 2nJn(x) = xJn+1(x) + xJn−1(x)

(δ) 2J ′
n(x) = Jn−1(x)− Jn+1(x)

4.7 Να αποδειχθεί ότι :
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(α)
∫ x

0

uJ0(u)du = xJ1(x)

(ϐ)
∫

xnJ0(x)dx = xnJ1(x) + (n− 1)xn−1J0(x)− (n− 1)2
∫

xn−2J0(x)dx

4.8 Να αποδειχθεί ότι

J 1
2
(x) =

√
2

πx
sin x, J− 1

2
(x) =

√
2

πx
cos x

Στη συνέχεια να ϐρεθούν οι πιο κάτω συναρτήσεις συναρτήσει του sin x, cos x, και δυνάµεις
του x.
(α) J 3

2
(x) (ϐ) J− 3

2
(x) (γ) J 5

2
(x) (δ) J− 5

2
(x)

4.9 Να δειχθεί ότι∫ b

0

xJn(λx)Jn(µx)dx = 0, λ ̸= µ

µε την προϋπόθεση x = λb και x = µb είναι λύσεις της εξίσωσης

αJn(x) + βxJ ′
n(x) = 0

Να δειχθεί ότι∫ b

0

xJ2
n(λx)dx =

b2

2

[
[J ′

n(λb)]
2 + (1− n2

λ2b2
)[Jn(λb)]

2

]

4.10 Να δειχθεί ότι
(α) J ′′

n(x) =
1
4
[Jn−2(x)− 2Jn(x) + Jn+2(x)]

(ϐ) J ′′′
n (x) = 1

8
[Jn−3(x)− 3Jn−1(x) + 3Jn+1(x)− Jn+3(x)]

Να δοθεί το ανάλογο αποτέλεσµα για την J
(k)
n (x).

4.11 Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:

(α)
∫

x3J2(x)dx (ϐ)
∫ 1

0

x3J0(x)dx (γ)
∫

J2(x)

x2
dx

4.12 Να δειχθεί ότι

J0(x) =
2

π

∫ π
2

0

cos(x sin θ)dθ.

4.13 Να δειχθεί ότι
(α) Yn+1(x) =

2n
x
Yn(x)− Yn−1(x)

(ϐ) Y ′
n(x) =

1
2
[Yn−1(x)− Yn+1(x)]

4.14 Να αποδειχθεί η γεννήτρια συνάρτηση

(1− 2xt+ t2)−
1
2 =

∞∑
n=0

Pn(x)t
n
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Να δειχθεί ότι Pn(1) = 1 και Pn(−1) = (−1)n.

4.15 Να αποδειχθεί ότι

P ′
n+1(x)− P ′

n−1(x) = (2n+ 1)Pn(x)

4.16 Να δειχθεί ότι

(i) P ′
n+1(x)− xP ′

n(x) = (n+ 1)Pn(x)

(ii) xP ′
n(x)− P ′

n−1(x) = nPn(x)

4.17 Να δειχθεί ότι

(i)
∞∑
n=0

Pn(cos θ) =
1

2
cosec

θ

2

(ii) P2(cos θ) =
1

4
(1 + 3 cos 2θ)

(iii) P3(cos θ) =
1

8
(3 cos θ + 5 cos 3θ)

4.18 Να αποδειχθεί ότι

(i)
∫ 1

−1

Pm(x)Pn(x)dx = 0, m ̸= n

(ii)
∫ 1

−1

P 2
n(x)dx =

2

2n+ 1

4.19 Γνωρίζουµε ότι y1 = x είναι µια λύση της διαϕορικής εξίσωσης του Legendre όταν
n = 1. Να δειχθεί ότι µια δεύτερη γραµµικά ανεξάρτητη λύση είναι η

y2 =
x

2
ln

(
1 + x

1− x

)
− 1

4.20 Να δειχθεί ότι

Pn(x) =
(2n)!

2n(n!)2

[
xn − n(n− 1)

2(2n− 1)
xn−2 +

n(n− 1)(n− 2)(n− 3)

2.4.(2n− 1)(2n− 3)
xn−4 − · · ·

]
Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα

(x2 − 1)n =
n∑

k=0

(−1)k
n!

k!(n− k)!
x2(n−k)

να ϐρεθεί η

dn

dxn

[
(x2 − 1)n

]
Στη συνέχεια να αποδειχθεί ο τύπος του Rodrigues.
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