
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 3
3.1 Να δειχθεί ότι το σύνολο {1, cos nπ

p
x, sin mπ

p
x}, n = 1, 2, 3, ..., m = 1, 2, 3, ... είναι

ορθογώνιο στο διάστηµα [−p, p].

3.2 Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2, είναι
ορθογώνιες ως προς τη συνάρτηση ϐάρους w(x) = e−x2 στο διάστηµα (−∞,∞).

3.3 ΄Εστω ότι το σύνολο {Φn(x)} είναι ορθογώνιο στο διάστηµα [a, b] . Να δειχθεί ότι
∥ Φm(x) + Φn(x) ∥2=∥ Φm(x) ∥2 + ∥ Φn(x) ∥2, m ̸= n.

3.4 Να ϐρεθούν σταθερές c1, c2, c3 τέτοιες ώστε το∫ π

−π

[x− (c1sinx+ c2sin2x+ c3sin3x)]
2dx

να είναι ελάχιστο.
Να ϐρεθεί το µέσο τετραγωνικό σϕάλµα E της προσέγγισης της f(x) = x από την

c1 sin x+ c2 sin 2x+ c3 sin 3x.

3.5 Να ϐρεθεί η σειρά Fourier της f στο διάστηµα που δίνεται.
(α) f(x) = x+ π, −π < x < π (ϐ) f(x) = ex, −π < x < π

(γ) f(x) =
{

0, −π < x < 0
sinx, 0 ≤ x < π

(δ) f(x) =


0, −2 < x < −1
−2, −1 ≤ x < 0
1, 0 ≤ x < 1
0, 1 ≤ x < 2

(ε) f(x) =
{

1, −5 < x < 0
1 + x, 0 ≤ x < 5

(Ϲ) f(x) =
{

0, −π < x < 0
ex − 1, 0 ≤ x < π

3.6 (α) Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του 3.5(α) να δειχθεί ότι

π

4
= 1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ ...

(ϐ) Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του 3.5(γ) να δειχθεί ότι

π

4
=

1

2
+

1

1.3
− 1

3.5
+

1

5.7
− 1

7.9
+ ...

3.7 Χρησιµοποιώντας την µιγαδική εκθετική µορϕή του ηµιτόνου και συνηµιτόνου:

cos
nπ

p
x =

e
inπx

p + e
−inπx

p

2
, sin

nπ

p
x =

e
inπx

p − e
−inπx

p

2i

Να δειχθεί η µιγαδική µορϕή της σειράς Fourier:

f(x) =
∞∑

n=−∞

cne
inπx

p ,

όπου c0 =
a0
2
, cn =

an − ibn
2

και c−n =
an + ibn

2
, n = 1, 2, 3, ...
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Στη συνέχεια να δειχθεί ότι οι σταθερές c0, cn µπορούν να οριστούν µε ένα ολοκλήρωµα,

cn =
1

2p

∫ p

−p

f(x)e
−inπx

p dx.

3.8 Να δειχθεί ότι για 0 ≤ x ≤ π

(α) x(π − x) =
π2

6
− (

cos 2x

12
+

cos 4x

22
+

cos 6x

32
+ ...)

(ϐ) x(π − x) =
8

π
(
sinx

13
+

sin 3x

33
+

sin 5x

53
+ ...)

3.9 Χρησιµοποιώντας την άσκηση 3.8 να δειχθεί ότι

(α)
∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6

(ϐ)
∞∑
n=1

(−1)n−1

n2
=

π2

12

(γ)
∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n− 1)3
=

π3

32

3.10 Να γραϕούν οι πιο κάτω συναρτήσεις στη κατάλληλη ηµιτονική ή συνηµιτονική
σειρά.

(α) f(x) = |x|, −π < x < π (ϐ) f(x) =

{
x− 1, −π < x < 0
x+ 1, 0 ≤ x < π

(γ) f(x) = | sinx|, −π < x < π (δ) f(x) =


1,−2 < x < −1
−x,−1 ≤ x < 0
x, 0 ≤ x < 1
1, 1 ≤ x < 2

3.11 Να αναπτυχθούν οι πιο κάτω συναρτήσεις σε (α) σειρές ηµιτόνων και (ϐ) σειρές
συνηµιτόνων:

(α) f(x) = cosx, 0 < x < π
2

(ϐ) f(x) = x2 + x, 0 < x < 1

(γ) f(x) =
{

x, 0 < x < π
2

π − x, π
2
≤ x < π

(δ) f(x) =
{

x, 0 < x < 1
1, 1 ≤ x < 2

3.12 Να αναπτυχθούν οι πιο κάτω συναρτήσεις σε σειρές Fourier

(α) f(x) = x2, 0 < x < 2π (ϐ) f(x) = x+ 1, 0 < x < 1

3.13 Να ϐρεθεί η διπλή σειρά συνηµιτόνων της συνάρτησης

f(x, y) = xy, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1
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3.14 Αν η σειρά Fourier της f(x) συγκλίνει οµοιόµορϕα στο διάστηµα (−p, p), να
δειχθεί η ταυτότητα του Parseval,

1

p

∫ p

−p

[f(x)]2dx =
a20
2

+
∞∑
n=1

(a2n + b2n),

µε την προϋπόθεση ότι το ολοκλήρωµα υπάρχει.

3.15 Χρησιµοποιώντας την άσκηση 3.8 και την ταυτότητα του Parseval να δειχθεί ότι

(α)
∞∑
n=1

1

n4
=

π4

90
(ϐ)

∞∑
n=1

1

n6
=

π6

945

3.16 Να δειχθεί ότι

(α)
∞∑
n=1

1

(2n− 1)4
=

π4

96
(ϐ)

∞∑
n=1

1

(2n− 1)6
=

π6

960

3.17 (α) Να δειχθεί ότι για −π < x < π,

x = 2(
sin x

1
− sin 2x

2
+

sin 3x

3
− ...)

(ϐ) Ολοκληρώνοντας την πιο πάνω σχέση να δειχθεί ότι για −π ≤ x ≤ π,

x2 =
π2

3
− 4(

cos x

12
− cos 2x

22
+

cos 3x

32
− ...)

(γ) Ολοκληρώνοντας την πιο πάνω σχέση να δειχθεί ότι για −π ≤ x ≤ π,

x(π − x)(π + x) = 12(
sinx

13
− sin 2x

23
+

sin 3x

33
− ...)

(δ) Να δειχθεί ότι οι σειρές στο (ϐ) και στο (γ) συγκλίνουν οµοιόµορϕα στις αντίστοιχες
συναρτήσεις.

3.18 Να δειχθεί ότι για −π < x < π,

x cos x = −1

2
sinx+ 2(

2

1.3
sin 2x− 3

2.4
sin 3x+

4

3.5
sin 4x− ...)

Χρησιµοποιώντας αυτή τη σχέση να δειχθεί ότι για −π ≤ x ≤ π,

x sinx = 1− 1

2
cos x− 2(

cos 2x

1.3
− cos 3x

2.4
+

cos 4x

3.5
− ...)

3.19 Παραγωγίζοντας τη σχέση στην άσκηση 3.8(ϐ) να δειχθεί ότι για 0 ≤ x ≤ π,

x =
π

2
− 4

π
(
cos x

12
+

cos 3x

32
+

cos 5x

52
+ ...)
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3.20 Να ϐρεθεί το ολοκλήρωµα Fourier:

(α) f(x) =


0, x < 0
x, 0 < x < 3
0, x > 3

(ϐ) f(x) =

{
0, x < 0
e−x, x > 0

3.21 Να ϐρεθεί το κατάλληλο ηµιτονικό ή συνηµιτονικό ολοκλήρωµα

(α) f(x) =
{

|x|, |x| < π
0, |x| > π

(ϐ) f(x) = e−|x| sinx

3.22 Να ϐρεθεί το ηµιτονικό και συνηµιτονικό ολοκλήρωµα

(α) f(x) = e−kx, k > 0, x > 0 (ϐ) f(x) = xe−2x, x > 0

3.23 Να ϐρεθεί το ολοκλήρωµα Fourier της συνάρτησης

f(x) =


0, x < 0
1, 0 < x < 2
0, x > 2

Να δειχθεί ότι
∫ ∞

0

sin kx

x
dx =

π

2
, k > 0.

3.24 Να ϐρεθεί η µετασχηµατισµένη Fourier της συνάρτησης

f(x) =

{
1− x2, |x| < 1

0, |x| > 1

3.25 Να ϐρεθεί η ηµιτονική µετασχηµατισµένη της e−x, x ≥ 0.

Να δειχθεί ότι
∫ ∞

0

x sinmx

x2 + 1
dx =

π

2
e−m,m > 0.

3.26 Να ϐρεθεί η ηµιτονική και συνηµιτονική µετασχηµατισµένη της συνάρτησης

f(x) =

{
1 0 ≤ x < 1
0 x ≥ 1

3.27 Να λυθούν τα πιο κάτω συνοριακά προβλήµατα:

(α)
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, x > 0, 0 < y < 2

u(0, y) = 0, 0 < y < 2, u(x, 0) = f(x), u(x, 2) = 0, x > 0

(ϐ)
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0, 0 < x < π, y > 0
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u(0, y) = e−y, u(π, y) = 0, y > 0,
du

dy

∣∣∣∣
y=0

= 0, 0 < x < π

3.28 Να δειχθεί ότι η λύση του συνοριακού προβλήµατος

k
∂2u

∂x2
=

∂u

∂t
, −∞ < x < ∞, t > 0

u(x, 0) = f(x), −∞ < x < ∞

είναι u(x, t) =
1

2
√
kpt

∫ ∞

−∞
f(w)e

−

∫
(x− w)24kt

dw

[
F{e−

x2

4r2 } = 2
√
πpe−p2a2 , F−1{F (a)G(a)} =

∫ ∞

−∞
f(u)g(x− u)du

]

Να δειχθεί ότι
∫ b

a

e−u2

du =

√
π

2
[erf(b)− erf(a)]

Χρησιµοποιώντας αυτό το αποτέλεσµα και το µετασχηµατισµό v =
x− w

2
√
kt

, να δειχθεί ότι

η πιο πάνω λύση όταν

f(x) =

{
u0, |x| < 1
0, |x| > 1

γράϕεται στη µορϕή

u(x, t) =
u0

2

[
erf

(
x+ 1

2
√
kt

)
− erf

(
x− 1

2
√
kt

)]
.

3.29 Να λυθούν τα πιο κάτω συνοριακά προβλήµατα:
(i)

∂2u

∂x2
− γ2u =

1

k

∂u

∂t
, 0 < x < L, t > 0

∂u

∂x
(0, t) = 0,

∂u

∂x
(L, t) = 0, t > 0

u(x, 0) =
x

L
, 0 < x < L

(ii)
∂2u

∂t2
= α2∂

2u

∂x2
, 0 < x < L, t > 0

u(0, t) = 0, u(L, t) = 0, t > 0

u(x, 0) =
1

4
x(L− x),

∂u

∂t
(x, 0) = 0, 0 < x < L
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3.30 Να λυθεί το συνοριακό πρόβληµα

∂2u

∂x2
=

∂2u

∂t2
+ u, 0 < x < π, t > 0

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t > 0

u(x, 0) =

{
x, 0 < x < π

2

π − x, π
2
≤ x < π

,
∂u

∂t
(x, 0) = 0, 0 < x < π
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