
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 1
1.1. Να ϐρεθούν τα ακρότατα των παρακάτω συναρτησιακών:

(α) I[y(x)] =
∫ B

A

(y′2 + 2yy′ + y2)dx, όπου A(1, 1), B(2, 0).

(ϐ) I[y(x)] =
∫ B

A

(y′2 + 2xy − y2)dx, όπου A(0, 0), B(π
2
, π
2
).

(γ) I[y(x)] =
∫ B

A

(4cosx + y′2 − y2)dx, όπου A(0, 0), B(π, 0).

(δ) I[y(x)] =
∫ B

A

(x+ 1)2y′2dx, όπου A(0, 0), B(1, 1).

1.2. Να δειχθεί ότι τα ακρότατα του συναρτησιακού

I[y(x)] =

∫ x2

x1

√
1 + y′2

y
dx

είναι κύκλοι µε κέντρα πάνω στον άξονα των x.

1.3. Να ϐρεθεί η εξίσωση της καµπύλης y = y(x) που ενώνει τα σηµεία (x1, y1) και
(x2, y2) τέτοια ώστε όταν περιστραϕεί γύρω από τον άξονα των x, το εµβαδόν της επιϕάνειας
που παράγεται να έχει ελάχιστη τιµή.

1.4. Να δειχθεί ότι το µήκος της καµπύλης µεταξύ δύο σηµείων που προσδιορίζονται
µε πολικές συντεταγµένες (ρ, ϕ) είναι∫ ϕ2

ϕ1

√
ρ2 +

(
dρ

dϕ

)2

dϕ,

όπου (ρ1, ϕ1) και (ρ2, ϕ2) οι πολικές συντεταγµένες των δύο σηµείων.
Υπολογίζοντας το ελάχιστο του πιο πάνω ολοκληρώµατος να ϐρεθεί η εξίσωση της ευθείας
γραµµής σε πολικές συντεταγµένες.

1.5. Σύµϕωνα µε την αρχή του Fermat, µια ακτίνα φωτός κινείται από ένα σηµείο σε
άλλο µε τέτοιο τρόπο ώστε ο χρόνος που χρειάζεται και είναι ίσος µε∫

ds

v
,

όπου s είναι το µήκος του τόξου που ενώνει τα δύο σηµεία και v η ταχύτητα, να είναι
ελάχιστος. Να δειχθεί ότι η τροχιά της ακτίνας δίνεται από τη διαϕορική εξίσωση

vy′′ + (1 + y′2)
∂v

∂y
− y′(1 + y′2)

∂v

∂x
= 0.

1.6 Να δειχθεί ότι η εξίσωση Euler για το πρόβληµα

δ

∫ x2

x1

F (x, y, y′, y′′)dx = 0
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γράϕεται στη µορϕή

d2

dx2

(
∂F

∂y′′

)
− d

dx

(
∂F

∂y′

)
+

∂F

∂y
= 0.

1.7. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y(x) τέτοια ώστε
∫ π

0

y2dx = 1, η οποία δίνει στο ολο-

κλήρωµα
∫ π

0

y′′2dx ελάχιστη τιµή και ικανοποιεί τις συνοριακές συνθήκες y(0) = y(π) =

y′′(0) = y′′(π) = 0.

1.8. (α) Να ϐρεθεί η συνάρτηση που καθιστά το ολοκλήρωµα

I[y(x)] =

∫ π
2

0

(y′2 + 2xyy′)dx

ακρότατο, όπου y(0) = 0, y
(
π
2

)
= 1 και η y(x) είναι υποκείµενη στη συνθήκη∫ π

2

0

ydx =
π

2
− 1.

(ϐ) Να ϐρεθεί η καµπύλη y(x) που καθιστά το ολοκλήρωµα

I[y(x)] =

∫ x2

x1

y
√

1 + y′2dx

ελάχιστο, όπου y(x) είναι υποκείµενη στη συνθήκη∫ x2

x1

√
1 + y′2dx = σταθερά.

Να δοθεί η γεωµετρική ερµηνεία του αποτελέσµατος.

1.9. Να ϐρεθούν τα ακρότατα του συναρτησιακού

I[y(x), z(x)] =

∫ 1

0

(y′2 + z′2 − 4xz′ − 4z)dx

µε y(0) = 0, z(0) = 0, y(1) = 1, z(1) = 1, υποκείµενο στη συνθήκη∫ 1

0

(y′2 − xy′ − z′2)dx = 2.

1.10. Να ϐρεθούν τα ακρότατα του ολοκληρώµατος

I[y(x), z(x)] =

∫ 1

0

(y2 + y′2 + z′2)dx

µε y(0) = 0, z(0) = 0, y(1) = 1, z(1) = 0 υποκείµενο στη συνθήκη

y′ + z′ − y = 0.
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1.11. Να δειχθεί ότι δ
∫ x2

x1

f(x, y, y′)dx =

∫ x2

x1

δf(x, y, y′)dx.

1.12. Να δειχθεί ότι δ(F1F2) = F1δF2 + F2δF1 .

1.13. Χρησιµοποιώντας µεταβολικό συµβολισµό να αποδειχθεί η εξίσωση του Euler.

1.14. Αν x = x(t) και y = y(t) τότε να αποδειχθεί η σχέση

δ

(
dy

dx

)
=

d

dx
(δy)− dy

dx

d

dx
(δx).

1.15. Να λυθεί η άσκηση 1.9 χρησιµοποιώντας µεταβολικό συµβολισµό.

1.16. Χρησιµοποιώντας µεταβολικό συµβολισµό να αποδειχθεί η µέθοδος των πολλα-
πλασιαστών Lagrange στην περίπτωση που έχουµε ολοκληρωτικές συνθήκες.

1.17. Να ϐρεθούν οι εξισώσεις κίνησης για το διπλό εκκρεµές.

θ1

θ2

m1

m2

l1

l2

Σχήµα 1:

1.18. Να ϐρεθούν οι εξισώσεις κίνησης ενός υλικού σηµείου µάζας Μ σε σϕαιρικές
συντεταγµένες

(x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ),

όπου V = V (r, θ, φ).

1.19. Να ϐρεθεί το συναρτησιακό που έχει ως εξίσωση Euler την διαϕορική εξίσωση
y′′ + y + x = 0. Στη συνέχεια να ϐρεθεί κατά προσέγγιση µια λύση της εξίσωσης µε
y(0) = y(1) = 0 χρησιµοποιώντας τις υπο-δοκιµή συναρτήσεις (i) y = c x(1 − x), (ii)
y = c1x(1− x) + c2x

2(1− x), όπου c, c1, c2 σταθερές προς υπολογισµό

1.20. Να ϐρεθεί κατά προσέγγιση λύση για την ακρότατη τιµή του ολοκληρώµατος∫ π

0

(y′2 − y2 + 4xy)dx αν y′(0) = y(π) = 0.
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1.21. Να εκϕραστεί η διαϕορική εξίσωση (1 − x2)y′′ − 2xy′ + 12y = 0 µε y(0) =
0, y(1) = 1 σε µεταβολική µορϕή και να ϐρεθούν κατά προσέγγιση λύσεις.

1.22. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο RayleighRitz να ϐρεθεί µια κατά προσέγγιση λύση
της

d

dx

(
x
dy

dx

)
+ y = x, y(0) = 0, y(1) = 1,

στη µορϕή y ≈ x+ x(1− x)(c1 + c2x).

1.23. Να δειχθεί ότι οι ιδιοτιµές και αντίστοιχες ιδιοσυναρτήσεις της διαϕορικής εξί-
σωσης Sturm  Liouville 4ης τάξης

d2

dx2

[
s(x)

d2y

dx2

]
+

d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ [q(x) + λr(x)]y = 0

µπορούν να υπολογιστούν ϑεωρώντας τα ακρότατα του

λ =

∫ x2

x1
(py′2 − qy2 − sy′′2)dx∫ x2

x1
ry2dx

.

1.24. Χρησιµοποιώντας τη µέθοδο RayleighRitz να ϐρεθούν δύο διαδοχικές προσεγ-
γίσεις για την ελάχιστη ιδιοτιµή του προβλήµατος

d

dx

[
(1 + x)

dy

dx

]
+ λy = 0, y(0) = y(1) = 0

υποθέτοντας (α) y(x) = C1x(1− x) και (ϐ) y(x) = (C1 + C2x)x(1− x).

1.25. Να δειχθεί ότι µια αναγκαία συνθήκη για το ολοκλήρωµα∫ x2

x1

F (x, y, z, y′, z′)

υποκείµενο στις δύο συνθήκες∫ x2

x1

F1(x, y, z, y
′, z′)dx = K1,

∫ x2

x1

F2(x, y, z, y
′, z′)dx = K2

να έχει µέγιστο ή ελάχιστο είναι

d

dx

(
∂G

∂y′

)
− ∂G

∂y
= 0,

d

dx

(
∂G

∂z′

)
− ∂G

∂z
= 0.

όπου G = F + λ1F1 + λ2F2, λ1, λ2 είναι οι πολλαπλασιαστές του Lagrange.
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