
ΑΣΚΗΣΕΙΣ
1. Η Λαπλασιανή ▽2 σε καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y, z) ορίζεται ως

▽2u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2
.

Να δειχθεί ότι
(α) σε κυλινδρικές συντεταγµένες (ρ, ϕ, z) γράϕεται

▽2u =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂u

∂ρ

)
+

1

ρ2
∂2u

∂ϕ2
+

∂2u

∂z2

(ϐ) σε σϕαιρικές συντεταγµένες (r, θ, ϕ) γράϕεται

▽2u =
1

r2
∂

∂r

(
r2
∂u

∂r

)
+

1

r2sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂u

∂θ

)
+

1

r2sin2θ

∂2u

∂ϕ2

2. Να προσδιοριστούν τα σχετικά µέγιστα, σχετικά ελάχιστα και σαγµατικά των συναρ-
τήσεων
(α) f(x, y) = ex sin y

(ϐ) f(x, y) = xy +
2

x
+

4

y

(γ) f(x, y) = y sinx

3. (α) Να ϐρεθούν τα σηµεία του επιπέδου x + y + z = 5 στο πρώτο οκτηµόριο για τα
οποία η συνάρτηση f(x, y, z) = xy2z2 έχει µέγιστη τιµή.

(ϐ) Να ϐρεθούν τα σηµεία πάνω στην επιϕάνεια x2−yz = 5 τα οποία είναι τα πλησιέστερα
στην αρχή των αξόνων.

4. Χρησιµποιώντας τους πολλαπλασιαστές του Lagrange
(α) να ϐρεθούν τα µέγιστα-ελάχιστα των πιο κάτω συναρτήσεων µε τις δοσµένες συνθήκες.
(i) f(x, y, z) = 2x+ y − 2z, x2 + y2 + z2 = 4
(ii) f(x, y, z) = xyz, x2 + y2 + z2 = 1

(ϐ) Να ϐρεθεί το σηµείο του επιπέδου x + 2y + z = 1, το οποίο είναι το πλησιέστερο στην
αρχή των αξόνων.

5. Να αποδειχθεί ότι

d

dx

[∫ h(x)

g(x)

f(t)dt

]
= h′(x)f(h(x))− g′(x)f(g(x))

6. Να δειχθεί ότι η y(x, t) = F (2x+ 3t) +G(2x− 3t) είναι η γενική λύση της µερικής
διαϕορικής εξίσωσης

4
∂2y

∂t2
= 9

∂2y

∂x2
.
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7. Να λυθεί η µερική διαϕορική εξίσωση

x
∂2z

∂x∂y
+

∂z

∂y
= 0.

Να ϐρεθεί µια ειδική λύση που ικανοποιεί τις συνθήκες z(x, 0) = x5 + x− 68

x
, z(2, y) =

3y4.

8. Να δειχθεί ότι η u(x, y) = F (2x + y) + G(2x − y) είναι η γενική λύση της µερικής
διαϕορικής εξίσωσης

∂2u

∂x2
− 4

∂2u

∂y2
= 0.

Να ϐρεθεί η γενική λύση της µερικής διαϕορικής εξίσωσης

∂2u

∂x2
− 4

∂2u

∂y2
= e2x+y.

9. Αν u2 − v = 3x + y και u− 2v2 = x− 2y, χρησιµοποιώντας ιακωβιανές να ϐρεθούν
οι παράγωγοι ux, vx, ut, vt.

10. Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό u = F

(
x√
t

)
να µετασχηµατιστεί η µερική

διαϕορική εξίσωση ut = uxx + u2
x σε συνήθη διαϕορική εξίσωση.

11. Να λυθούν τα παρακάτω προβλήµατα συνοριακών τιµών µε τη µέθοδο χωρισµού
των µεταβλητών.

(i)
∂u

∂t
=

∂u

∂x
− 2u, u(x, 0) = 10e−x − 6e−4x

(ii)
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
, u(0, t) = u(4, t) = 0, u(x, 0) = 6sin

πx

2
+ 3sinπx
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