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Να λυθούν πέντε (5) ϑέµατα.

1. Να δειχθεί ότι δ
∫ x2

x1

F (x, y, y′) dx =

∫ x2

x1

δF (x, y, y′) dx.

Να ϐρεθεί η εξίσωση Euler (µε απόδειξη) για το πρόβληµα

δ

∫ x2

x1

F (x, y, y′) dx = 0.

Να ϐρεθεί η καµπύλη που δίνει ακρότατη τιµή στο ολοκλήρωµα∫ 1

0

√
1 + (y′)2

x
dx,

όπου y(0) = 0 και y(1) = 1.
Στη περίπτωση που η συνάρτηση f = f(y, y′), δηλαδή δεν εξαρτάται άµεσα από το x, να δειχθεί ότι η εξίσωση
του Euler γράϕεται στη µορϕή

f − y′
∂f

∂y′
= c,

όπου c είναι σταθερά.
Να ϐρεθεί η καµπύλη y(x) που δίνει ακρότατη τιµή στο συναρτησιακό

I[y(x)] =

∫ 1

0

[
1
2 (y

′)2 + yy′ + y′ + y
]
dx, y(0) = y(1) = 1.
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2. Αν L{f(t)} = F (s) και το όριο lim
t→0+

f(t)

t
υπάρχει, να αποδειχθούν οι ιδιότητες.

L
{
f(t)

t

}
=

∫ ∞

s

F (u)du και L
{∫ t

0

f(u)du

}
=

F (s)

s
.

Να ϐρεθεί η µετασχηµατισµένη Laplace L
{

sin t
t

}
και να δειχθεί ότι

L
{∫ t

0

sinx

x
dx

}
=

1

s
cot−1 s.

Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα∫ ∞

0

sinx

x
dx και

∫ ∞

0

e−x sinx

x
dx

και να ϐρεθεί η µετασχηµατισµένη Laplace L
{∫ t

0
ex sin x

x dx
}

.

Χρησιµοποιώντας µετασχηµατισµένες Laplace να λυθεί το πρόβληµα

t
d2y

dt2
+ 2

dy

dt
+ ty = 0, lim

t→0+
y(t) = 1.

3. (α) Να διατυπωθεί το ϑεώρηµα σύγκλισης για τις σειρές Fourier.
Αν x ∈ [0, π], να δειχθεί ότι

sinx =
2

π
− 4

π

∞∑
n=1

cos 2nx

4n2 − 1
.

Στη συνέχεια να υπολογιστούν τα πιο κάτω αθροίσµατα:

∞∑
n=1

1

4n2 − 1
,

∞∑
n=1

(−1)n

4n2 − 1
.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τη σειρά Fourier της συνάρτησης

f(x) =

{
0, −1 < x < 0
x, 0 ≤ x < 1

να ϐρεθεί η άπειρη σειρά η οποία είναι ίση µε
π2

8
.
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4. (α) Να ϐρεθεί το ολοκλήρωµα Fourier της συνάρτησης

f(x) =

{
0, x < 0

e−x, x > 0
.

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ ∞

0

cos(kx) + x sin(kx)

1 + x2
dx,

όπου k είναι πραγµατικός αριθµός.

(ϐ) Να ϐρεθεί η µετασχηµατισµένη Fourier της συνάρτησης

f (x) =

{
1− x2, |x| < 1
0, |x| ≥ 1

.

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ ∞

0

(
x cosx− sinx

x3

)
cos

x

2
dx.

5. ΄Εστω Jn(x) η συνάρτηση Bessel πρώτου είδους τάξης n. Να αποδειχθούν οι πιο κάτω αναδροµικοί τύποι

(i) Jn(x) =
x

2n
[Jn−1(x) + Jn+1(x)] ,

(ii) J ′
n(x) =

1

2
[Jn−1(x)− Jn+1(x)] .

Στη συνέχεια να αποδειχθούν οι πιο κάτω σχέσεις

(iii)
d

dx
[xJn(x)Jn+1(x)] = x

[
J2
n(x)− J2

n+1(x)
]
,

(iv)

∫ x

0

sJ2
n(s)ds =

x2

2

[
J2
n(x)− Jn−1(x)Jn+1(x)

]
.

6. ΄Εστω η γεννήτρια συνάρτηση των πολυωνύµων Legendre

ϕ(x, t) = (1− 2xt+ t2)−
1
2 =

∞∑
n=0

Pn(x)t
n.

Να δειχθεί ότι

(1− x2)
∂2ϕ

∂x2
− 2x

∂ϕ

∂x
+ t

∂2

∂t2
(tϕ) = 0.

Αντικαθιστώντας στην πιο πάνω εξίσωση τη σειρά από την γεννήτρια συνάρτηση, να δεχθεί ότι Pn(x) ικανοποιούν
τη διαϕορική εξίσωση του Legendre

(1− x2)P ′′
n (x)− 2xP ′

n(x) + n(n+ 1)Pn(x) = 0.

Να δειχθεί ότι Pn(1) = 1 και ότι∫ 1

−1

Pn(x)Pm(x)dx =
2δmn

2n+ 1
,

όπου δmn είναι το σύµβολο του Kronecker.
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7. (α) Να δειχθεί ότι

L
{
cosx+ sinx+ 1

2x sinx
}
=

s3 + s2 + 2s+ 1

(s2 + 1)2
.

Να λυθεί ολοκληρωτική εξίσωση

ϕ(x) = cosx− x− 2−
∫ x

0

(x− t)ϕ(t)dt

(i) χρησιµοποιώντας ολοκληρωτικό µετασχηµατισµό,
(ii) µετατρέποντας τη σε πρόβληµα αρχικών τιµών.

(ϐ) Αϕού ϐρεθεί η συνάρτηση Green για τον κατάλληλο διαϕορικό τελεστή, ή διαϕορετικά, να µετασχηµα-
τιστεί το πρόβληµα

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (λx2 − 16)y = 0, y(0) = y(1) = 0

σε Fredholm ολοκληρωτική εξίσωση.

8. Η µετασχηµατισµένη Laplace της συνάρτησης u(x, t) ως προς τη µεταβλητή t, ορίζεται ως

L{u(x, t)} =

∫ +∞

0

e−stu(x, t)dt = U(x, s),

όπου το x ϑεωρείται ως παράµετρος. Να δειχθεί ότι

L
{
∂u

∂t

}
= sU(x, s)− u(x, 0), L

{
∂2u

∂t2

}
= s2U(x, s)− su(x, 0)− ut(x, 0) και L

{
∂2u

∂x2

}
=

d2U

dx2
.

Να λυθεί το πρόβληµα συνοριακών και αρχικών τιµών

utt = uxx, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t > 0,

u(x, 0) = sinπx, ut(x, 0) = − sinπx, 0 < x < 1.
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