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Να λυθούν πέντε (5) ϑέµατα.

1. Να δειχθεί ότι δ
∫ x2

x1

F (x, y, y′) dx =

∫ x2

x1

δF (x, y, y′) dx.

Να ϐρεθεί η εξίσωση Euler (µε απόδειξη) για το πρόβληµα

δ

∫ x2

x1

F (x, y, y′) dx = 0.

Να ϐρεθεί η καµπύλη που δίνει ακρότατη τιµή στο ολοκλήρωµα∫ 2

1

[
x2y′2 + 2y2

]
dx,

όπου y(1) = 3 και y(2) = 5
2 .

(ϐ) Να δειχθεί ότι η εξίσωση του Euler µπορεί να γραϕτεί στη µορϕή

1

y′

[
d

dx

(
f − ∂f

∂y′
dy

dx

)
− ∂f

∂x

]
= 0.

Να δειχθεί ότι οι καµπύλες y(x) που δίνουν ακρότατη τιµή στο συναρτησιακό∫ x2

x1

√
1 + y′2

y
dx

είναι κύκλοι που έχουν το κέντρο τους πάνω στον άξονα των x.
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2. Αν L{f(t)} = F (s), να αποδειχθούν οι ιδιότητες

(i) L{tf(t)} = −dF

ds
(ii) L{f ′′(t)} = s2F (s)− sf(0)− f ′(0)

(iii) lim
t→0

f(t) = lim
s→+∞

sF (s), µε την προϋπόθεση ότι τα όρια υπάρχουν.

∆ίνεται ότι

J0(x) =
2

π

∫ π
2

0

cos(x sin θ)dθ.

Να δειχθεί ότι η συνάρτηση J0(x) ικανοποιεί τη διαϕορική εξίσωση

xy′′(x) + y′(x) + xy(x) = 0.

Στη συνέχεια να δειχθεί ότι

L{J0(x)} =
1√

1 + s2
.

3. Να αναπτυχθεί η συνάρτηση f(x) = |x| σε σειρά Fourier στο διάστηµα −1 ≤ x ≤ 1. Να γίνει η γραϕική
παράσταση της σειράς Fourier στο διάστηµα −3 ≤ x ≤ 3.

Να αναπτυχθεί η συνάρτηση g(x) =

{
−1, −1 ≤ x < 0
1, 0 < x ≤ 1

σε σειρά Fourier στο διάστηµα −1 ≤ x ≤ 1. Να

γίνει η γραϕική παράσταση της σειράς Fourier στο διάστηµα −3 ≤ x ≤ 3.
Να υπολογιστούν τα αθροίσµατα

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
και

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
.

Χρησιµοποιώντας τη σειρά Fourier της συνάρτησης f(x) = |x|, να ϐρεθεί συνάρτηση της οποίας η σειρά Fourier
έχει τη µορϕή

− 8

π3

∞∑
n=0

sin(2n+ 1)πx

(2n+ 1)3
.

4. (α) Να ϐρεθεί το ολοκλήρωµα Fourier της συνάρτησης

f(x) =

 0, x < 0
1, 0 < x < 2
0, x > 2

Να δειχθεί ότι
∫ ∞

0

sin kx

x
dx =

π

2
, k > 0.

(ϐ) ∆ίνεται ότι
∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2
.

Να δειχθεί ότι η µετασχηµατισµένη Fourier F (α) = F{f(x)} της συνάρτησης f(x) = e−x2

, −∞ < x < +∞,
ικανοποιεί τη διαϕορική εξίσωση

2
dF

dα
+ αF = 0.

Λύνοντας τη πιο πάνω διαϕορική εξίσωση, να ϐρεθεί η µετασχηµατισµένη Fourier της συνάρτησης f(x) = e−x2

,
−∞ < x < +∞.
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5. ΄Εστω Jn(x) η συνάρτηση Bessel πρώτου είδους τάξης n. Να αποδειχθούν οι πιο κάτω αναδροµικοί τύποι

(i) Jn(x) =
x

2n
[Jn−1(x) + Jn+1(x)]

(ii) J ′
n(x) =

1

2
[Jn−1(x)− Jn+1(x)]

Στη συνέχεια να δειχθεί ότι

d

dx

[
1
2x

2(J2
n(x)− Jn−1(x)Jn+1(x))

]
= xJ2

n(x).

6. ΄Εστω Pn(x) τα πολυώνυµα Legendre. ∆ίνεται ότι τα πολυώνυµα Legendre Pn(x) ικανοποιούν τη διαϕο-
ϱική εξίσωση

(1− x2)y′′(x)− 2xy′(x) + n(n+ 1)y(x) = 0.

Να δειχθεί ότι το σύνολο των πολυώνυµων Legendre {Pn (x)} είναι ορθογώνιο στο διάστηµα (−1, 1) και ότι

∥Pn (x)∥2 =
2

2n+ 1
.

Λύνοντας τη διαϕορική εξίσωση του Legendre, να ϐρεθεί το πολυώνυµο P3(x).

7. (α) Να µετασχηµατισθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

d2y

dx2
+ y = sinx, y(0) = 0, y′(0) = 0

(i) σε Volterra ολοκληρωτική εξίσωση µε άγνωστη συνάρτηση την ϕ(x) =
d2y

dx2
,

(ii) σε Volterra ολοκληρωτική εξίσωση µε άγνωστη συνάρτηση την y(x).

(ϐ) Αϕού ϐρεθεί η συνάρτηση Green για τον κατάλληλο διαϕορικό τελεστή, ή διαϕορετικά, να µετασχηµα-
τιστεί το πρόβληµα

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (λx2 − 9)y = 0, y(0) = y(1) = 0

σε Fredholm ολοκληρωτική εξίσωση.

8. Η µετασχηµατισµένη Laplace της συνάρτησης u(x, t) ως προς τη µεταβλητή t, ορίζεται ως

L{u(x, t)} =

∫ +∞

0

e−stu(x, t)dt = U(x, s),

όπου το x ϑεωρείται ως παράµετρος. Να δειχθεί ότι

L
{
∂u

∂t

}
= sU(x, s)− u(x, 0) και L

{
∂2u

∂x2

}
=

d2U

dx2
.

Να λυθεί το πρόβληµα συνοριακών και αρχικών τιµών

ut = uxx + 5e−x(cos 2t+ sin 2t), x > 0, t > 0,

u(0, t) = −3 cos 2t+ sin 2t, t > 0,

u(x, 0) = −3e−x, x > 0,

|u(x, t)| < M.
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