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1. (α) Χρησιµοποιώντας µεταβολικό συµβολισµό, ή διαϕορετικά, να αποδειχθεί η εξίσωση του
Euler για το πρόβληµα

δ

∫ x2

x1

f
(
x, y, y′, y′′

)
dx = 0.

Να ϐρεθεί η καµπύλη y(x) που δίνει ακρότατη τιµή στο ολοκλήρωµα∫ x2

x1

y′′
3
dx.

(ϐ) Να εκϕραστεί η διαϕορική εξίσωση

(1− x2)y′′ − 2xy′ + 12y = 0

µε y(0) = 0, y(1) = 1 σε µεταβολική µορϕή.

2. Να δειχθεί ότι η εξίσωση του Euler µπορεί να γραϕτεί στη µορϕή

1

y′

[
d

dx

(
f − ∂f

∂y′
dy

dx

)
− ∂f

∂x

]
= 0.

Να ϐρεθεί η καµπύλη y(x) που καθιστά το ολοκλήρωµα

I[y(x)] =

∫ x2

x1

y
√

1 + y′2dx

ελάχιστο, όπου y(x) είναι υποκείµενη στην ολοκληρωτική συνθήκη∫ x2

x1

√
1 + y′2dx = σταθερά.

[Υπόδειξη:
∫

du√
u2 − 1

= cosh−1 u+ c, (u > 1) ]

3. Να δειχθεί ότι οι ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις της διαϕορικής εξίσωσης SturmLiouville

d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ [q(x) + λr(x)] y = 0

µπορούν να ϐρεθούν αντίστοιχα, υπολογίζοντας τις ακρότατες τιµές του λόγου

λ =

∫ x2

x1

(
p(x)y′

2 − q(x)y2
)
dx∫ x2

x1

r(x)y2dx

και τις συναρτήσεις y(x) που δίνουν τις ακρότατες τιµές του λόγου λ.



4. (α) Αν L{f(t)} = F (s) και το όριο lim
t→0+

f(t)

t
υπάρχει, να δειχθεί ότι

L
{
f(t)

t

}
=

∫ ∞

s
F (u)du

και

L
{∫ t

0
f(u)du

}
=

F (s)

s
.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τις κατάλληλες ιδιότητες, να ϐρεθεί η µετασχηµατισµένη Laplace της συνάρ-
τησης

f(t) = t

∫ t

0

1

u
e−4u sin 3udu.


