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1. (α) Χρησιµοποιώντας µεταβολικό συµβολισµό, ή διαφορετικά, να αποδειχθεί η εξίσωση του
Euler για το πρόβληµα

δ

∫ x2

x1

f
(
x, y, y′, y′′

)
dx = 0.

Να ϐρεθεί η καµπύλη y(x) που δίνει ακρότατη τιµή στο ολοκλήρωµα∫ 1

0
[y′ + y′′

2
]dx,

όπου y(0) = y(1) = 0 και y′(0) = y′(1) = 1.

(ϐ) Να δειχθεί ότι οι ιδιοτιµές και οι ιδιοσυναρτήσεις της διαφορικής εξίσωσης Sturm-Liouville

d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ [q(x) + λr(x)] y = 0

µπορούν να ϐρεθούν αντίστοιχα, υπολογίζοντας τις ακρότατες τιµές του λόγου

λ =

∫ x2

x1

(
p(x)y′

2 − q(x)y2
)
dx∫ x2

x1

r(x)y2dx

και τις συναρτήσεις y(x) που δίνουν τις ακρότατες τιµές του λόγου λ.

2. Να δειχθεί ότι η εξίσωση του Euler µπορεί να γραφτεί στη µορφή

1

y′

[
d

dx

(
f − ∂f

∂y′
dy

dx

)
− ∂f

∂x

]
= 0.

Να ϐρεθεί η εξίσωση της καµπύλης που δίνει ακρότατη τιµή στο ολοκλήρωµα∫ x2

x1

√
y2 + y′2dx.

[Υπόδειξη:
∫

du

u
√
u2 − a2

=
1

a
sec−1

u

a
+ c, u > a ]

3. (α) Αφού χρησιµοποιηθούν οι κατάλληλες ιδιότητες της µετασχηµατισµένης Laplace, να δειχθεί
ότι

L{Ci(t)} = log(s2 + 1)

2s
,

όπου Ci(t) είναι το συνηµιτονικό ολοκλήρωµα.

(ϐ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ +∞

0
te−3t sin tdt.



4. (α) Να εκφραστεί η συνάρτηση

f(t) =


0, 0 < t < 1
12, 1 ≤ t ≤ 2
0, t > 2

συναρτήσει της µοναδιαίας ϐηµατικής συνάρτησης.
Χρησιµοποιώντας µετασχηµατισµένες Laplace να ϐρεθεί η ειδική λύση της διαφορικής εξίσωσης

d2y

dt2
+ 5

dy

dt
+ 4y = f(t)

η οποία ικανοποιεί τις συνθήκες y(0) = 0 και y′(0) = 0.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας µετασχηµατισµένες Laplace να ϐρεθεί η ειδική λύση του συστήµατος

dx

dt
= 2x+ y,

dy

dt
= x+ 2y

το οποίο ικανοποιεί τις αρχικές συνθήκες x(0) = 1, y(0) = 0.


