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ΠΕΡΙΛΗΨΗ 
Στην εργασία αυτή υπολογίζουµε αριθµητικά τους χρόνους παύσης σε τρεις µονοδιάστατες 
ιξωδοµετρικές ροές ρευστών Bingham: την επίπεδη ροή Couette, την επίπεδη ροή Poiseuille 
και την αξονοσυµµετρική ροή Poiseuille. Στις προσοµοιώσεις χρησιµοποιούµε την 
οµαλοποιηµένη εξίσωση που πρότεινε ο Παπαναστασίου για πλαστικά Bingham. Για τη 
διακριτοποίηση της εξίσωσης διατήρησης της ορµής χρησιµοποιούµε πεπερασµένα στοιχεία 
στον χώρο και ανάδροµες πεπερασµένες διαφορές στον χρόνο. Οι αριθµητικοί µας 
υπολογισµοί επιβεβαιώνουν τη θεωρία σύµφωνα µε την οποία οι χρόνοι παύσης για µη 
µηδενική τάση διαρροής είναι πεπερασµένοι. Η µείωση της ογκοµετρικής παροχής, η οποία 
είναι εκθετική στη Νευτώνεια περίπτωση, επιταχύνεται και καθίσταται τελικά γραµµική µε την 
αύξηση της τιµής της τάσης διαρροής. Οι αριθµητικοί χρόνοι παύσης συµφωνούν µε τα 
θεωρητικά άνω φράγµατα της βιβλιογραφίας.  

ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
Μια ιξωδοµετρική ροή µπορεί να σταµατήσει τελείως είτε µε ακινητοποίηση του κινούµενου 
συνόρου στην περίπτωση ροών Couette είτε µε µηδενισµό της εφαρµοζόµενης βαθµίδας 
πίεσης στην περίπτωση ροών Poiseuille. Στα Νευτώνεια ρευστά, τα αντίστοιχα πεδία 
ταχύτητας φθίνουν προς το µηδέν σε θεωρητικά άπειρο χρόνο [1]. Στα πλαστικά Bingham ο 
απαιτούµενος χρόνος για τον µηδενισµό της ταχύτητας είναι πεπερασµένος, γεγονός που 
υποδεικνύει τη σηµασία της τάσης διαρροής (yield stress) [2]. Ο Glowinski [3] καθώς και οι 
Huilgol et al. [2,4] βρήκαν σε λυµένη µορφή θεωρητικά πεπερασµένα άνω φράγµατα για τον 
χρόνο που χρειάζεται ένα υλικό Bingham για να ηρεµήσει σε διάφορες ροές, όπως η επίπεδη 
και η κυκλική ροή Couette και η επίπεδη και η αξονοσυµµετρική ροή Poiseuille. Σε όλες αυτές 
τις ροές, το θεωρητικό άνω φράγµα είναι συνάρτηση της πυκνότητας, του ιξώδους, της τάσης 
διαρροής και της ελάχιστης ιδιοτιµής του τελεστή Laplace στο πεδίο ροής. Σε µια πρόσφατη 
εργασία, ο Huilgol [5] βρήκε επίσης άνω φράγµατα για την παύση της αξονοσυµµετρικής ροής 
Poiseuille άλλων γενικότερων ιξωδοπλαστικών ρευστών . 
 Στόχος της παρούσας είναι ο αριθµητικός υπολογισµός των χρόνων παύσης (stopping 



times) και η σύγκρισή τους µε τα θεωρητικά άνω φράγµατα της βιβλιογραφίας για την επίπεδη 
ροή Couette, και την επίπεδη και την αξονοσυµµετρική ροή Poiseuille ενός ρευστού Bingham. 
Στο άρθρο αυτό θα παραθέσουµε µόνο αποτελέσµατα για την επίπεδη ροή Poiseuille. 
Προκειµένου να αποφύγουµε την ανάγκη του εκ των προτέρων προσδιορισµού των περιοχών 
διαρροής και µη διαρροής στο πεδίο ροής, αντί του ασυνεχούς µοντέλου Bingham, 
χρησιµοποιούµε την οµαλοποιηµένη εξίσωση του Παπαναστασίου [6]: 
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όπου τ ο τανυστής τάσεων, γ  ο τανυστής ρυθµών παραµόρφωσης µε µέτρο γ , 0τ η τάση 

διαρροής, µ το ιξώδες και m η παράµετρος οµαλοποίησης ή ανάπτυξης. 

∆ΙΕΠΟΥΣΕΣ ΕΞΙΣΩΣΕΙΣ 
Η γεωµετρία των υπό µελέτη ροών φαίνεται στο Σχήµα 1. Όπως προαναφέραµε, θα 
συζητήσουµε µόνο την επίπεδη ροή Poiseuille. 
 

 
Σχήµα 1: Γεωµετρία των τριών ιξωδοµετρικών ροών.  

 Με την χρήση κατάλληλων κλιµάκων, η x-συνιστώσα της εξίσωσης διατήρησης της 
ορµής γράφεται σε αδιάστατη µορφή ως εξής: 
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όπου f η αδιάστατη βαθµίδα πίεσης. Η αδιάστατη εξίσωση Παπαναστασίου ανάγεται στην 
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όπου /xu yγ = ∂ ∂ , Bn=τ0Η/µV ο αριθµός Bingham και M=mV/H ο αδιάστατος αριθµός 

ανάπτυξης. Στην περίπτωση παύσης της Νευτώνειας ροής (Bn=0), η βαθµίδα της πίεσης 
µηδενίζεται σε χρόνο µηδέν και η χρονοµεταβαλλόµενη ταχύτητα δίνεται από την [1]: 
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η οποία καταδεικνύει ότι η ροή σταµατά πλήρως µε την παρέλευση άπειρου χρόνου. Στην 
περίπτωση ρευστού Bingham (Bn>0), το θεωρητικό άνω φράγµα για τον χρόνο διακοπής είναι 
[2]: 
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Η πιο πάνω εκτίµηση ισχύει όταν f<Bn, αφού στην αντίθετη περίπτωση η ροή δεν σταµατά. 
Στη συνέχεια θα δείξουµε αποτελέσµατα µόνο για την περίπτωση όπου η βαθµίδα πίεσης f 
µηδενίζεται. 

ΑΡΙΘΜΗΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ 
Για την αριθµητική επίλυση του υπό µελέτη προβλήµατος ροής χρησιµοποιήσαµε τη µέθοδο 
των πεπερασµένων στοιχείων µε τετραγωνικές συνάρτήσεις βάσης για την ταχύτητα.  Για τη 
χρονική διακριτοποίηση χρησιµοποιήσαµε το σχήµα των ανάδροµων πεπερασµένων 
διαφορών. 
 Στο Σχήµα 2 βλέπουµε την εξέλιξη της κατανοµής της ταχύτητας στην περίπτωση 
Νευτώνειας ροής (Bn=0) και στην περίπτωση ροής Bingham µε Bn=20. Τα αποτελέσµατά µας 
δείχνουν ότι για µικρούς αριθµούς Bingham η µείωση της ογκοµετρικής παροχής είναι 
εκθετική. Με την αύξηση του αριθµού Bingham η µείωση αυτή καθίσταται πολυωνυµική και 
στη συνέχεια γραµµική. 
 Στο Σχήµα 3, συγκρίνουµε τον αριθµητικό χρόνο διακοπής (δηλ. τον χρόνο που 
απαιτείται έτσι ώστε η ογκοµετρική παροχή να µειωθεί στην τιµή 10-5) µε το θεωρητικό άνω 
φράγµα που δίνεται από την εξίσωση (5). Παρατηρούµε ότι τα αποτελέσµατά µας συµφωνούν 
αρκετά καλά µε τα θεωρητικά µε εξαίρεση µια µικρή περιοχή που αντιστοιχεί σε µικρούς έως 
πολύ µικρούς αριθµούς Bingham. Αυτές οι µικροδιαφορές οφείλονται στο ότι η τιµή M=500 
που χρησιµοποιήσαµε για τον αδιάστατο αριθµό ανάπτυξης δεν ήταν αρκούντως µεγάλη για να 
περιγραφεί η ροή Bingham από το οµαλοποιηµένο µοντέλο Παπαναστασίου. Η επίδραση αυτή 
γίνεται πιο σηµαντική στην περίπτωση που η εφαρµοζόµενη βαθµίδα πίεσης είναι µη µηδενική 
(αλλά φυσικά µικρότερη από Bn). Ενώ θεωρητικά η ροή Bingham σταµατά πλήρως, το 
οµαλοποιηµένο µοντέλο προβλέπει αρκετά καλά µόνο την αρχική µείωση της ογκοµετρικής 
παροχής, αφού οδηγεί σε µια νέα µόνιµη κατάσταση όπου η ογκοµετρική παροχή είναι µεν 
µικρή αλλά όχι µηδενική. Αυτή η τελική τιµή της ογκοµετρικής παροχής µειώνεται µε αύξηση 
του αριθµού ανάπτυξης αλλά δεν µηδενίζεται. 
 



 

 
Σχήµα 2: Εξέλιξη της κατανοµής της ταχύτητας για Νευτώνειο ρευστό (Bn=0) και ρευστό Bingham 

(Bn=20). 

 
 

 
 

Σχήµα 3: Σύγκριση του αριθµητικού µε τον θεωρητικό χρόνο παύσης.  
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