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1. (α) ∆ίνονται τα σηµεία A(5, 1,−2) και B(4,−1, 3). ∆ίνεται η ευθεία L1 µε εξίσωση

r = (−8, 5,−6) + t(5, 0,−2).

(i) Να ϐρεθεί η εξίσωση της ευθείας L2 η οποία διέρχεται από τα σηµεία A και B.
(ii) Να δειχθεί ότι οι ευθείες L1 και L2 τέµνονται και να ϐρεθεί το σηµείο τοµής, P .
(iii) Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του σηµείου C που ϐρίσκεται πάνω στην ευθεία L1 και είναι τέτοιο
ώστε το τρίγωνο PBC να έχει ορθή γωνία στο B.

(ϐ) Να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς k έτσι ώστε τα τέσσερα σηµεία (1, 1,−1), (0, 3,−2), (−2, 1, 0) και
(k, 0, 2) να ϐρίσκονται πάνω στο ίδιο επίπεδο.

2. Να ϐρεθεί η οξεία γωνία µεταξύ των επιπέδων µε εξισώσεις

x− 2y + z = 9 και x+ y − z = −2.

Τα επίπεδα τέµνονται στην ευθεία L και A είναι σηµείο της L µε διάνυσµα ϑέσης ai+ bj+ k.
(i) Να ϐρεθούν οι τιµές των σταθερών a και b.
(ii) Να ϐρεθεί η διανυσµατική εξίσωση της ευθείας L.

Τα δύο επίπεδα P1 και P2 είναι κάθετα στην ευθεία L. Η απόσταση του σηµείου A από το P1 είναι√
14 και η απόσταση του από το P2 είναι επίσης

√
14. Να ϐρεθούν οι εξισώσεις των επιπέδων P1 και

P2.

3. ΄Ενα σωµατίδιο κινείται πάνω σε µια καµπύλη και το διάνυσµα ϑέσης τη χρονική στιγµή t είναι ίσο
µε

r(t) = eti+ e−2tj+ tk.

Να ϐρεθούν :
(i) το µέτρο της εϕαπτοµενικής και της κάθετης επιτάχυνσης τη χρονική στιγµή t = 0,
(ii) η εϕαπτοµενική και η κάθετη επιτάχυνση τη χρονική στιγµή t = 0,
(iii) η καµπυλότητα στο σηµείο στο οποίο ϐρίσκεται το σωµατίδιο τη χρονική στιγµή t = 0.



4. (α) Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό

x = r cos θ, y = r sin θ

να δειχθεί ότι η εξίσωση του Laplace
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(ϐ) ∆ίνεται η συνάρτηση f(x, y) = 3− x

3
− y

2
.

(i) Να ϐρεθεί η κατευθυντική παράγωγος της f(x, y) στο σηµείο (3, 2) στην κατεύθυνση του διανύ-
σµατος από το σηµείο (1, 2) στο σηµείο (−2, 6).
(ii) Να ϐρεθεί η µέγιστη τιµή της κατευθυντικής παραγώγου στο σηµείο (3, 2).
(iii) Να ϐρεθεί µοναδιαίο διάνυσµα u το οποίο είναι ορθογώνιο στο ∇f(3, 2) και στη συνέχεια να
υπολογιστεί η Duf(3, 2).

5. (α) Να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τα σχετικά ακρότατα της f(x, y) = xy +
1

x
+

1

y
.

(ϐ) Να ϐρεθούν τα απόλυτα ακρότατα της f(x, y) = 3x2 + 2y2 − 4y στην κλειστή περιοχή που περι-
κλείεται από την παραβολή y = x2 και την ευθεία y = 4.

(γ) Χρησιµοποιώντας πολλαπλασιαστές του Lagrange, να ϐρεθεί η ελάχιστη απόσταση του σηµείου
(2, 1, 1) από το επίπεδο x+ y + z = 1.



Απαντήσεις
1(α) (i) r = (5, 1,−2) + t(−1,−2, 5)
(ii) P (7, 5,−12)
(iii) C(−23, 5, 0)
(ϐ) k = −6

2 ≈ 62o (i) a = 2, b = −3 (ii) r = 2i− 3j+ k+ t(i+ 2j+ 3k)
P1: x+ 2y + 3z = 13 P2: x+ 2y + 3z = −15
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5 (α) (1, 1, 3) σχετικό ελάχιστο.
(ϐ) Απόλυτο µέγιστο = 28 στα (±2, 4), απόλυτο ελάχιστο = −2 στο (0, 1)
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