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1. (α) Να ϐρεθούν τα σηµεία της καµπύλης

x = 5 + 3 cos θ, y = −2 + sin θ, 0 ≤ θ ≤ 2π

στα οποία η εϕαπτοµένη είναι (i) οριζόντια και (ii) κατακόρυϕη.

(ϐ) Να ϐρεθεί το µήκος της καµπύλης

x = sin−1 t, y = ln
√

1− t2, 0 ≤ t ≤ 1
2 .

(γ) Να ϐρεθεί το εµβαδόν της περιοχής µεταξύ της καµπύλης

x = 2 cot θ, y = 2 sin2 θ, 0 < θ < π

και του άξονα των x.
[Το γράϕηµα της καµπύλης είναι πάνω από τον άξονα των x.]

2. (α) (i) ∆ίνονται δύο σηµεία µε πολικές συντεταγµένες (r1, θ1) και (r2, θ2). Να δειχθεί ότι η απόσταση
µεταξύ τους είναι ίση µε√

r21 + r22 − 2r1r2 cos(θ1 − θ2) .

(ii) Να ϐρεθεί η απόσταση στην περίπτωση όπου θ1 = θ2 και να εξηγηθεί η απάντηση.
(iii) Να ϐρεθεί η απόσταση µεταξύ των σηµείων µε πολικές συντεταγµένες (1, 0) και (1, π4 ).

(ϐ) Να γίνει η γραϕική παράσταση των πολικών εξισώσεων

(i) r = 3 cos 2θ (ii) r =
6

2 sin θ − 3 cos θ

(γ) Να γίνει η γραϕική παράσταση της καµπύλης (x2 + y2)3 = 9(x2 − y2)2.



3. (i) Στο ίδιο σχήµα, να γίνει η γραϕική παράσταση των πολικών εξισώσεων r = a(1 + cos θ) και
r = a sin θ.

(ii) Να ϐρεθεί το εµβαδόν του χωρίου που είναι κοινό στο εσωτερικό των δύο καµπυλών.
(iii) Χρησιµοποιώντας τον τύπο για µήκος τόξου σε παραµετρικές εξισώσεις, να δειχθεί ότι το

µήκος τόξου της πολικής καµπύλης

r = r(θ), θ1 ≤ θ ≤ θ2,

δίνεται από τον τύπο

L =

∫ θ2

θ1

√
r2 +

(
dr

dθ

)2

dθ.

(iv) Να ϐρεθεί το εξωτερικό µήκος της σύνθετης καµπύλης που σχεδιάστηκε στο (i).

4. (α) (i) Να ϐρεθεί η εξίσωση της παραβολής µε εστία (2, 2) και διευθετούσα x = −2.
(ii) Να ϐρεθεί η εξίσωση της έλλειψης µε κέντρο (−2, 3), εστία (−2, 3 +

√
5) και κορυϕή (−2, 6).

(iii) Να ϐρεθεί η εξίσωση της υπερβολής µε κορυϕές (2,±3) και το (0, 5) είναι σηµείο της γραϕικής
παράστασης.

(ϐ) Να προσδιοριστεί το είδος της κωνικής τοµής για τις πιο κάτω εξισώσεις. Αν είναι παραβολή, να
ϐρεθούν η εστία, η κορυϕή και η διευθετούσα. Αν είναι έλλειψη, να ϐρεθούν το κέντρο, οι εστίες και
οι κορυϕές. Αν είναι υπερβολή, να ϐρεθούν το κέντρο, οι εστίες, οι κορυϕές και οι ασύµπτωτες.

(i) 9x2 + 4y2 + 36x− 24y + 36 = 0
(ii) y2 − 4x2 + 16x− 25 = 0
(iii) y2 − 8x− 4y + 4 = 0

5. (α) ΄Εστω η εξίσωση

x2 +Ay2 + 2x+ 2y +B = 0,

όπου A > 0. Να δειχθεί ότι η εξίσωση αντιπροσωπεύει έλλειψη ή κύκλο ή ένα σηµείο ή δεν έχει
γραϕική παράσταση.

(ϐ) Να δειχθεί (απαλείϕοντας τις τετραγωνικές ϱίζες) ότι η γραϕική παράσταση της εξίσωσης
√
x+

√
y = 1

είναι ένα κοµµάτι παραβολής.


