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1. (α) (i) Να ϐρεθεί το µήκος τόξου της καµπύλης στο διάστηµα που δίνεται,

x = ln(sec t+ tan t)− sin t, y = cos t, 0 ≤ t ≤ π

3
.

Το πιο πάνω τόξο περιστρέϕεται γύρω από τον άξονα των x.
(ii) Να ϐρεθεί το εµβαδόν της επιϕάνειας που παράγεται.

(ϐ) Το επίπεδο Π έχει εξίσωση 2x + y + 3z = 21 και η ευθεία γραµµή L διέρχεται από το σηµείο
P (1, 2, 1) και είναι κάθετη στο επίπεδο Π.

(i) Να ϐρεθεί η εξίσωση της L.
(ii) Η ευθεία γραµµή L τέµνει το επίπεδο Π στο σηµείο M . Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του M .
(iii) Να ϐρεθεί η απόσταση του P από την ευθεία OM , όπου O είναι η αρχή των αξόνων.
(iv) Το σηµείο Q είναι η ανάκλαση του σηµείου P πάνω στο επίπεδο Π (το είδωλο του P ως προς

το Π). Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του Q.

2. (α) (i) Να γίνει η γραϕική παράσταση της καµπύλης C µε πολική εξίσωση

r = 2 + 2 cos θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

(ii) Να ϐρεθεί το εµβαδόν που περικλείεται από την καµπύλη C.
Ο κύκλος µε εξίσωση (x− 3)2 + y2 = 9 τέµνει την καµπύλη C στα σηµεία A και B.

(iii) Να ϐρεθούν οι πολικές συντεταγµένες των σηµείων A και B.
΄Εστω R η περιοχή στα δεξιά του ευθύγραµµου τµήµατος AB και εντός της καµπύλης C.

(iv) Να ϐρεθεί το εµβαδόν της περιοχής R.
(v) Να ϐρεθεί η περίµετρος της περιοχής R.

(ϐ) Να δειχθεί ότι η πολική εξίσωση

r =
4

2− sin θ

αντιπροσωπεύει έλλειψη και να γίνει η γραϕική της παράσταση.



3. (α) Να προσδιοριστεί το είδος της κωνικής τοµής για τις πιο κάτω εξισώσεις. Αν είναι παραβολή, να
ϐρεθούν η εστία, η κορυϕή και η διευθετούσα. Αν είναι έλλειψη, να ϐρεθούν το κέντρο, οι εστίες και
οι κορυϕές. Αν είναι υπερβολή, να ϐρεθούν το κέντρο, οι εστίες, οι κορυϕές και οι ασύµπτωτες.

(i) y2 − 4y − 8x− 12 = 0 (ii) 4x2 + y2 + 8x− 2y + 1 = 0 (iii) x2 − y2 − 2x+ 4y − 4 = 0

Να γίνει η γραϕική παράσταση των πιο πάνω κωνικών τοµών.
(ϐ) Να δειχθεί ότι η πιο κάτω εξίσωση αντιπροσωπεύει υπερβολή. Να ϐρεθούν το κέντρο, οι κορυϕές,
οι εστίες και οι ασύµπτωτες της.

32y2 − 52xy − 7x2 + 72
√
5x− 144

√
5y + 900 = 0

4. (α) ΄Εστω η συνάρτηση f(x, y) =
x− y

x+ y
. Να ϐρεθεί µοναδιαίο διάνυσµα u στις πιο κάτω περιπτώ-

σεις :
(i) Duf(−1

2 ,
3
2) παίρνει τη µέγιστη τιµή,

(ii) Duf(−1
2 ,

3
2) παίρνει την ελάχιστη τιµή,

(iii) Duf(−1
2 ,

3
2) = 0,

(iv) Duf(−1
2 ,

3
2) = 1.

Στο (i) και στο (ii) να δοθεί η τιµή της κατευθυντικής παραγώγου Duf(−1
2 ,

3
2).

(ϐ) ∆ίνεται ότι z = f(x, y) είναι λύση των διαϕορικών εξισώσεων
∂z

∂x
+

∂z

∂y
= 0 και

∂z

∂x
− ∂z

∂y
= 0.

Να δειχθεί ότι z = f(x3 − 3xy2, 3x2y − y3) είναι επίσης λύση των πιο πάνω εξισώσεων.

(γ) Να δειχθεί ότι η καµπυλότητα ορίζεται και ως κ =
∥T′(t)∥
∥r′(t)∥

.

Η καµπύλη C ορίζεται παραµετρικά από τις εξισώσεις :

x = t+ sin t, y = 1− cos t, 0 ≤ t ≤ π.

Να δειχθεί ότι T(t) = cos t
2 i+ sin t

2 j και να ϐρεθεί η ακτίνα καµπυλότητας στο σηµείο της καµπύλης
όπου t = 2

3π.

5. (α) Να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τα σχετικά ακρότατα της f(x, y) = x3 + y3 + 3x2 − 3y2 − 8.

(ϐ) Να ϐρεθούν τα απόλυτα ακρότατα της συνάρτησης f(x, y) = (4y2 − x2)e−(x2+y2) στην κλειστή
κυκλική περιοχή x2 + y2 ≤ 2.

6. (α) Να σχεδιαστεί η περιοχή R που περικλείεται από τις καµπύλες xy = 1, y = 0, y = x και x = 2
και να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫∫

R

(x2 + y2)dxdy.

(ϐ) Να σχεδιαστεί η περιοχή ολοκλήρωσης του διπλού ολοκληρώµατος∫ 1

0

∫ √
4−x2

√
1−x2

xdydx+

∫ 2

1

∫ √
4−x2

0
xdydx

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα.
(γ) Η περιοχή R που περικλείεται από τις ευθείες γραµµές y = x, y = x

2 , y = π και y = 2π. Να
υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫∫

R

sin y

y
dydx.


