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1. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ 1

0

∫ 3

−3

xy2

x2 + 1
dydx, (ii)

∫ π
6

0

∫ π
3

0

x sin(x+ y)dydx

(iii)

∫ 3

0

∫ 2

0

ye−xydxdy, (iv)

∫ 3

1

∫ 2

1

1

1 + x+ y
dydx.

2. (i) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού στο πρώτο ογδοηµόριο που περικλείεται από την
επιϕάνεια z = x2 και τα επίπεδα x = 2, y = 3, y = 0 και z = 0.

(ii) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού που ϐρίσκεται κάτω από την επιϕάνεια
x2

4
+
y2

9
+

z = 1 και πάνω από το ορθογώνιο R = [−1, 1]× [−2, 2].

(iii) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού που περικλείεται από την επιϕάνεια z = 1 +
ex sin y και τα επίπεδα x = −1, x = 1, y = 0, y = π και z = 0.

(iv) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού που περικλείεται από την επιϕάνεια z = x sec2 y
και τα επίπεδα x = 0, x = 2, y = 0, y = π

4
και z = 0.

3. (i) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫∫
R

x cos(xy) cos2 πxdA,

όπου R = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1
2
, 0 ≤ y ≤ π}.

(ii) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫∫
R

y

x5 + 1
dA,

όπου R = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x2}.

4. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫∫
R

1

1 + x2
dA,

όπου R είναι η τριγωνική περιοχή µε κορυϕές (0, 0), (1, 1) και (0, 1).

(ii)

∫∫
R

y

1 + x2
dA,

όπου R είναι η περιοχή που περικλείεται από τις καµπύλες y =
√
x, y = 0 και

x = 1.

(iii)

∫∫
R

ydA,

1



όπου R είναι η περιοχή στο πρώτο τεταρτηµόριο που περικλείεται από τις παραβολές
x = y2 και x = 8− y2.

(iv)

∫∫
R

(x2 + y2)
3
2dA,

όπου R είναι η περιοχή στο πρώτο τεταρτηµόριο που περικλείεται από τις ευθείες
y = 0 και y =

√
3x και τον κύκλο x2 + y2 = 9.

5. (i) Να ϐρεθεί όγκος του στερεού που είναι φραγµένο από τον κύλινδρο x2 + y2 = 9
και τα επίπεδα z = 0 και z = 3− x.

(ii) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού που είναι φραγµένο από πάνω από την επιϕάνεια
z = 1− x2 − y2 και από κάτω από το xy-επίπεδο.

(iii) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού που είναι κάτω από την επιϕάνεια z = xy και
πάνω από το τρίγωνο µε κορυϕές (1, 1), (4, 1) και (1, 2).

(iv) Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού που περικλείεται από τους κυλίνδρους z = x2

και y = x2 και τα επίπεδα z = 0 και y = 4.

6. Αϕού γίνει αλλαγή της σειράς ολοκλήρωσης, να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ 1

0

∫ 4

4x

e−y2dydx, (ii)

∫ 2

0

∫ 1

y
2

cos(x2)dxdy

(iii)

∫ 1

0

∫ 1

x

e
x
y dydx, (iv)

∫ 1

0

∫ π
2

sin−1 y

cos x
√
1 + cos2 xdxdy.

7. Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ 1

0

∫ √
1−y2

0

cos
(
x2 + y2

)
dxdy

(ii)

∫ a

0

∫ √
a2−x2

0

dydx

(1 + x2 + y2)3/2
, a > 0

(iii)

∫ √
2

0

∫ √
4−y2

y

dxdy√
1 + x2 + y2

.

8. (i) Να υπολογιστεί το εµβαδόν της περιοχής εντός της r = 4 sin θ και εκτός της r = 2.

(ii) Να υπολογιστεί το εµβαδόν της περιοχής εντός της r = 1 και εκτός της r =
1 + cos θ.

9. Να ϐρεθεί το εµβαδόν της επιϕάνειας

(i) του τµήµατος του κυλίνδρου y2 + z2 = 9 το οποίο ϐρίσκεται πάνω από το ορθο-
γώνιο µε κορυϕές (0, 0), (4, 0), (0, 2) και (4, 2),

(ii) του τµήµατος της επιϕάνειας z = y2−x2 το οποίο ϐρίσκεται µεταξύ των κυλίνδρων
x2 + y2 = 1 και x2 + y2 = 4,

(iii) του τµήµατος της σϕαίρας x2 + y2 + z2 = 4 το οποίο ϐρίσκεται πάνω από το
επίπεδο z = 1.
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10. Χρησιµοποιώντας διπλά ολοκληρώµατα να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα Gauss,∫ +∞

0

e−x2

dx.

11. (i) Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό u = x − 2y, v = 2x + y, να υπολογιστεί
το διπλό ολοκλήρωµα∫∫

R

x− 2y

2x+ y
dA

όπου R είναι η ορθογώνια περιοχή που περικλείεται από τις ευθείες

x− 2y = 1, x− 2y = 4, 2x+ y = 1, 2x+ y = 3.

(ii) Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό u = x + y, v = x− y, να υπολογιστεί το
διπλό ολοκλήρωµα∫∫

R

(x− y)ex
2−y2dA

όπου R είναι η ορθογώνια περιοχή που περικλείεται από τις ευθείες

x+ y = 0, x+ y = 1, x− y = 1, x− y = 4.

(iii) Χρησιµοποιώντας τον µετασχηµατισµό u = 1
2
(x + y), v = 1

2
(x − y), να υπολο-

γιστεί το διπλό ολοκλήρωµα∫∫
R

sin
1

2
(x+ y) cos

1

2
(x− y)dA

όπου R είναι η τριγωνική περιοχή µε κορυϕές (0, 0), (2, 0), (1, 1).

12. Χρησιµοποιώντας κατάλληλο µετασχηµατισµό να υπολογιστούν τα διπλά ολοκληρώ-
µατα.

(i)

∫∫
R

y − 4x

y + 4x
dA, όπου R είναι η περιοχή που περικλείεται από τις ευθείες

y = 4x, y = 4x+ 2, y = 2− 4x, y = 5− 4x.

(ii)

∫∫
R

sin(x− y)

cos(x+ y)
dA, όπου R είναι η τριγωνική περιοχή που περικλείεται από τις

ευθείες

y = 0, y = x, x+ y =
π

4
.

(iii)

∫∫
R

e
y−x
y+xdA, όπου R είναι περιοχή στο πρώτο τεταρτηµόριο που περικλείεται

από το τραπέζιο µε κορυϕές (0, 1), (1, 0), (0, 4), (4, 0).
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