
ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ ΚΥΠΡΟΥ

ΤΜΗΜΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΚΑΙ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗΣ

ΒΑΣΙΚΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ
(ΜΑΣ 131)

Τελική εξέταση
Κυριακή 8 ∆εκεµβρίου, 2019

1. Η καµπύλη y =
ax2

x− b
, όπου a και b είναι σταθερές, έχει τοπικό ελάχιστο στο σηµείο x = 2 και πλάγια

ασύµπτωτη την ευθεία y = 2x+ 2.
(α) Να δειχθεί ότι b = 1 και να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς a.
(ϐ) (i) Να ϐρεθούν (αν υπάρχουν) τα σηµεία τοµής της καµπύλης µε τους δύο άξονες.

(ii) Να ϐρεθούν οι ασύµπτωτες της καµπύλης.
(iii) Να ϐρεθούν τα τοπικά ακρότατα της καµπύλης.
(iv) Να εξεταστεί το πρόσηµο της καµπύλης.
(v) Χρησιµοποιώντας τα ερωτήµατα (i) - (iv), να γίνει η γραϕική παράσταση της καµπύλης.

(γ) Να ϐρεθούν τα απόλυτα ακρότατα της καµπύλης στο διάστηµα [32 , 3].
(δ) Χωρίς να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα, να δειχθεί ότι∫ 3

3
2

ydx ≥ 12.

2. (α) ΄Εστω η συνάρτηση f(x) =
√
x− x2− sin−1 √x. Να δειχθεί ότι το πεδίο ορισµού της f(x) είναι x ∈ [0, 1].

Επίσης να δειχθεί ότι

f ′(x) = − x√
x− x2

.

Στη συνέχεια να ϐρεθεί το µήκος του διαγράµµατος της καµπύλης y = f(x).

(ϐ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
dx

x2 + c

λαµβάνοντας υπόψη τις περιπτώσεις ανάλογα µε τις τιµές της πραγµατικής σταθεράς c.

(γ) Χρησιµοποιώντας το διάγραµµα της ευθείας y = x+1, να γίνει το διάγραµµα της y =
1

x+ 1
. Να σχεδιαστεί

το χωρίο που περικλείεται από την καµπύλη y =
1

x+ 1
, τους δύο άξονες και την ευθεία x = 3. Να υπολογιστεί

ο όγκος του στερεού που προκύπτει από την πλήρη περιστροϕή του χωρίου γύρω από την ευθεία y = 2.



3. (α) Χρησιµοποιώντας τους ορισµούς των υπερβολικών συναρτήσεων, να δειχθεί ότι

sinh(A+B) = sinhA coshB + sinhB coshA

και ότι

tanh−1 x =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
, όπου |x| < 1.

∆ίνεται ότι 5 coshx+ 13 sinhx = R sinh(x+ a), όπου R > 0. Να ϐρεθούν οι τιµές του R και του a.

Χρησιµοποιώντας ότι
1

sinhx
=

2ex

e2x − 1
, να δειχθεί ότι

∫ 1

0

dx

5 coshx+ 13 sinhx
= k ln

(
15e− 10

3e + 2

)
,

όπου k είναι σταθερά που πρέπει να υπολογιστεί.

(ϐ) Να ϐρεθεί το όριο

lim
x→+∞

(
2x− 3

2x+ 5

)2x+1

.

(γ) Να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 4

0

lnx√
x
dx.

4. (α) Χρησιµοποιώντας µετασχηµατισµό της µορϕής x = u+ x0 και y = v + y0, όπου x0 και y0 σταθερές που
πρέπει να υπολογιστούν, να µετατραπεί η διαϕορική εξίσωση

(2x+ y + 1)y′ + 5x+ 2y + 1 = 0

σε οµογενή. Στη συνέχει να λυθεί η οµογενής χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση v = uw και να δοθεί η λύση
της αρχικής διαϕορικής εξίσωσης.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση u = ln y, να λυθεί η διαϕορική εξίσωση

xy′ − 4x2y + 2y ln y = 0.

5. (α) Να λυθεί η εξίσωση z2 − (3 + i)z + 4 + 3i = 0.

(ϐ) Εκϕράζοντας το πηλίκο των µιγαδικών αριθµών z1 = 1 + i και z2 = 1 + i
√
3 σε δύο διαϕορετικές µορϕές,

να υπολογιστεί το sin π
12 και το cos π

12 .

(γ) Να περιγραϕούν γεωµετρικά τα σύνολα των σηµείων :
(i) {z : |z| = Im z + 1

2}
(ii) {z : |2iz − 1| = 4}

(δ) Να λυθεί η εξίσωση z7 + 1 = 0 και στη συνέχεια να υπολογιστεί το άθροισµα

cos
π

7
+ cos

3π

7
+ cos

5π

7
.


