
ΑΣΚΗΣΕΙΣ - 4

1. Να ϐρεθούν τα παρακάτω ολοκληρώµατα:

(i)

∫ √
x
(
x2 + 4x3

)
dx (ii)

∫ (√
x− 1√

x

)
dx (iii)

∫
sin x

cos2 x
dx

(iv)

∫ π

2
π

6

(
x+

2

sin2 x

)
dx (v)

∫ π

2
π

4

cos x

sin2 x
dx (vi)

∫ 2

−2

|2x− 5|dx.

2. Να ϐρεθεί συνάρτηση f(x) τέτοια ώστε f ′(x) = 6− 5 sin 2x και f(0) = 3.

3. Αν f ′(x) =
√
x και f(1) = 5, να ϐρεθεί η συνάρτηση f(x).

4. Να υπολογιστούν γεωµετρικώς τα εµβαδά που ορίζονται από τα πιο κάτω ολοκλη-
ϱώµατα:

(i)

∫ 5

0

4dx (ii)

∫ 5

0

|x− 1|dx (iii)

∫ 0

−3

(
2 +

√
9− x2

)
dx

(iv)

∫ 2

0

√
4− x2dx (v)

∫ 10

0

√
10x− x2dx (vi)

∫ 2

0

√
9− 9

4
x2dx

(vii)

∫ 15

0

f(x)dx, όπου f(x) =


4

3
x, x ≤ 3

4, 3 < x < 12

−4

3
x+ 20, x ≥ 12.

5. ∆εδοµένου ότι
1√

x3 + 1
< x− 3

2 για 4 ≤ x ≤ 9 να δειχθεί ότι :

∫ 9

4

dx√
x3 + 1

<
1

3
.

6. Να δειχθεί ότι :∫ 1

0

x2 sinxdx ≤ 1

3
.

7. Χρησιµοποιώντας τα κατάλληλα ορισµένα ολοκληρώµατα να υπολογιστούν τα όρια :

(i) lim
n→+∞

√
1 +

√
2 + ...+

√
n− 1 +

√
n

n3/2

(ii) lim
n→+∞

14 + 24 + ...+ (n− 1)4 + n4

n5
.

8. Να υπολογιστεί η τιµή του x:

(i)

∫ x

1

1√
t
dt = 3 (ii)

∫ 0

x

1

(3t+ 1)2
dt = −1

6
(iii)

∫ x

2

(4t− 1)dt = 9.
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9. Να ϐρεθεί η µέση τιµή της f(x) στο διάστηµα που δίνεται και να ϐρεθούν όλες οι
τιµές του x∗ που ικανοποιούν το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα:

(i) f(x) = 2 + |x|, [−3, 1] (ii) f(x) = sin2 x, [0, π]

(iii) f(x) =
x√

x2 + 9
, [0, 4].

10. Να χρησιµοποιηθεί το δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού
και ο κανόνας αλυσίδας για να δειχθεί ότι :

d

dx

[∫ g(x)

0

f(t)dt

]
= f (g(x)) g′(x).

Στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι :

d

dx

[∫ g(x)

h(x)

f(t)dt

]
= f (g(x)) g′(x)− f (h(x))h′(x).

11. Να ϐρεθούν οι πιο κάτω παράγωγοι :

(i)
d

dx

[∫ x3

x2

sin2 tdt

]
(ii)

d

dx

[∫ x

−x

1

1 + t
dt

]

(iii)
d

dx

[∫ x2+
√
x

−1

(
t+

√
t
)
dt

]
12. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση

f(x) =

∫ x

0

1

1 + t2
dt+

∫ 1

x

0

1

1 + t2
dt,

είναι σταθερή στο διάστηµα (0,+∞).

13. Αν η f(x) είναι συνεχής συνάρτηση και ισχύει x2 ≤ f(x) ≤ 6, ∀x ∈ [−1, 2], να
υπολογιστούν οι τιµές των σταθερών Α και Β τέτοιες ώστε :

A ≤
∫ 2

−1

f(x)dx ≤ B.

14. Αν F (x) =

∫ x

1

1

1 + t2
dt, να υπολογιστούν : (i) F (1) και (ii) F ′(1). Επίσης να δειχθεί

ότι :

F (4)− F (2) ≤ 2

5
.
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15. Να δειχθεί ότι αν η f(x) είναι συνεχής συνάρτηση στο διάστηµα στο [a, b], τότε ισχύει∫ b

a

[
f(x)− f̄

]
dx = 0,

όπου f̄ είναι η µέση τιµή της f(x) στο διάστηµα [a, b].

16. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση

y(x) =
1

a

∫ x

0

f(t) sin a(x− t)dt,

είναι λύση της διαϕορικής εξίσωσης :

y′′ + a2y = f(x), y(0) = y′(0) = 0.

17. Να υπολογιστεί η τιµή f(4) αν:

(i)

∫ x

0

f(t) = cosπx (ii)

∫ x2

0

f(t)dt = x cos πx (iii)

∫ f(x)

0

t2dt = x cos πx.

18. Οι µεταβλητές x και y σχετίζονται µε την εξίσωση:

x =

∫ y

0

dt√
1 + 4t2

.

Να δειχθεί ότι

d2y

dx2
= ky,

όπου k σταθερά προς υπολογισµό.

19. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
ln x√
x
dx (ii)

∫
x tan−1 xdx (iii)

∫
e−3x sin 3xdx (iv)

∫
cos(ln x)dx

(v)

∫
sin−1 xdx (vi)

∫
xex

(x+ 1)2
dx (vii)

∫
ln x

x2
dx (viii)

∫
xdx

x2 + 6x+ 13

20. Αν η δεύτερη παράγωγος της συνάρτησης f(x) είναι συνεχής στο διάστηµα [−1, 1],
να δειχθεί ότι :∫ 1

−1

xf ′′(x)dx = f ′(1) + f ′(−1) + f(−1)− f(1).

21. Αν m, n είναι µη αρνητικοί ακέραιοι αριθµοί και m ̸= n, να δειχθεί ότι :

(i)

∫ 2π

0

sin(mx) cos(nx)dx = 0 (ii)

∫ 2π

0

cos(mx) cos(nx)dx = 0

(iii)

∫ 2π

0

sin(mx) sin(nx)dx = 0.
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22. ∆ίνεται ότι In =
∫ π

2
0 sinn xdx. Να δειχθεί ότι :

In =
n− 1

n
In−2.

23. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
sin x

cos2 x
dx (ii)

∫ √
cosx sinxdx (iii)

∫
tan3 x sec5 xdx

(iv)

∫
cosec4xdx (v)

∫
ex

2 + 2ex + e2x
dx (vi)

∫
tan−1(x+ 2)

x2 + 4x+ 5
dx.

(vii)

∫
sinh3 x cosh2 xdx (viii)

∫
dx√

x2 − 2x+ 17
(ix)

∫
dx

4x2 + 12x+ 5

(x)

∫
x+ 1

x
dx (xi)

∫
xdx

2x+ 1
(xii)

∫
sec3 x+ esinx

sec x
dx

24. Γράϕοντας το άθροισµα sinx + cosx στη µορϕή A sin(x + ϕ), να ϐρεθεί το ολοκλή-
ϱωµα:∫

dx

sin x+ cos x
.

Με τον ίδιο τρόπο να ϐρεθεί το ολοκλήρωµα∫
dx

a sin x+ b cosx
,

όπου οι σταθερές a και b δεν µπορούν να είναι και οι δύο ίσες µε µηδέν.

25. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
dx

x2
√
x2 + 25

(ii)

∫
cos xdx√
2− sin2 x

(iii)

∫ 2

√
2

√
2x2 − 4

x
dx (iv)

∫ 3

0

x3dx

(3 + x2)5/2

26. Το ολοκλήρωµα∫
x

x2 + 4
dx,

µπορεί να ϐρεθεί είτε µε τριγωνοµετρική αντικατάσταση, είτε µε την αντικατάσταση
u = x2+4. Να ϐρεθεί µε τους δύο αυτούς τρόπους και να δειχθεί ότι τα αποτελέσµατα
είναι ισοδύναµα.
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27. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
dx

16x2 + 16x+ 5
(ii)

∫
exdx√

1 + ex + e2x
(iii)

∫
cos xdx

sin2 x− 6 sin x+ 2

(iv)

∫
2x+ 3

4x2 + 4x+ 5
dx (v)

∫
dx

x3 + x
(vi)

∫
x4 + 6x3 + 10x2 + x

x2 + 6x+ 10
dx

(vii)

∫
dx

1 + ex
(viii)

∫
sec2 xdx

tan3 x− tan2 x
.

28. Να υπολογιστούν οι σταθερές a και b τέτοιες ώστε :

x4 + 1 = (x2 + ax+ 1)(x2 + bx+ 1).

Στη συνέχεια να δειχθεί ότι :∫ 1

0

x

x4 + 1
dx =

π

8
.

29. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
1 +

√
x

1−
√
x
dx (ii)

∫
e
√
xdx (iii)

∫
dx

2 + sinx
(iv)

∫
cos x

2− cos x
dx.

30. Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση x =
1

u
, να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ √
4− x2

x4
dx (ii)

∫
dx

x2
√
3− x2

(iii)

∫
dx

x2
√
x2 + 1

(iv)

∫ √
x2 − 5

x4
dx.

31. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
1 + x√

x
dx (ii)

∫ √
1− x2

x2
dx (iii)

∫
dx

x1/2 + x1/4
(iv)

∫
dx

sinx− tanx
.

32. ΄Εστω ότι η συνάρτηση f(x) είναι συνεχής στο διάστηµα [0, 1]. Χρησιµοποιώντας την
αντικατάσταση x = π − u, να δειχθεί ότι :∫ π

0

xf(sin x)dx =
π

2

∫ π

0

f(sin x)dx.

33. Χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα της προηγούµενης άσκησης, να υπολογιστεί το
ολοκλήρωµα:∫ π

0

x sin x

2− sin2 x
dx.

34. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ √
x+ 1

(x− 1)5/2
dx (ii)

∫ √(
1 + x

1− x

)
dx (iii)

∫
dx

(4− x)
√
x− 1

.
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35. Να αποδειχθεί ότι :∫ a

0

f(x)dx =

∫ a

0

f(a− x)dx.

Στη συνέχεια να αποδειχθούν οι σχέσεις :

(i)

∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx =

π2

4
(ii)

∫ π

2

0

sin2 x

sin x+ cosx
dx =

1√
2
ln(1 +

√
2).

36. Να υπολογιστούν τα πιο κάτω ορισµένα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ 2

1

(x− 1)2 lnxdx (ii)

∫ π

2

0

dx

(sin x+ cosx)2
.

37. ∆ίνεται ότι :

In =

∫ π

2

0

eax cosn xdx.

Να δειχθεί ότι, για n > 1:

In =
n(n− 1)

n2 + a2
In−2 −

a

n2 + a2
.

38. ΄Εστω το ολοκλήρωµα:

I2n−1 =

∫ 1

0

x2n−1

x2 + 1
dx, n = 1, 2, 3, . . .

Χωρίς να γίνει ολοκλήρωση, να δειχθεί ότι :

I2n+1 + I2n−1 =

∫ 1

0

x2n−1dx.

Αϕού υπολογισθεί το πιο πάνω ολοκλήρωµα, να ϐρεθεί αναδροµικός τύπος για το
I2n+1. Στη συνέχεια να υπολογισθεί το I5.

39. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
6x+ 6

3x2 + 6x+ 28
dx (ii)

∫
1

3x2 + 6x+ 28
dx.

Στη συνέχεια να ϐρεθεί το ολοκλήρωµα:∫
2x+ 1

3x2 + 6x+ 28
dx.

40. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
dx

e2x − 3ex
(ii)

∫
sin xdx

cos x (1 + cos2 x)
(iii)

∫
(2 + tan2 x) sec2 x

1 + tan3 x
dx.
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41. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
dx

1− 2 sin x
(ii)

∫
dx

2− cosx
(iii)

∫
dx

1 + sin x+ cosx
.

42. Χρησιµοποιώντας την κατάλληλη αντικατάσταση να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
(x2 − 1)−

3
2dx (ii)

∫
x3(1− x)

1
3dx (iii)

∫
dx

sin2 x+ 2 cos2 x
.

43. Να ϐρεθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
dx

1− sin
x

2

(ii)

∫
dx

1 + cos 3x
(iii)

∫
dx

x
√

4− 9 ln2 x

(iv)

∫
e2x − 1

e2x + 3
dx (v)

∫
dx

x+ x
1
3

(vi)

∫
dx

1 + sec 2x
.

44. Να υπολογιστούν τα πιο κάτω γενικευµένα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ +∞

0

xe−x2

dx (ii)

∫ +∞

2

dx

x
√
lnx

(iii)

∫ +∞

−∞

e−x

1 + e−2x
dx

(iv)

∫ 9

0

dx√
9− x

(v)

∫ 1

−3

x√
9− x2

dx (vi)

∫ 4

0

dx

(x− 2)2/3

(vii)

∫ +∞

0

dx

x2
(viii)

∫ +∞

1

dx

x
√
x2 − 1

(ix)

∫ +∞

0

dx√
x(x+ 4)

(x)

∫ 1

0

ln xdx (xi)

∫ +∞

1

lnx

x2
dx (xii)

∫ +∞

0

xe−3xdx

(xiii)

∫ +∞

0

dx

x5
(xiv)

∫ 1

0

√
x ln xdx (xv)

∫ 4

0

e−
√
x

√
x
dx

(xvi)

∫ π

2

0

cos x√
1− sinx

dx (xvii)

∫ +∞

0

dx

x2 + 4
(xviii)

∫ 1

0

x ln xdx

(xix)

∫ 0

−∞

dx

(4− x)2
(xx)

∫ +∞

2

dx

x ln2 x
(xxi)

∫ +∞

0

x3e−xdx.

45. Να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς a, αν :

(i)

∫ +∞

0

e−axdx = 5 (ii)

∫ +∞

0

dx

x2 + a2
= 1, a > 0.

46. ∆ίνεται ότι
∫ +∞

0

e−x2

dx =
1

2

√
π. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ +∞

0

e−x

√
x
dx (ii)

∫ +∞

0

e−a2x2

dx, a > 0.
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47. Χρησιµοποιώντας ότι
√
1 + t3 ≥ t

3
2 , για t ≥ 0, να δειχθεί ότι :∫ +∞

0

√
1 + t3dt = +∞.

Στη συνέχεια να υπολογιστεί το όριο :

lim
x→+∞

∫ 2x

0

√
1 + t3dt

x
5
2

.

48. Να δειχθεί ότι το ολοκλήρωµα
∫ +∞

0

dx

xp
αποκλίνει για όλες τις τιµές του p.

49. Να δειχθεί ότι το ολοκλήρωµα
∫ +∞

a

dx

xp
συγκλίνει για p > 1 και αποκλίνει για p ≤ 1.

50. Να υπολογισθούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫
du√

a2 + u2
, a σταθερά (ii)

∫ 1

0

dx

(x+ 1)
√
1 + x2

, y =
1

x+ 1

(iii)

∫ 16

0

tan−1

√√
x− 1dx (iv)

∫ π

2

0

dx

5 + 4 cosx+ 3 sinx
.

(v)

∫ π

2

0

sin x cos xdx

a2 cos2 x+ b2 sin2 x
, a, b > 0, a ̸= b. (vi)

∫ π

2

0

dx

2 + cosx

(vii)

∫ 1

0

[
sin−1 x

]4
dx (viii)

∫ 4

3
3

4

dy

y
√

y2 + 1

(ix)

∫ π

2

0

cos tdt

sin2 t− 5 sin t+ 6
(x)

∫ +∞

0

e−ax cos bxdx, a > 0

(xi)

∫ tanx

e−1

tdt

1 + t2
+

∫ cotx

e−1

dt

t(1 + t2)

51. Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα:∫ 1

0

xp(1− x)qdx, p, q ∈ N.

52. Να λυθεί η εξίσωση:∫ x

√
2

1

t
√
t2 − 1

dt =
π

12
.
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53. (i) Να δειχθεί ότι, για m,n ∈ N:

(m+ n)

∫
cosm x cosnxdx−m

∫
cosm−1 x cos(n− 1)xdx = cosm x sinnx+ c.

(ii) Να υπολογισθεί το ολοκλήρωµα:

∫ π

2

0

cosn x cosnxdx.

54. ΄Εστω In =

∫ 1

−1

(
1− x2

)n
dx, n ∈ N0.

(i) Να δειχθεί ότι In = anIn−1, n ∈ N και να ϐρεθεί ο an.

(ii) Να δειχθεί ότι In = bn(n!)
2 και να ϐρεθεί ο bn.

55. ΄Εστω In =

∫ +∞

0

xn

1 + x4
dx, n ∈ N0.

(i) Να υπολογισθεί το I1.

(ii) Να δειχθεί ότι I0 = I2.

(iii) Υπολογίζοντας την τιµή του I0 + I2 −
√
2I1, να ϐρεθεί η τιµή του I2.
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