
ΑΣΚΗΣΕΙΣ - 3

1. Να υπολογιστούν τα πιο κάτω όρια :

(i) lim
x→0

2 coshx− 2

1− cos 2x
(ii) lim

x→0

1− e−2x

x2 + 3x
(iii) lim

x→2

ln(5x− 9)

x3 − 8

(iv) lim
x→0

x− tan−1 x

x3
(v) lim

x→−1

x2 − 1

ln(3x+ 4)
(vi) lim

x→π

sin2 x

1 + cos 3x

(vii) lim
x→0

(2 + x) ln(1− x)

(1− ex) cos x
(viii) lim

x→+∞
x ln

(
x+ 1

x− 1

)

(ix) lim
x→0

(1 + 2x)−
3
x (x) lim

x→+∞

[
cos

(
2

x

)]x2

(xi) lim
x→0+

(
e2x − 1

)1/ lnx

(xii) lim
x→0

(
1

x
− 1

ex − 1

)
(xiii) lim

x→+∞
[x− ln (1 + 2ex)]

(xiv) lim

x→
π

2

−

4 tanx

1 + secx
(xv) lim

x→0

9x − 3x

x
(xvi) lim

x→0

e2x − ex

x

(xvii) lim
x→a

ex − ea

x− a
(xviii) lim

x→+∞
x
(
e

1
x − 1

)
(xix) lim

x→+∞

(
x

x− 3

)x

(xx) lim
x→1

csc πx lnx (xxi) lim
x→0

(x− sin−1 x) csc3 x

(xxii) lim
x→1

(
1

ln x
− x

x− 1

)
(xxiii) lim

x→+∞

(
ln x

x
− 1√

x

)
(xxiv) lim

x→0
(cosx)

1
x (xxv) lim

x→+∞

(
1− e−x

)ex
(xxvi) lim

x→0

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
.

2. Να υπολογιστούν οι τιµές των σταθερών a και b τέτοιες ώστε :

lim
x→0

a+ cos bx

x2
= −4.

3. Αν

lim
x→0+

f(x) = lim
x→0+

f ′(x) = 0 και lim
x→0+

f ′′(x) = a,

τότε να υπολογιστεί το όριο :

lim
x→+∞

[
xf

(
t√
x

)]
, t > 0.

4. Να δειχθεί ότι x < tanx, όταν 0 < x <
π

2
.

5. Η συνάρτηση f(x) είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [0,2]. Επιπλέον ισχύει f(1) = 3
και |f ′(x)| ≤ 2, ∀x ∈ (0, 2). Να αποδειχθεί ότι 1 ≤ f(x) ≤ 5, ∀x ∈ (0, 2).
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6. ΄Εστω ότι οι συναρτήσεις f(x) και g(x) είναι παραγωγίσιµες στο [0,1] και δεν µηδε-
νίζονται στο (0,1). Επιπλέον ισχύει f(0) = g(1) = 0. Να δειχθεί ότι η εξίσωση

f ′(x)

f(x)
+

g′(x)

g(x)
= 0,

έχει τουλάχιστον µια ϱίζα στο (0,1).

7. Να αποδειχθεί ότι για τη συνάρτηση f(x) = x3+x2−4x+1 εϕαρµόζεται το ϑεώρηµα
του Rolle στο διάστηµα [−1, 2] και να ϐρεθεί c ∈ (−1, 2), τέτοιο ώστε f ′(c) = 0.

8. Να χρησιµοποιηθεί το ϑεώρηµα του Rolle για να δειχθεί ότι η εξίσωση 6x5−4x+1 = 0
έχει τουλάχιστον µια ϱίζα στο διάστηµα (0, 1).

9. Να χρησιµοποιηθεί το ϑεώρηµα µέσης τιµής για να αποδειχθεί ότι :

(i) |tanx+ tan y| ≥ |x+ y|, ∀x, y ∈
(
−π

2
,
π

2

)
.

(ii) Αν f(1) = 0 και f ′(x) =
1

x
, ∀x ∈ (0,+∞) τότε f(x) ≤ x− 1, ∀x > 0.

(iii) Αν 0 < x < y, τότε 1− x

y
< ln

x

y
<

y

x
− 1.

10. Αν f(x) και g(x) είναι συναρτήσεις για τις οποίες ισχύει f ′(x) = g(x) και g′(x) =
−f(x) ∀x, τότε να δειχθεί ότι η f2(x) + g2(x) είναι σταθερά συνάρτηση.

11. Να δειχθεί ότι για κάθε x ισχύει :

−1

2
≤ x

1 + x2
≤ 1

2
.

΄Εστω η συνάρτηση f η οποία έχει παράγωγο ίση µε:

f ′(x) =
x

1 + x2
.

Να δειχθεί ότι

|f(b)− f(a)| ≤ 1

2
|b− a|,

για κάθε a και b µε a ̸= b.

12. Εϕαρµόζοντας το ϑεώρηµα της µέσης τιµής στη συνάρτηση f(t) = tanh−1 t στο
διάστηµα [0, x], όπου x < 1, να δειχθεί ότι :

x < tanh−1 x <
x

1− x2
.

13. Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις

f(x) = sin−1 x− 1

x+ 1
και g(x) = 2 tan−1

√
x,

µε x ≥ 0 έχουν την ίδια παράγωγο και εποµένως :

f(x) = g(x) + c.

Να ϐρεθεί η τιµή του c.
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14. ΄Εστω ότι η f είναι συνεχής συνάρτηση. Να γίνει η γραϕική παράσταση της f στις
πιο κάτω περιπτώσεις :

(i) f(2) = 4, f ′(2) = 0, f ′′(x) < 0, ∀x ∈ R

(ii) f(2) = 4, f ′(2) = 0, f ′′(x) < 0 όταν x < 2 και f ′′(x) > 0 όταν x > 2

(iii) f(2) = 4, f ′′ > 0 όταν x ̸= 2 και lim
x→2+

f ′(x) = −∞, lim
x→2−

f ′(x) = +∞.

15. Το σηµείο
(
−1

2
, 4

)
είναι τοπικό ακρότατο της f(x) = x2 +

1

x
+ ax+ b. Να ϐρεθούν

οι τιµές των σταθερών a και b.

16. Να µελετηθούν ως προς τη µονοτονία οι συναρτήσεις :

(i) f(x) = x4 − 8x2 + 17 (ii) f(x) = x3 + 2x2 − x− 2

(iii) f(x) = sin x− x.

17. Να παρασταθούν γραϕικά οι συναρτήσεις :

(i) y =
(x− 2)3

x2
(ii) y =

2(x+ 6)(x− 4)

(x− 6)(x+ 4)
(iii) y =

2x− x2

x2 − 2x− 3

(iv) f(x) = 1− x2/3 (v) f(x) = x− cosx (vi) f(x) = x4 − 2x2 + 1

(vii) f(x) =
x√

x2 − 9
(viii) f(x) = x

√
1− x.

18. Να ϐρεθούν τα απόλυτα ακρότατα των πιο κάτω συναρτήσεων στα διαστήµατα που
δίνονται :

(i) f(x) = 2 secx− tanx −
[
0,

π

4

]
(ii) f(x) = |6− 4x| − [−3, 3]

(iii) f(x) = sin(cosx) − [0, 2π] (iv) f(x) = 1 +
1

x
− (0,+∞).

19. Να ϐρεθούν τα απόλυτα ακρότατα της συνάρτησης

f(x) =

{
4x− 2, x < 1
(x− 2)(x− 3), x ≥ 1

στο διάστηµα
[
1

2
,
7

2

]
.

20. Να δειχθεί ότι η συνάρτηση y =
ax+ b

cx+ d
δεν έχει σχετικά ακρότατα.

21. Να εξεταστεί αν η συνάρτηση y = x3 − 3px+ q έχει σχετικά ακρότατα.

22. Να εξεταστεί αν η συνάρτηση 2x2−4xy+3y2−8x+8y−1 = 0 έχει σχετικά ακρότατα.
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23. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
(x− 1)2

x2 + x+ 1
. Να δειχθεί ότι η f(x) είναι πάντοτε µη

αρνητική. Να ϐρεθούν οι ασύµπτωτες και τα τοπικά ακρότατα της καµπύλης y =
f(x) και στη συνέχεια να γίνει η γραϕική παράσταση της καµπύλης. Να ϐρεθούν
(αν υπάρχουν) τα απόλυτα ακρότατα της f(x).

24. Η καµπύλη µε εξίσωση y =
ax+ b

x2 − x− 2
, όπου a και b είναι σταθερές, έχει στάσιµο

σηµείο το (1, 1). Να ϐρεθούν οι τιµές των σταθερών a και b και στη συνέχεια να γίνει
η γραϕική της παράσταση.

25. Να υπολογιστούν δύο µη-αρνητικοί αριθµοί που έχουν άθροισµα ίσο µε 20 και είναι
τέτοιοι ώστε :

(i) το άθροισµα των τετραγώνων τους είναι µέγιστο

(ii) το γινόµενο του τετραγώνου του ενός επί τον κύβο του άλλου είναι µέγιστο.

26. Να ϐρεθούν τα σηµεία πάνω στην καµπύλη x2 − y2 = 1 τα οποία είναι πλησιέστερα
στο σηµείο (0, 2).

27. Να ϐρεθεί το σηµείο της καµπύλης 2y2 = 5(x + 1) το οποίο είναι το πλησιέστερο
στην αρχή των αξόνων.

28. Να υπολογιστεί η ελάχιστη απόσταση του σηµείου (4, 2) από την παραβολή y2 = 8x.

29. Να ϐρεθούν τα σηµεία πάνω στην καµπύλη 5x2 − 6xy + 5y2 = 4 τα οποία είναι
πλησιέστερα στην αρχή των αξόνων.

30. Να ϐρεθούν τα σηµεία πάνω στην καµπύλη x2 − y2 = 1 τα οποία είναι πλησιέστερα
στο σηµείο (c, 0) στις περιπτώσεις : (i) c = 4 (ii) c = 2 (iii) c =

√
2.

31. Να δειχθεί ότι
2x

π
< sinx < x, όταν 0 < x <

π

2
.

32. Να δειχθεί ότι για κάθε x ∈ (0, 1) ισχύει :

x2

4
< x− ln(1 + x) <

x2

2
.

33. Να ϐρεθεί το πολυώνυµο Maclaurin 4ου ϐαθµού (n = 4) των συναρτήσεων:

(i) tanx (ii) xex (iii) sec x (iv) ln(3 + 2x).

34. Να ϐρεθεί η σειρά Maclaurin των πιο κάτω συναρτήσεων. Να εκϕραστεί η απάντηση
στη µορϕή

∑
uk.

(i)
1

x+ 1
(ii) ln(x+ 1) (iii) cos

x

2
(iv) coshx

35. Να ϐρεθεί η σειρά Taylor στο x = a των πιο κάτω συναρτήσεων. Να εκϕραστεί η
απάντηση στη µορϕή

∑
uk.

(i)
1

x
, a = −1 (ii) lnx, a = 1 (iii) sin πx, a =

1

2
(iv) sinhx, a = ln 4
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36. Να ϐρεθεί το υπόλοιπο σε µορϕή Lagrange για τις πιο κάτω συναρτήσεις για τις τιµές
των a και n, που δίνονται :

(i) xex, a = 0, n = 3 (ii) tan−1 x, a = 0, n = 2

(iii) sin x, a =
π

6
, n = 4 (iv)

1

(1 + x)2
, a = −2, n = 5.

37. Να αποδειχθεί ότι η σειρά Maclaurin της cosx συγκλίνει στην cosx για όλες τις τιµές
του x.

38. Να αποδειχθεί ότι η σειρά Taylor της sin x στο x =
π

4
συγκλίνει στην sinx για όλες

τις τιµές του x.

39. Με τη χρήση γνωστών σειρών Maclaurin να ϐρεθεί η σειρά Maclaurin των πιο κά-
τω συναρτήσεων. Σε κάθε περίπτωση να δίνονται οι τέσσερις πρώτοι όροι και το
διάστηµα στο οποίο η σειρά συγκλίνει στη συνάρτηση.

(i) xe−x (ii) x2 cos x (iii) sin2 x

(iv) ln(1− x2) (v)
x2

1 + 3x
(vi)

x√
1− x2

40. Με τη χρήση της σειράς Maclaurin της
1

1− x
να εκϕραστεί η

1

x
σε δυνάµεις του

(x− 1). Να ϐρεθεί το διάστηµα σύγκλισης.

41. Με τη χρήση των σειρών Maclaurin των sinx και ex, να υπολογιστούν τα πιο κάτω
αθροίσµατα:

(i) π − π3

3!
+

π5

5!
− π7

7!
+ . . .

(ii) 1− ln 3 +
(ln 3)2

2!
− (ln 3)3

3!
+ . . . .

42. Να υπολογιστεί το όριο :

lim
x→+∞

x

[
tan−1

(
x+ 1

x+ 2

)
− π

4

]
43. Σύρµα µήκους 10m κόβεται σε δύο µέρη. Από το ένα µέρος κατασκευάζεται τετρά-

γωνο και από το άλλο κατασκευάζεται ισόπλευρο τρίγωνο. Να υπολογιστεί το µήκος
της πλευράς του τετραγώνου έτσι ώστε το άθροισµα των εµβαδών των δύο σχηµάτων
να είναι :

(i) ελάχιστο (ii) µέγιστο.

44. ∆ίνεται σηµείο Α πάνω στην περιϕέρεια κύκλου ακτίνας R. Η χορδή BC του κύκλου
είναι παράλληλη προς την εϕαπτοµένη του κύκλου στο Α. Να υπολογιστεί η από-
σταση του σηµείου Α από την χορδή BC έτσι ώστε το τρίγωνο ABC να έχει µέγιστον
εµβαδόν.
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45. Ορθός κυκλικός κύλινδρος εγγράϕεται εντός σϕαίρας ακτίνας r.

(i) Να υπολογιστεί ο µέγιστος όγκος που µπορεί να έχει ο κύλινδρος.

(ii) Να υπολογιστεί το µέγιστο εµβαδόν ολικής επιϕάνειας που µπορεί να έχει ο
κύλινδρος.

46. Από ποιο σηµείο στο πρώτο τεταρτηµόριο, της έλλειψης

x2

a2
+

y2

b2
= 1,

πρέπει να διέρχεται η εϕαπτοµένη έτσι ώστε το τρίγωνο που σχηµατίζεται από την
εϕαπτοµένη και τους ϑετικούς ηµιάξονες να έχει ελάχιστον εµβαδόν.

47. Να υπολογιστεί το ύψος κώνου εγγεγραµµένου εντός σϕαίρας ακτίνας R, έτσι ώστε
η κυρτή του επιϕάνεια να είναι µέγιστη.

48. Να υπολογιστεί το ύψος κώνου εγγεγραµµένου εντός σϕαίρας ακτίνας R, έτσι ώστε
ο όγκος του να είναι µέγιστος.

49. Να υπολογιστούν οι συντεταγµένες των σηµείων της παραβολής y2 = 4px των οποίων
η απόσταση από το σηµείο (a, 0), a > 0 είναι ελάχιστη.

50. Να υπολογιστούν οι διαστάσεις ισοσκελούς τραπεζίου εµβαδού S και γωνίας ϐάσης
θ, το οποίο να έχει ελάχιστη περίµετρο.

6


