
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 5

1. Να δειχθεί ότι τα πιο κάτω διανυσµατικά πεδία είναι συντηρητικά και να ϐρεθεί µια
δυναµική συνάρτηση:

(i) F = yi+ xj (ii) F = 3x2y2i+ 2x3yj (iii) F =
2x

(x2 + y2)2
i+

2y

(x2 + y2)2
j

2. Να δειχθεί ότι τα πιο κάτω διανυσµατικά πεδία είναι συντηρητικά και να ϐρεθεί µια
δυναµική συνάρτηση:

(i) F = xy2z2i+ x2yz2j+ x2y2zk (ii) F = y2z3i+ 2xyz3j+ 3xy2z2k

(iii) F =
z

y
i− xz

y2
j+

x

y
k (iv) F =

x

x2 + y2
i+

y

x2 + y2
j+ k

3. Να ϐρεθεί η απόκλιση για τα πιο κάτω διανυσµατικά πεδία :

(i) F = x2i+ 2y2j (ii) F = xexi+ yeyj

(iii) F = sin xi+ cos yj+ z2k (iv) F = ln(x2 + y2)i+ xyj+ ln(y2 + z2)k

4. Να ϐρεθεί η περιστροϕή για τα πιο κάτω διανυσµατικά πεδία στο σηµείο που δίνεται :

(i) F = xyzi+ xyzj+ xyzk, (2, 1, 3) (ii) F = x2zi− 2xzj+ yzk, (2,−1, 3)

(iii) F = ex sin yi− ex cos yj, (0, 0, 1) (iv) F = e−xyzi+e−xyzj+e−xyzk, (3, 2, 0)

5. Να υπολογιστούν τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα κατά µήκος των δοσµένων διαδρο-
µών.

(i)

∫
C

xyds, C : r(t) = 4ti+ 3tj, 0 ≤ t ≤ 1

(ii)

∫
C

(x2 + y2 + z2)ds, C : r(t) = sin ti+ cos tj+ 2k, 0 ≤ t ≤ π
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6. Να υπολογιστεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
C

(x2+y2)ds κατά µήκος της δοσµένης

καµπύλης C.

(i) C : το ευθύγραµµο τµήµα από το σηµείο (0, 0) στο (1, 1).

(ii) C : διατρέχεται αντίθετα µε τους δείκτες του ϱολογιού πάνω στον κύκλο x2+y2 =
4 από το σηµείο (2, 0) στο (0, 2).

7. Να υπολογιστεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
C

F · dr, όπου C ορίζεται από τη

διανυσµατική συνάρτηση r(t).

(i) F(x, y) = xyi+ yj, C : r(t) = 4 cos ti+ 4 sin tj, 0 ≤ t ≤ π
2

(ii) F(x, y) = 3xi+ 4yj, C : r(t) = ti+
√
4− t2j, −2 ≤ t ≤ 2

(iii) F(x, y, z) = x2i+ y2j+ z2k, C : r(t) = 2 sin ti+ 2 cos tj+ 1
2
t2k, 0 ≤ t ≤ π
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8. Να υπολογιστεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα∫
C

(2x− y)dx+ (x+ 3y)dy

κατά µήκος της δοσµένης καµπύλης C.

(i) C : τα ευθύγραµµα τµήµατα από το σηµείο (0, 0) στο (3, 0) και από το (3, 0) στο
(3, 3).

(ii) C : τα ευθύγραµµα τµήµατα από το σηµείο (0, 0) στο (0,−3) και από το (0,−3)
στο (2,−3).

(iii) C : το τόξο της y = x
3
2 από το σηµείο (0, 0) στο (4, 8).

9. Να υπολογιστεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα
∫
C

F · dr, όπου C ορίζεται από τη

διανυσµατική συνάρτηση r(t).

(i) F(x, y) = (x2 + y2)i + 2xyj και (a) r1(t) = t3i + t2j, 0 ≤ t ≤ 2, (b) r2(t) =
2 cos ti+ 2 sin tj, 0 ≤ t ≤ π
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(ii) F(x, y, z) = yzi + xzj + xyk και (a) r1(t) = ti + 2j + tk, 0 ≤ t ≤ 4, (b) r2(t) =
t2i+ tj+ t2k, 0 ≤ t ≤ 2

(iii) F(x, y, z) = (x+2y)i+(x2−z)j+(2y−4z)k και (a) r1(t) = ti+t2j+k, 0 ≤ t ≤ 1,
(b) r2(t) = ti+ tj+ (2t− 1)2k, 0 ≤ t ≤ 1

(iv) F(x, y, z) = −yi + xj + 3xz2k και (a) r1(t) = cos ti + sin tj + tk, 0 ≤ t ≤ π,
(b) r2(t) = (1− 2t)i+ πtk, 0 ≤ t ≤ 1

10. Χρησιµοποιώντας το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα των επικαµπύλιων ολοκληρωµάτων, να
υπολογιστούν τα πιο κάτω ολοκληρώµατα.

(i)

∫
C

[2(x+y)i+2(x+y)j] ·dr, όπου C είναι οµαλή καµπύλη από το σηµείο (−1, 1)

στο (3, 2)

(ii)

∫
C

cosx sin ydx+sin x cos ydy, όπου C είναι το ευθύγραµµο τµήµα από το σηµείο

(0,−π) στο (3π
2
, π
2
)

(iii)

∫
C

ydx− xdy

x2 + y2
, όπου C είναι το ευθύγραµµο τµήµα από το σηµείο (1, 1) στο

(2
√
3, 2)

(iv)

∫
C

ex sin ydx+ex cos ydy, όπου C είναι το κυκλοειδές x = t−sin t, y = 1−cos t

από το σηµείο (0, 0) στο (2π, 0)
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11. Να υπολογιστεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα∫
C

(z + 2y)dx+ (2x− z)dy + (x− y)dz

όπου

(i) C είναι το ευθύγραµµο τµήµα από το σηµείο (0, 0, 0) στο (1, 1, 1),

(ii) C είναι τα ευθύγραµµα τµήµατα από το σηµείο (0, 0, 0) στο (0, 0, 1) και από το
(0, 0, 1) στο (1, 1, 1),

(iii) C είναι τα ευθύγραµµα τµήµατα από το σηµείο (0, 0, 0) στο (1, 0, 0), από το
(1, 0, 0) στο (1, 1, 0) και από το (1, 1, 0) στο (1, 1, 1).

12. Να υπολογιστούν τα επικαµπύλια ολοκληρώµατα (α) ευθέως και (ϐ) µε τη χρήση του
ϑεωρήµατος του Green.

(i)

∫
C

xydx+ x2ydy, όπου C είναι το ορθογώνιο µε κορυϕές (0, 0), (3, 0), (3, 1) και

(0, 1)

(ii)

∫
C

x2y2dx + xydy όπου C αποτελείται από το τόξο της παραβολής y = x2 από

το σηµείο (0, 0) στο (1, 1) και από τα ευθύγραµµα τµήµατα από το (1, 1) στο (0, 1)
και από το (0, 1) στο (0, 0).

13. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Green, να υπολογιστούν τα επικαµπύλια ολοκλη-
ϱώµατα.

(i)

∫
C

xy2dx+ 2x2ydy, όπου C είναι το τρίγωνο µε κορυϕές (0, 0), (2, 2) και (2, 4).

(ii)

∫
C

(y + e
√
x)dx + (2x + cos y2)dy, όπου C είναι το σύνορο της περιοχής που

περικλείεται από τις παραβολές y = x2 και x = y2.

(iii)

∫
C

y3dx− x3ydy, όπου C είναι ο κύκλος x2 + y2 = 4.

(iv)

∫
C

(1 − y3)dx + (x3 + ey
2

)dy, όπου C είναι το σύνορο της περιοχής που περι-

κλείεται από τους κύκλους x2 + y2 = 4 και x2 + y2 = 9.

14. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του Green, να υπολογιστεί το
∫
C

F · dr.

(i) F(x, y) = (y cosx − xy sinx)i + (xy + x cosx)j, C είναι το τρίγωνο από το (0, 0)
στο (0, 4) στο (2, 0) στο (0, 0).

(ii) F(x, y) = (e−x + y2)i + (e−y + x2)j, C αποτελείται από το τόξο της καµπύλης
y = cosx από το (−π

2
, 0) στο (π

2
, 0) και από το ευθύγραµµο τµήµα από το (π

2
, 0) στο

(−π
2
, 0).

(iii) F(x, y) = (y − cos y)i + x sin yj, C είναι ο κύκλος (x − 3)2 + (y + 4)2 = 4 που
διατρέχεται αντίθετα µε τους δείκτες του ϱολογιού.

(iv) F(x, y) =
√
x2 + 1i + tan−1 xj, C είναι το τρίγωνο από το (0, 0) στο (1, 1) στο

(0, 1) στο (0, 0).
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15. Να υπολογιστούν τα επιϕανειακά ολοκληρώµατα.

(i)

∫∫
S

x2yzdS, όπου S είναι το κοµµάτι του επιπέδου z = 1+2x+3y που ϐρίσκεται

πάνω από το ορθογώνιο [0, 3]× [0, 2].

(ii)

∫∫
S

xzdS, όπου S είναι το κοµµάτι του επιπέδου 2x+2y+ z = 4 που ϐρίσκεται

στο πρώτο οκτηµόριο.

(iii)

∫∫
S

ydS, όπου S είναι η επιϕάνεια z = 2
3

(
x

3
2 + y

3
2

)
, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

(iv)

∫∫
S

x2z2dS, όπου S είναι το κοµµάτι του κώνου z2 = x2 + y2 µεταξύ των

επιπέδων z = 1 και z = 3.
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