
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 2

1. (i) Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του σηµείου στο οποίο η ευθεία r = (2+ t)i+ (1−
2t)j+ 3tk τέµνει το επίπεδο xz.

(ii) Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του σηµείου στο οποίο η ευθεία r = ti+(1+2t)j−
3tk τέµνει το επίπεδο 3x− y − z = 2.

2. Να υπολογιστούν τα όρια :

(i) lim
t→2

(ti− 3j+ t2k)

(ii) lim
t→π

(cos 3ti+ e−tj+
√
tk)

(iii) lim
t→+∞

(
tan−1 ti+

t

t2 + 3
j+ cos

2

t
k

)
(iv) lim

t→1

(
3

t2
i+

ln t

t2 − 1
j+ sin 2tk

)
.

3. (i) Να δειχθεί ότι οι γραϕικές παραστάσεις των καµπυλών

r1(t) = t2i+ tj+ 3t3k και r2(t) = (t− 1)i+
1

4
t2j+ (5− t)k

τέµνονται στο σηµείο P (1, 1, 3). Να ϐρεθεί η γωνία που σχηµατίζουν οι εϕαπτοµένες
των r1 και r2 στο σηµείο P .

(ii) Να δειχθεί ότι οι γραϕικές παραστάσεις των καµπυλών

r1(t) = 2e−ti+ (cos t)j+ (t2 + 3)k και r2(t) = (1− t)i+ t2j+ (t3 + 4)k

τέµνονται στο σηµείο P (2, 1, 3). Να ϐρεθεί η γωνία που σχηµατίζουν οι εϕαπτοµένες
των r1 και r2 στο σηµείο P .

4. Χρησιµοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας να ϐρεθεί η dr
du

:

(i) r = ti+ t2j, t = 4u+ 1

(ii) r = 3 cos ti+ 3 sin tj, t = πu.

5. (i) ΄Εστω ότι r(t) = (a cos t)i + (a sin t)j, a > 0. Να δειχθεί ότι r(t) · r′(t) = 0. Να
δοθεί η γεωµετρική ερµηνεία αυτού του αποτελέσµατος.

(ii) ΄Εστω ότι r(t) = (et sin t)i + (et cos t)j. Να δειχθεί ότι r(t) και r′′(t) είναι κάθετα
µεταξύ τους για κάθε τιµή του t.

6. ΄Ενα σωµατίδιο κινείται στο yz-επίπεδο κατά µήκος της καµπύλης που ορίζεται από
τη διανυσµατική συνάρτηση r(t) = 2 cos tj+ 3 sin tk.

(i) Να περιγραϕεί η καµπύλη.

(ii) Να ϐρεθούν η µέγιστη και η ελάχιστη τιµή της ∥r′(t)∥.
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7. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ (
t2i− 2tj+

1

t
k

)
dt

(ii)

∫ (
e−ti+ etj+ 3t2k

)
dt

(iii)

∫ 1

0

(
e2ti+ e−tj+ tk

)
dt

(iv)

∫ 3

−3

(
(3− t)3/2i+ (3 + t)3/2j+ k

)
dt.

8. Να ϐρεθεί το r(t) στις ακόλουθες περιπτώσεις :

(i) r′′(t) = i+ etj, r(0) = 2i, r′(0) = j

(ii) r′(t) = e−2ti+ (cos t)j− k, r(0) = 3j+ 2k

(iii) r′(t) = 2i+ t
t2+1

j+ tk, r(1) = 0

(iv) r′′(t) = (4 sin 2t)i+ 6tj+ e−tk, r(0) = 2i, r′(0) = k.

9. Να ϐρεθεί το µήκος τόξου των πιο κάτω καµπυλών στο διάστηµα που δίνεται :

(i) r(t) = 3 cos ti+ 3 sin tj+ tk, 0 ≤ t ≤ 2π

(ii) r(t) = cos3 ti+ sin3 tj+ 2k, 0 ≤ t ≤ π
2

(iii) r(t) = eti+ e−tj+
√
2tk, 0 ≤ t ≤ 1

(iv) r(t) = 1
2
ti+ 1

3
(1− t)

3
2 j+ 1

3
(1 + t)

3
2k, −1 ≤ t ≤ 1.

10. Να ϐρεθεί η καµπυλότητα για τις πιο κάτω καµπύλες.

(i) r(t) = ti+ t2j+ 1
2
t2k,

(ii) r(t) = 2t2i+ tj+ 1
2
t2k,

(iii) r(t) = 4ti+ 3 cos tj+ 3 sin tk,

(iv) r(t) = e2ti+ e2t cos tj+ e2t sin tk.

11. Σε κυλινδρικές συντεταγµένες µια καµπύλη η οποία ορίζεται παραµετρικά, r =
r(t), θ = θ(t), z = z(t), a ≤ t ≤ b, έχει µήκος τόξου

L =

∫ b

a

√(
dr

dt

)2

+ r2
(
dθ

dt

)2

+

(
dz

dt

)2

dt.

Χρησιµοποιώντας τον πιο πάνω τύπο να ϐρεθεί το µήκος τόξου των πιο κάτω καµ-
πυλών, στο διάστηµα που δίνεται :

(i) r = e2t, θ = t, z = e2t, 0 ≤ t ≤ ln 2

(ii) r = t2, θ = ln t, z = 1
3
t3, 1 ≤ t ≤ 2.
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12. Να ϐρεθεί το µοναδιαίο εϕαπτόµενο διάνυσµα T και µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα N
για τις πιο κάτω καµπύλες, στο σηµείο που δίνεται :

(i) r(t) = 3 cos ti+ 4 sin tj+ tk, t = π
2

(ii) x = et cos t, y = et sin t, z = et, t = 0

(iii) r(t) = i+ tj+ t2k, t = 1

(iv) x = cosh t, y = sinh t, z = t, t = ln 2.

13. Να ϐρεθούν το µοναδιαίο εϕαπτόµενο διάνυσµα T, το µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα
N, το µέτρο της εϕαπτοµενικής επιτάχυνσης aT και το µέτρο της κάθετης επιτάχυν-
σης aN για τις πιο κάτω καµπύλες, στο σηµείο που δίνεται :

(i) r(t) = eti+ e−2tj, t = 0

(ii) r(t) = eti+ e−tj+ tk, t = 0

(iii) r(t) = et cos ti+ et sin tj, t = π
2

(iv) r(t) = 4 cos 3ti+ 4 sin 3tj, t = π.

14. Χρησιµοποιώντας τον τύπο a(t) = aTT(t) + aNN(t), να ϐρεθεί το µοναδιαίο κάθετο
διάνυσµα N(t) για τις πιο κάτω καµπύλες, στο σηµείο που δίνεται :

(i) r(t) = cos ti+ sin tj+ 2tk, t = π
3

(ii) r(t) = ti+ t2j+ 1
2
t2k, t = 1

(iii) r(t) = et sin ti+ et cos tj+ etk, t = 0

(iv) r(t) = eti+ 2tj+ e−tk, t = 0.

15. (i) Να ϐρεθεί η ελάχιστη και µέγιστη τιµή της ακτίνας καµπυλότητας της καµπύλης

x = cos t, y = sin t, z = cos t.

(ii) Να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή της ακτίνας καµπυλότητας της καµπύλης

x = et, y = e−t, z =
√
2t.

16. ΄Εστω r(t) = (ln t)i+ 2tj+ t2k. Να ϐρεθούν :

(i) ∥r′(t)∥ (ii)
ds

dt
(iii)

∫ 3

1

∥r′(t)∥dt.

17. (i) Η κίνηση ενός σωµατιδίου περιγράϕεται από τη διανυσµατική συνάρτηση

r = (t− t2)i− t2j.

Να ϐρεθεί η ελάχιστη ταχύτητα του σωµατιδίου και η ϑέση του όταν έχει αυτή τη
ταχύτητα.
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(ii) Να ϐρεθεί η µέγιστη και η ελάχιστη ταχύτητα του σωµατιδίου του οποίου η
κίνηση περιγράϕεται από τη διανυσµατική συνάρτηση

r = sin 3ti− 2 cos 3tj.

(iii) Να ϐρεθεί η µέγιστη και η ελάχιστη ταχύτητα του σωµατιδίου του οποίου η
κίνηση περιγράϕεται από τη διανυσµατική συνάρτηση

r = 3 cos 2ti+ sin 2tj+ 4tk.

18. Να ϐρεθεί το σηµείο πάνω στην τροχιά

r =
(
t2 − 5t

)
i+ (2t+ 1)j+ 3t2k,

στο οποίο η ταχύτητα τέµνει κάθετα την επιτάχυνση.

19. (i) ΄Ενα σωµατίδιο κινείται κατά µήκος της παραβολής y = x2 µε σταθερή ταχύτητα
3 µονάδες/s. Να ϐρεθεί η κάθετη συνιστώσα της επιτάχυνσης ως συνάρτηση του x.

(ii) ΄Ενα σωµατίδιο κινείται κατά µήκος της καµπύλης y = ex µε σταθερή ταχύτητα
2 µονάδες/s. Να ϐρεθεί η κάθετη συνιστώσα της επιτάχυνσης ως συνάρτηση του x.
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