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3.1 Να ϐρεθεί το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f :

(i) f(x, y) = sin−1(x+ y) (ii) f(x, y) =
√
4− x2

y2 + 3

(iii) f(x, y, z) =
√

25− x2 − y2 − z2 (iv) f(x, y, z) = z + ln(1− x2 − y2)

3.2 (i) ΄Εστω f(x, y, z) = x2 + y2 − z. Να ϐρεθεί η εξίσωση της ισοσταθµικής επιϕάνειας η
οποία διέρχεται από το σηµείο

(α) (1,-2,0) (ϐ) (1,0,3) (γ) (0,0,0)

(ii) ΄Εστω f(x, y, z) = xyz + 3. Να ϐρεθεί η εξίσωση της ισοσταθµικής επιϕάνειας η οποία
διέρχεται από το σηµείο

(α) (1,0,2) (ϐ) (-2,4,1) (γ) (0,0,0)

3.3 Να ϐρεθεί η περιοχή όπου η f είναι συνεχής.

(i) f(x, y, z) = 3x2eyz cos(xyz) (ii) f(x, y, z) = ln(4− x2 − y2 − z2)

(iii) f(x, y, z) = y+1
x2+y2−1 (iv) f(x, y, z) = sin

√
x2 + y2 + 3z2

3.4 Να ϐρεθούν τα όρια (αν υπάρχουν):

(i) lim
(x,y)→(0,0)

ln(1 + x2y3) (ii) lim
(x,y)→(0,0)

3

x2 + 2y2

(iii) lim
(x,y)→(0,0)

sin(x2 + y2)

x2 + y2
(iv) lim

(x,y)→(0,0)

xy

3x2 + 2y2

(v) lim
(x,y)→(0,0)

1− x2 − y2

x2 + y2
(vi) lim

(x,y)→(0,0)
y ln(x2 + y2)

3.5 Να ϐρεθούν τα όρια (αν υπάρχουν):

(i) lim
(x,y)→(0,1)

tan−1

[
x2 + 1

x2 + (y − 1)2

]
(ii) lim

(x,y)→(0,1)
tan−1

[
x2 − 1

x2 + (y − 1)2

]
3.6 ΄Εστω η συνάρτηση

f(x, y) =

{
sin(x2+y2)

x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0)

1, (x, y) = (0, 0)

Να δειχθεί ότι η f είναι συνεχής στο σηµείο (0, 0).

3.7 Να ϐρεθούν οι fx(x, y) και fy(x, y) για τις πιο κάτω συναρτήσεις

(i) f(x, y) = y−
3
2 tan−1

(
x
y

)
(ii) f(x, y) = x3e−y + y3 sec

√
x

(iii) f(x, y) = (y2 tanx)−
4
3 (iv) f(x, y) = cosh(

√
x) sinh2(xy2)

3.8 Χρησιµοποιώντας πλεγµένη παραγώγιση, να ϐρεθούν οι ∂z
∂x και ∂z

∂y .

(i) (x2 + y2 + z2)
3
2 = 1 (ii) x2 + z sin(xyz) = 0
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3.9 Να δειχθεί ότι οι πιο κάτω συναρτήσεις ικανοποιούν την εξίσωση του Laplace,

∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
= 0.

(i) f(x, y) = ex sin y + ey sinx

(ii) f(x, y) = ln(x2 + y2)

(iii) f(x, y) = tan−1 2xy
x2−y2

3.10 Να ϐρεθεί η κλίση της εϕαπτόµενης ευθείας στο σηµείο (−1, 1, 5) της καµπύλης η
οποία είναι η τοµή της επιϕάνειας z = x2 + 4y2 και
(i) του επιπέδου x = −1 (ii) του επιπέδου y = 1

3.11 ΄Εστω η συνάρτηση

f(x, y) =

{ xy
x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

Να αποδειχθεί ότι οι µερικές παράγωγοι fx(0, 0) και fy(0, 0) υπάρχουν, αλλά η f δεν είναι
συνεχής στο σηµείο (0, 0).

3.12 Χρησιµοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας, να ϐρεθεί η dz
dt

(i) z = 3x2y3, x = t4, y = t2

(ii) z = ln(2x2 + y), x =
√
t, y = t

2
3

(iii) z = 3 cosx− sinxy, x = 1
t , y = 3t

(iv) z =
√
1 + x− 2xy4, x = ln t, y = t

3.13 Χρησιµοποιώντας τον κανόνα αλυσίδας, να ϐρεθούν οι ∂z
∂u και ∂z

∂v

(i) z = 3x− 2y, x = u+ v lnu, y = u2 − v ln v

(ii) z = ex
2y, x =

√
uv, y = 1

v

(iii) z = cosx sin y, x = u− v, y = u2 + v2

(iv) z = tan−1(x2 + y2), x = eu sin v, y = eu cos v

3.14 (i) ΄Εστω z = exf(x− y). Να δειχθεί ότι

∂z

∂x
+

∂z

∂y
= z.

(ii) ΄Εστω z = f(y + cx) + g(y − cx), όπου c ̸= 0. Να δειχθεί ότι

∂2z

∂x2
= c2

∂2z

∂y2
.

3.15 Χρησιµοποιώντας ολικό διαϕορικό, να ϐρεθεί κατά προσέγγιση η αλλαγή της f(x, y)
όταν (x, y) αλλάζει από το P στο Q.
(i) f(x, y) = x+y

xy , P (−1,−2), Q(−1.02,−2.04)

(ii) f(x, y) = ln
√
1 + xy, P (0, 2), Q(−0.09, 1.98)
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3.16 Να ϐρεθούν τα σχετικά µέγιστα, σχετικά ελάχιστα και σαγµατικά σηµεία.
(i) f(x, y) = 2x2 − 4xy + y4 + 2

(ii) f(x, y) = x2 + y − ey

(iii) f(x, y) = 2y2x− yx2 + 4xy

(iv) f(x, y) = y sinx

3.17 Να ϐρεθούν τα απόλυτα ακρότατα των πιο κάτω συναρτήσεων στο δοσµένο κλειστό και
φραγµένο σύνολο R.
(i) f(x, y) = xy − x− 3y και Ρ είναι η τριγωνική περιοχή µε κορυϕές (0,0), (0,4) και (5,0).
(ii) f(x, y) = x2 − 3y2 − 2x+6y και Ρ είναι η τετραγωνική περιοχή µε κορυϕές (0,0), (0,2),
(2,2) και (2,0).
(iii) f(x, y) = x2 + 2y2 − x και Ρ είναι η κυκλική περιοχή x2 + y2 ≤ 4.

3.18 (i) Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία πάνω στο επίπεδο x + y + z = 5 στο πρώτο οκτηµόριο
για τα οποία η συνάρτηση f(x, y, z) = xy2z2 έχει µέγιστη τιµή.
(ii) Να ϐρεθούν τα σηµεία της επιϕάνειας x2−yz = 5 τα οποία είναι πλησιέστερα στην αρχή
των αξόνων.

3.19 (i) Χρησιµοποιώντας τις µεθόδους της ενότητας 3.7, να ϐρεθεί η απόσταση µεταξύ των
ευθειών x = 3t, y = 2t, z = t και x = 2t, y = 2t+ 3, z = 2t.
(ii) Χρησιµοποιώντας τις µεθόδους της ενότητας 3.7, να ϐρεθεί η απόσταση του σηµείου
(−1, 3, 2) από το επίπεδο x− 2y + z = 4.

3.20 Χρησιµοποιώντας πολλαπλασιαστές του Lagrange, να ϐρεθούν τα ακρότατα της f
υποκείµενη στις δοσµένες συνθήκες. Επίσης να ϐρεθούν τα σηµεία στα οποία συµβαίνουν
οι τα ακρότατα.
(i) f(x, y) = xy, 4x2 + 8y2 = 16

(ii) f(x, y) = x2 − y, x2 + y2 = 25

(iii) f(x, y, z) = 3x+ 6y + 2z, 2x2 + 4y2 + z2 = 70

(iv) f(x, y, z) = xyz, x2 + y2 + z2 = 1

3.21 Χρησιµοποιώντας πολλαπλασιαστές του Lagrange, να λυθούν τα πιο κάτω προβλήµατα.
(i) Να ϐρεθεί το σηµείο της ευθείας y = 2x+ 3 το οποίο είναι πλησιέστερο στο (4,2).
(ii) Να ϐρεθεί το σηµείο του επιπέδου x+ 2y + z = 1 το οποίο είναι πλησιέστερο στην αρχή
των αξόνων.
(iii) Να ϐρεθεί το σηµείο του επιπέδου 4x + 3y + z = 2 το οποίο είναι πλησιέστερο στο
(1,-1,1).
(iv) Να ϐρεθούν τα σηµεία της επιϕάνειας xy−z2 = 1 τα οποία είναι πλησιέστερα στην αρχή
των αξόνων.

3.22 Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού στο πρώτο οκτηµόριο που περικλείεται από την επιϕά-
νεια z = x2 και τα επίπεδα x = 2, y = 3, y = 0 και z = 0.

3.23 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫∫
R

x cos(xy) cos2 πxdA
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όπου R = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 1
2 , 0 ≤ y ≤ π}.

3.24 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫∫
R

1

1 + x2
dA,

όπου R είναι η τριγωνική περιοχή µε κορυϕές (0, 0), (1, 1) και (0, 1).

3.25 Να ϐρεθεί όγκος του στερεού που είναι φραγµένο από τον κύλινδρο x2 + y2 = 9 και
τα επίπεδα z = 0 και z = 3− x.

3.26 Να ϐρεθεί ο όγκος του στερεού που είναι φραγµένο από πάνω από την επιϕάνεια
z = 1− x2 − y2 και από κάτω από το xy-επίπεδο.

3.27 Αϕού γίνει αλλαγή της σειράς ολοκλήρωσης, να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)

∫ 1

0

∫ 4

4x

e−y2

dydx, (ii)

∫ 2

0

∫ 1

y/2

cos(x2)dxdy

3.28 Χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)
∫ 1

0

∫√1−y2

0
cos(x2 + y2)dxdy

(ii)
∫ a

0

∫√
a2−x2

0
dydx

(1+x2+y2)3/2
, a > 0

(iii)
∫√

2

0

∫√4−y2

y
dxdy√
1+x2+y2

3.29 (i) Να υπολογιστεί το εµβαδόν της περιοχής εντός της r = 4 sin θ και εκτός της r = 2.
(ii) Να υπολογιστεί το εµβαδόν της περιοχής εντός της r = 1 και εκτός της r = 1 + cos θ.

3.30 Χρησιµοποιώντας διπλά ολοκληρώµατα να υπολογιστεί το∫ +∞

0

e−x2

dx.


