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Ασκήσεις 5

5.1 ΄Εστω ότι V είναι ένας διανυσµατικός χώρος. Αν u,v,w ∈ V , να δειχθεί ότι ισχύει ο
νόµος της απαλοιϕής :

u+w = v +w ⇒ u = v

5.2 Να δειχθεί ότι το σύνολο W το οποίο αποτελείται από διανύσµατα της µορϕής u =
(u1, u2, 0), όπου u1, u2 ∈ R, είναι υπόχωρος του R3.

5.3 Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα u = (1,−1, 0), v = (1, 3,−1) και w = (5, 3,−2) είναι
γραµµικά εξαρτηµένα.

5.4 Να γραϕεί το διάνυσµα u = (1,−2, 5) ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων
e1 = (1, 1, 1), e2 = (1, 2, 3) και e3 = (2,−1, 1).

5.5 Να γραϕεί το διάνυσµα u = (2,−5, 3) ως γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων
e1 = (1,−3, 2), e2 = (2,−4,−1) και e3 = (1,−5, 7).

5.6 Να ϐρεθεί η τιµή του k για την οποία το διάνυσµα u = (1,−2, k) είναι γραµµικός
συνδυασµός των διανυσµάτων v = (3, 0,−2) και w = (2,−1,−5).

5.7 ΄Εστω τα διανύσµατα

u1 = x− 1, u2 = x2 + 2x, u3 = x2 + 2

του διανυσµατικού χώρου P2 (σύνολο των πραγµατικών πολυώνυµων µέχρι και δεύτερου
ϐαθµού). Να εξεταστεί αν τα πολυώνυµα (α) v = x2 − 3x + 5 και (ϐ) w = x2 − 2x − 2
µπορούν να εκϕραστούν ως γραµµικοί συνδυασµοί των u1, u2 και u3.

5.8 Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα

u1 = x− 1, u2 = x2 + 2x, u3 = x2 + 2

του διανυσµατικού χώρου P2 είναι γραµµικά εξαρτηµένα.

5.9 Να εξεταστεί αν τα πιο κάτω διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(i) u = (3, 4), v = (1,−3)

(ii) u = (4, 3,−2), v = (2,−6, 7)

(iii) u = (2,−3), v = (6,−9)

(iv) u = (−4, 6,−2), v = (2,−3, 1)

5.10 Να εξεταστεί αν τα πιο κάτω διανύσµατα είναι γραµµικά ανεξάρτητα.

(i) u1 = (1,−2, 1), u2 = (2, 1,−1), u3(7,−4, 1)

(ii) u1 = (1, 2,−3), u2 = (1,−3, 2), u3(2,−1, 5), u4(1, 1, 1)

(iii) u1 = (2,−3, 7), u2 = (0, 0, 0), u3 = (3,−1, 4)
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5.11 ΄Εστω ότι W είναι υπόχωρος του R4 που παράγεται από τα διανύσµατα

u1 = (2,−1, 2, 1), u2 = (1,−2, 0, 3), u3 = (3, 1, 0,−2)

Να δειχθεί ότι το σύνολο A = {u1, u2, u3} είναι µια ϐάση του W . Να δοθεί η διάσταση του
W .

5.12 Να εξεταστεί αν τα πιο κάτω σύνολα διανυσµάτων αποτελούν ϐάσεις του R3:
(i) (1, 1, 1), (1,−1, 5)

(ii) (1, 1, 1), (1, 2, 3), (2,−1, 1)

(iii) (1, 2, 3), (1, 0,−1), (3,−1, 0), (2, 1,−2)

(iv) (1, 1, 2), (1, 2, 5), (5, 3, 4)

5.13 Να ϐρεθεί η τιµή του k έτσι ώστε
(i) τα διανύσµατα (1, 1) και (−1, k) να αποτελούν µια ϐάση του R2

(ii) τα διανύσµατα (1, 0, 0), (1, 1, 1) και (0,−1, k) να αποτελούν µια ϐάση του R3

5.14 ΄Εστω ότι W είναι ο διανυσµατικός χώρος που παράγεται από τις συναρτήσεις f = sinx
και g = cosx.
(i) Να δειχθεί ότι f1 = sin(x+ θ) και g1 = cos(x + θ) είναι διανύσµατα του W για όλες τις
τιµές του θ.
(ii) Να δειχθεί ότι οι συναρτήσεις f1 και g1 αποτελούν µια ϐάση του W .

5.15 Να εξεταστεί αν οι πιο κάτω πίνακες είναι γραµµικοί συνδυασµοί των

A =

[
4 0

−2 −2

]
, B =

[
1 −1
2 3

]
, C =

[
0 2
1 4

]
.

(i)

[
6 −8

−1 −8

]
, (ii)

[
0 0
0 0

]
, (iii)

[
6 0
3 8

]
, (iv)

[
−1 5
7 1

]

5.16 Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του πίνακα

A =

[
2 0

−1 3

]
ως προς τη ϐάση

A1 =

[
−1 1
0 0

]
, A2 =

[
1 1
0 0

]
, A3 =

[
0 0
1 0

]
, A4 =

[
0 0
0 1

]

5.17 Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του πολυωνύµου

p = x2 − 3x+ 4

ως προς τη ϐάση

p1 = 1, p2 = x, p3 = x2.
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5.18 Να ϐρεθούν οι συντεταγµένες του πολυωνύµου

p = x2 − x+ 2

ως προς τη ϐάση

p1 = 1 + x, p2 = 1 + x2, p3 = x+ x2.

5.19 Να ϐρεθεί µια ϐάση για το µηδενόχωρο του πίνακα A.

(i) A =

 1 4 5 2
2 1 3 0
−1 3 2 2

 (ii) A =


1 4 5 6 9
3 −2 1 4 −1
−1 0 −1 −2 −1
2 3 5 7 8



5.20 Να ϐρεθεί µια ϐάση του υπόχωρου του IR4 που παράγεται από τα πιο κάτω διανύσµατα.
(i) (1, 1,−4,−3), (2, 0, 2,−2), (2,−1, 3, 2)

(ii) (−1, 1,−2, 0), (3, 3, 6, 0), (9, 0, 0, 3)

(iii) (1, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (−2, 0, 2, 2), (0,−3, 0, 3)

5.21 Να ϐρεθεί ένα υποσύνολο των δοσµένων διανυσµάτων το οποίο σχηµατίζει µια ϐάση του
χώρου που παράγεται από αυτά τα διανύσµατα. Στη συνέχεια να εκϕραστούν τα διανύσµατα
που δεν ϐρίσκονται στη ϐάση ως γραµµικοί συνδυασµοί των διανυσµάτων της ϐάσης.
(i) (1, 0, 1, 1), (−3, 3, 7, 1), (−1, 3, 9, 3), (−5, 3, 5,−1)

(ii) (1,−2, 0, 3), (2,−4, 0, 6), (−1, 1, 2, 0), (0,−1, 2, 3)

(iii) (1,−1, 5, 2), (−2, 3, 1, 0), (4,−5, 9, 4), (0, 4, 2,−3), (−7, 18, 2,−8)

5.22 Να ϐρεθεί ο ϐαθµός και η µηδενικότητα για τους πιο κάτω πίνακες.

(i)

 1 3 1 0 1 1
2 2 1 0 0 1
0 2 1 4 1 3

 , (ii)


3 0 2 6 0
4 1 0 11 3
2 0 2 4 0
3 0 0 6 3

 , (iii)

 1 2 1 4 5 7
2 1 0 1 2 1
3 3 1 5 7 8




