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1. (α) Να δειχθεί ότι

sin−1 z = −i log
[
iz +

√
1− z2

]
.

Να υπολογιστεί το sin−1(54).

(ϐ) Να δειχθεί ότι sin z = sinx cosh y + i cosx sinh y.
Να ϐρεθούν όλες οι ϱίζες της εξίσωσης sin z = i sinh 1.

2. (α) (i) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C
|z|2dz, όπου το περίγραµµα C είναι το τετράγωνο µε

κορυϕές τα σηµεία (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1).

(ii) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C
(x2 + iy2)dz, όπου το περίγραµµα C είναι τα ευθύγραµµα

τµήµατα από 0 ως 1 + i και από 1 + i ως 1 + 2i.

(ϐ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C

3z + 5

z2 + z
dz, όπου C είναι ο κύκλος

(i) |z + 1
2 | = 1 και (ii) |z + 1| = 1

2 .

3. Να ϐρεθούν τα αναπτύγµατα της σειράς Laurent της συνάρτησης

f(z) =
3z − 1

z2 − 2z − 3

τα οποία να ισχύουν στους δακτύλιους (i) 1 < |z| < 3, (ii) |z| > 3 και (iii) |z| < 1.

4. Να δειχθεί ότι∫
C

dz

z2 + 8z + 1
=

πi√
15

,

όπου C είναι ο κύκλος |z| = 1.
Στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 2π

0

dθ

4 + cos θ
.



5. (α) Να δειχθεί ότι το σηµείο z = 0 είναι απλός πόλος της συνάρτησης f(z) =
2 + ez

sin z + z cos z
και

στη συνέχεια να ϐρεθεί το αντίστοιχο ολοκληρωτικό υπόλοιπο.

(ϐ) Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)

∫
C
sin

1

z2
dz, C : |z| = 1

(ii)

∫
C
z2 sin

1

z
dz, C : |z| = 1

(iii)

∫
C

1

z cosh z
dz, C : |z| = 1 [cosh z = 0 ⇒ z = (π2 + nπ)i ]

6. (α) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
C

z3dz

z2 + 2iz + 8
,

όπου C είναι ο κύκλος |z| = 3.

(ϐ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
C

dz

(z2 + 9)(z − 1)2
,

όπου C είναι το ορθογώνιο µε κορυϕές τα σηµεία 2− 4i, 2 + i, −1 + i και −1− 4i.

Βοηθητικοί Τύποι

sin(ix) = i sinhx και cos(ix) = coshx

cos(A±B) = cosA cosB ∓ sinA sinB

sin(A±B) = sinA cosB ± sinB cosA

cosh(A±B) = coshA coshB ± sinhA sinhB

sinh(A±B) = sinhA coshB ± sinhB coshA

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + z4 + . . . , |z| < 1

ez =

∞∑
n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+

z5

5!
+ . . . |z| < ∞

sin z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
= z − z3

3!
+

z5

5!
− . . . |z| < ∞

cos z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+

z4

4!
− . . . |z| < ∞


