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1. (α) Να απλοποιηθεί ο µιγαδικός αριθµός
(√

3+i
1+i

)8
στη µορϕή a+ ib.

(ϐ) Να λυθεί η εξίσωση z4 + 1 = 0. (Οι ϱίζες να δοθούν στη µορϕή a+ ib.)

(γ) Να περιγραϕεί γεωµετρικά το σύνολο των σηµείων {z : |z − 2| > |z − 3|}.

2. Να λυθεί η εξίσωση z5 − 1 = 0. Στη συνέχεια να λυθεί η εξίσωση

(1 + z)5 = (1− z)5.

3. (α) ΄Εστω η συνάρτηση f(z) = 1
2i

(
z
z̄ − z̄

z

)
. Να δειχθεί ότι το όριο lim

z→0
f(z) δεν υπάρχει.

(ϐ) Να ϐρεθεί η τιµή της σταθεράς k έτσι ώστε η συνάρτηση

f(z) =

{
(Re z)2(Im z)

|z|2 , z ̸= 0

k, z = 0

να είναι συνεχής στο z = 0.

(γ) ΄Εστω η συνάρτηση f(z) = x2 + iy2. Να ϐρεθούν τα σηµεία στα οποία η f είναι
(i) παραγωγίσιµη και (ii) αναλυτική.

4. Να δοθούν οι εξισώσεις Cauchy­Riemann σε πολικές συντεταγµένες.
΄Εστω

u(x, y) =
x2 + y2 + x

x2 + y2
.

Να δειχθεί ότι υπάρχει αναλυτική συνάρτηση της µορϕής f(z) = u(r, θ) + iv(r, θ), όπου v(r, θ)
συνάρτηση προς υπολογισµό. Στη συνέχεια να εκϕραστεί η f(z) ως συνάρτηση µόνο του z.



5. Αν f(z) = u(x, y) + iv(x, y), όπου z = x+ iy, είναι αναλυτική συνάρτηση, να δοθούν οι εξισώσεις
Cauchy­Riemann οι οποίες ικανοποιούνται από τις συναρτήσεις u(x, y) και v(x, y). Να δειχθεί ότι
η συνάρτηση u(x, y) είναι αρµονική. ∆ηλαδή, η συνάρτηση u(x, y) ικανοποιεί τη διαϕορική εξίσωση
του Laplace.
Να δειχθεί ότι η συνάρτηση u(x, y) = x3 − 3xy2 − 3x είναι αρµονική. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η
αναλυτική συνάρτηση f(z) = u(x, y) + iv(x, y), ως συνάρτηση µόνο του z, όπου v(x, y) είναι η
αρµονική συζυγής της u(x, y).

6. (α) Να δειχθεί ότι

cos−1 z = −i log
[
z +

√
z2 − 1

]
.

Να υπολογιστεί το cos−1(i).

(ϐ) Να δειχθεί ότι sinh z = sinhx cos y + i coshx sin y.
Να λυθεί η εξίσωση sinh z = i

√
3.

7. (α) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
C

(
z2 + z̄2

)
dz,

όπου C είναι
(i) το ευθύγραµµο τµήµα από το z = −i στο z = i

(ii) το ηµικύκλιο από το z = −i στο z = i που ϐρίσκεται στο δεξιό ηµι-επίπεδο.

(ϐ) Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)

∫
C

ez

(z2 − 4)(z2 + 4)
dz, όπου C είναι ο κύκλος |z| = 1.

(ii)

∫
C

dz

(z − 2)3(z + 2)
, όπου C είναι ο κύκλος |z − 2| = 2.

8. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
C

cos z

z
dz,

όπου C είναι ο κύκλος |z| = 1. Στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 2π

0
cos(cos t) cosh(sin t)dt.

Βοηθητικοί Τύποι

sin(ix) = i sinhx και cos(ix) = coshx

cos(A±B) = cosA cosB ∓ sinA sinB

sin(A±B) = sinA cosB ± sinB cosA

cosh2A− sinh2A = 1

cos 2A = cos2A− sin2A


