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Να λυθούν πέντε (5) ϑέµατα.

1. (α) Εκϕράζοντας το πηλίκο των µιγαδικών αριθµών z1 = 1+ i και z2 = 1+ i
√
3 σε δύο διαϕορετικές µορϕές,

να υπολογιστεί το sin π
12 και το cos π

12 .

(ϐ) ΄Εστω w =
z

z2 + 1
, όπου z µιγαδικός αριθµός και z ̸= ±i.

(i) Αν w είναι πραγµατικός αριθµός, τότε να δειχθεί ότι z είναι πραγµατικός αριθµός ή |z| = 1.

(ii) Να λυθεί η εξίσωση
z

z2 + 1
=

√
3

3
.

(γ) Να ϐρεθούν οι ϱίζες της εξίσωσης z4 + 8 + i8
√
3 = 0 στη µορϕή a+ ib.

2. (α) ΄Εστω οι µιγαδικοί αριθµοί z1 = x+ iy και z2 =
2− z̄1
2 + z̄1

, όπου x, y ∈ R και y ̸= 0. Αν z2 − z1 ∈ R, τότε

(i) να δειχθεί ότι z2 − z1 = 1,
(ii) να ϐρεθεί ο γεωµετρικός τόπος των εικόνων του z1.

(ϐ) ΄Εστω ότι f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) και έστω ότι η f ′(z) υπάρχει στο σηµείο z0 = x0+ iy0. Τότε να δειχθεί ότι
οι µερικές παράγωγοι πρώτης τάξης των u και v υπάρχουν στο σηµείο (x0, y0) και ότι ικανοποιούν τις εξισώσεις
των CauchyRiemann

ux = vy, uy = −vx.

3. (α) Να δειχθεί ότι το όριο lim
z→0

[Re(z)]
2

z2
δεν υπάρχει.

(ϐ) Να δειχθεί ότι η f(z) = z(cosx cosh y − i sinx sinh y) είναι ακέραια συνάρτηση. Στη συνέχεια να ϐρεθεί η
f ′(z) ως συνάρτηση µόνο του z.

(γ) Να ϐρεθούν οι τιµές της σταθεράς k έτσι ώστε η συνάρτηση u(x, y) = cosx(ey + eky) να είναι αρµονική.
Για αυτές τις τιµές της σταθεράς k, να ϐρεθεί η αρµονική συζυγής της v(x, y) και στη συνέχεια να εκϕραστεί η
αναλυτική συνάρτηση f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ως συνάρτηση του z µόνο.
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4. (α) Να εκϕραστεί ο µιγαδικός αριθµός tan[iLog(−1− i)] στη µορϕή a+ ib.

(ϐ) Να σχεδιαστεί η πολυγωνική γραµµή

C : z(t) =

{
2 + it, −1 ≤ t ≤ 1
2t+ i, 1 ≤ t ≤ 2

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C

Im(iz)dz.

(γ) Να λυθεί η εξίσωση cos z = 0.

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C

tan zdz, όπου C είναι ο κύκλος |z| = 2.

5. (α) Να δειχθεί ότι

Res
z=0

e
1
z

z + 1
= 1− e−1

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
C

e
1
z

z + 1
dz, C : |z| = 2.

(ϐ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C

cos z

(z − 1)3(z + 2i)
dz, όπου C είναι

(i) ο κύκλος |z| = 1
2 ,

(ii) ο κύκλος |z| = 3
2 ,

(iii) ο κύκλος |z| = 5
2 και

(iv) το τετράγωνο µε κορυϕές (−3,−3), (3,−3), (3, 3), (−3, 3).

6. (α) Να ϐρεθεί η σειρά Laurent της συνάρτησης f(z) =
1

z(z − 1)
η οποία να ισχύει στους πιο κάτω δακτύλιους :

(i) |z| > 1, (ii) 0 < |z − 1| < 1, (iii) 1 < |z − 2| < 2.

(ϐ) ΄Εστω η απεικόνιση T (z) =
z + i

z − i
. Να ϐρεθεί η εικόνα

(i) του δίσκου |z| ≤ 1 και (ii) του δίσκου |z − i| ≤ 1.

7. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)

∫ 2π

0

dθ

(2 + cos θ)2
, (ii)

∫ ∞

0

x sinx

x2 + 9
dx.
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Βοηθητικοί Τύποι

sin(ix) = i sinhx και cos(ix) = coshx

cos(A±B) = cosA cosB ∓ sinA sinB

sin(A±B) = sinA cosB ± sinB cosA

cosh(A±B) = coshA coshB ± sinhA sinhB

sinh(A±B) = sinhA coshB ± sinhB coshA

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + z4 + . . . , |z| < 1

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+

z5

5!
+ . . . |z| < ∞

sin z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
= z − z3

3!
+

z5

5!
− . . . |z| < ∞

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+

z4

4!
− . . . |z| < ∞
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