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Να λυθούν πέντε (5) ϑέµατα.

1. (α) Να απλοποιηθεί ο µιγαδικός αριθµός
(

1+i
1+i

√
3

)12

στη µορϕή a+ ib.

(ϐ) Να περιγραϕούν γεωµετρικά τα σύνολα των σηµείων :
(i) {z : |z| = Im z + 1

2}
(ii) {z : |2iz − 1| = 4}

(γ) Να ϐρεθούν οι ϱίζες της εξίσωσης (z + i)3 + 8i = 0 στη µορϕή a+ ib.

(δ) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα του De Moivre, να δειχθεί ότι

tan(3θ) =
3 tan θ − tan3 θ

1− 3 tan2 θ
.

2. (α) Αν z = x+ iy, να γραϕτεί ο µιγαδικός αριθµός z−3
z+3 στη µορϕή a+ ib.

Να ϐρεθεί η εξίσωση του γεωµετρικού τόπου

Arg

(
z − 3

z + 3

)
=

π

4
.

(ϐ) ΄Εστω ότι f(z) = u(x, y)+ iv(x, y) και έστω ότι η f ′(z) υπάρχει στο σηµείο z0 = x0+ iy0. Τότε να δειχθεί ότι
οι µερικές παράγωγοι πρώτης τάξης των u και v υπάρχουν στο σηµείο (x0, y0) και ότι ικανοποιούν τις εξισώσεις
των Cauchy­Riemann

ux = vy, uy = −vx.
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3. (α) ΄Εστω η συνάρτηση

f(z) =

{
x4/3y5/3+ix5/3y4/3

x2+y2 , z ̸= 0

0 z = 0
.

Να δειχθεί ότι οι εξισώσεις των Cauchy­Riemann ικανοποιούνται στο σηµείο z = 0. Στη συνέχεια να εξεταστεί
αν η παράγωγος υπάρχει στο z = 0.

(ϐ) Να εξεταστεί αν οι πιο κάτω συναρτήσεις είναι αναλυτικές.
(i) f(z) = sin(z̄)

(ii) f(z) = [x(3x+ 7) + y(1− 3y)] + i[x(6y − 1) + 7y]

Στη περίπτωση που είναι αναλυτική, να εκϕραστεί η f ′(z) συναρτήσει του z.

(γ) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση u(x, y) = ex sin y είναι αρµονική. Να ϐρεθεί η αρµονική συζυγής συνάρτηση
v(x, y) και στη συνέχεια να εκϕραστεί η αναλυτική συνάρτηση f(z) = u(x, y) + iv(x, y) ως συνάρτηση του z
µόνο.

4. (α) Να εκϕραστεί ο µιγαδικός αριθµός tan[iLog(−1− i)] στη µορϕή a+ ib.

(ϐ) Να λυθεί η εξίσωση sinh z = i
√
2.

(γ) Να ϐρεθεί το µέτρο το µιγαδικού αριθµού z = tanh (1+i)π
4 .

5. (α) ΄Εστω ότι C είναι το ϑετικό απλό κλειστό περίγραµµα που αποτελείται από τον πραγµατικό άξονα από το
σηµείο -2 ως 2 και από το ηµικύκλιο |z| = 2 από το 2 ως το -2. Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)

∫
C

z̄dz, (ii)

∫
C

ez
2

dz, (iii)

∫
C

ezdz

(z + i)(z − i)2
.

(ϐ) Να αναλυθεί σε µερικά κλάσµατα η συνάρτηση

f(z) =
1

z2 + 3z + 2
.

Να ϐρεθούν τα αναπτύγµατα της σειράς Laurent της συνάρτησης f(z) σε δυνάµεις του (z − 1) τα οποία να
ισχύουν στις περιοχές (i) |z − 1| < 2 και (ii) 2 < |z − 1| < 3, αντίστοιχα.

6. (α) ΄Εστω C είναι το ϑετικό ορθογώνιο περίγραµµα µε κορυϕές τα σηµεία −2 − i, 1− i, 1 + i, −2 + i. Να
υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)

∫
C

z cos

(
1

z + 1

)
dz, (ii)

∫
C

z + 1

sin z
dz.

(ϐ) ΄Εστω η απεικόνιση T (z) =
1

z
. Να ϐρεθεί και να σχεδιαστεί η εικόνα της ηµι-άπειρης λωρίδας η οποία

ορίζεται από της ανισώσεις : 1 ≤ y ≤ 2, x ≥ 0.

7. (α) Αν z = eiθ, να δειχθεί ότι
2z

z2 + 4z − 1
=

1

2 + i sin θ
.

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 2π

0

dθ

(2 + i sin θ)2
.

(ϐ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ ∞

0

cosx

x2 + 9
dx.
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Βοηθητικοί Τύποι

sin(ix) = i sinhx και cos(ix) = coshx

cos(A±B) = cosA cosB ∓ sinA sinB

sin(A±B) = sinA cosB ± sinB cosA

cosh(A±B) = coshA coshB ± sinhA sinhB

sinh(A±B) = sinhA coshB ± sinhB coshA

1

1− z
= 1 + z + z2 + z3 + z4 + . . . , |z| < 1

ez =
∞∑

n=0

zn

n!
= 1 + z +

z2

2!
+

z3

3!
+

z4

4!
+

z5

5!
+ . . . |z| < ∞

sin z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
= z − z3

3!
+

z5

5!
− . . . |z| < ∞

cos z =
∞∑

n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
= 1− z2

2!
+

z4

4!
− . . . |z| < ∞
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