
1

Ασκήσεις 7

7.1 Να εξεταστεί αν οι πιο κάτω ακολουθίες είναι φραγµένες και αν συγκλίνουν.

(i) zn = (−1)n +
i

2n
(ii) zn =

(−1)n

n+ i

(iii) zn = Log(2 + i)n (iv) zn = sin
(nπ

4

)
+ i4

7.2 Να εξεταστεί αν οι πιο κάτω σειρές συγκλίνουν.

(i)
∞∑
n=0

(−1)n(1 + 2i)2n+1

(2n+ 1)!
(ii)

∞∑
n=1

1√
n

(iii)
∞∑
n=0

n− i

3n+ 2i

7.3 Να ϐρεθούν οι σειρές Taylor για τις πιο κάτω συναρτήσεις γύρω από το δοσµένο
σηµείο και να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης.

(i) ez, −2i (ii) sin z,
π

2
(iii) z =

1

1− z
, i (iv) e−

z2

2 , 0

7.4 Να ϐρεθεί η σειρά Maclaurin της συνάρτησης σϕάλµατος

erf z =
2√
π

∫ z

0

e−t2dt.

7.5 Να ϐρεθούν οι σειρές Taylor για τις πιο κάτω συναρτήσεις γύρω από το δοσµένο
σηµείο και να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης.

(i)
z

(z − 1)(z + 2)
, z = 0 (ii)

1

z2
, z = 1 + i (iii)

z + 1

(z − 1)2(z + 2)
, z = 2

7.6 Να εκϕραστούν σε σειρές Laurent οι πιο κάτω συναρτήσεις

(i)
ez

z − 1
, z0 = 1 (ii)

1

z2 + 1
, z0 = i (iii)

1

(z + i)2 − (z + i)
, z0 = −i

(iv)
z2 − 4

z − 1
, z0 = 1 (v) ze

1
z−1 , z = 1

7.7 Να δειχθεί ότι

(i) z2 sin
(

1
z2

)
= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n

(2n+ 1)!

1

z4n
, 0 < |z| < ∞

(ii)
ez

(z + 1)2
=

1

e

[
∞∑
n=0

(z + 1)n

(n+ 2)!
+

1

z + 1
+

1

(z + 1)2

]
, 0 < |z + 1| < ∞
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7.8 Να ϐρεθούν δύο αναπτύγµατα σειράς Laurent σε δυνάµεις του z της συνάρτησης

f(z) =
1

z2(1− z)

και να προσδιοριστούν οι περιοχές στις οποίες αντιστοιχούν.

7.9 Να αναπτυχθεί η συνάρτηση

f(z) =
z + 1

z − 1

(i) σε σειρά Maclaurin
(ii) σε σειρά Laurent σε δυνάµεις του z.
Στη κάθε περίπτωση να δοθεί η περιοχή σύγκλισης.

7.10 Να αναπτυχθεί η συνάρτηση

f(z) =
z

(z − 1)(z − 3)

σε σειρά Laurent µε δυνάµεις του z − 1.

7.11 ΄Εστω η πραγµατική συνάρτηση

u(θ) =
1

5− 4 cos θ
.

(i) Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση

cos θ =
z + z−1

2
,

να δειχθεί ότι

u(θ) = f(z) =
−z

(z − 2)(2z − 1)
=

1

3

(
1

1− z
2

− 1

1− 2z

)
.

(ii) Να αναπτυχθεί η συνάρτηση f(z) σε σειρά Laurent η οποία να ισχύει στο δακτύλιο
1
2
< |z| < 2.

(iii) Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση

cos(nθ) =
zn + z−n

2
,

να ϐρεθεί η σειρά Fourier της συνάρτησης u(θ).


