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Ασκήσεις 6

6.1 Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα:

(i)

∫ 2

1

(
1

t
− i

)2

dt (ii)

∫ π
6

0

e2itdt

6.2 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫ 2π

0

eimθe−inθdθ, όπου m και n είναι ακέραιοι.

6.3 Να δειχθεί ότι∣∣∣∣∫ π

0

(
x+ i

√
1− x2 cos θ

)n

dθ

∣∣∣∣ ≤ π, n = 0, 1, 2, . . .

6.4 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C

z + 2

z
dz, όπου C είναι

(i) το ηµικύκλιο z = 2eiθ, 0 ≤ θ ≤ π

(ii) το ηµικύκλιο z = 2eiθ, π ≤ θ ≤ 2π

(iii) το κύκλος z = 2eiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π

6.5 Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)
∫
C

Imzdz, όπου C είναι τα τρία ευθύγραµµα τµήµατα: από −i στο −1− i, από −1− i

στο −1 και από το −1 στο i.

(ii)
∫
C

|z|z̄dz, όπου C είναι το ευθύγραµµο τµήµα από -1 στο 1 και το πάνω ηµικύκλιο

µε κέντρο την αρχή και ακτίνα ίση µε 1.

(iii)
∫
C

z̄2dz, όπου C είναι ο κύκλος |z − 1| = 1.

6.6 Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)
∫
C

cosh 4zdz, όπου C είναι τροχιά από −πi
8

στο πi
8

.

(ii)
∫
C

sec2 zdz, όπου C είναι τροχιά από −π
4

στο πi
4

.

(iii)
∫
C

ze
z2

2 dz, όπου C είναι η τροχιά από i στο 1 κατά µήκος των αξόνων.

6.7 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C

(z−z0)
n−1dz, όπου C είναι ο κύκλος |z−z0| = R

και n είναι ακέραιος.

6.8 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫
C

[
z3 + z̄

(
1 +

1

|z|2

)]
dz, όπου C είναι ο κύκλος

|z| = R.
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6.9 Να δειχθεί ότι

(i)

∣∣∣∣∫
C1

sin z

z2
dz

∣∣∣∣ ≤ 2πe (ii)

∣∣∣∣∫
CR

Log z

z2
dz

∣∣∣∣ ≤ 2π

(
π + lnR

R

)
όπου C1 είναι ο κύκλος |z| = 1 και CR είναι ο κύκλος |z| = R (> 1).

6.10 Αϕού ϐρεθεί η κατάλληλη αντιπαράγωγος, να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)

∫ i
2

i

eπzdz, (ii)

∫ π+2i

0

cos
(z
2

)
dz

(iii)

∫ 3

1

(z − 3)3dz (iv)

∫ 0

πi
2

(
zez

2 − z
)
dz

6.11 ΄Εστω
∫
C
f(z)dz, όπου C είναι ο κύκλος |z| = 1. Να εξεταστεί αν ισχύει το ϑεώρηµα

των CauchyGoursat για τις πιο κάτω συναρτήσεις :

(i) f(z) = Re z (ii) f(z) = e
z2

2 (iii) f(z) = tan z2

(iv) f(z) = 1
z4−4

(v) f(z) = 1
4|z|4 (vi) f(z) = z2 cos z

6.12 Χρησιµοποιώντας την αρχή της παραµόρϕωσης των δρόµων, να υπολογιστούν τα
ολοκληρώµατα

(i)

∫
C

dz

z − 1− i
(ii)

∫
C

dz

(z − 1− i)5
(iii)

∫
C

dz

2z − 1− i

όπου C είναι το τετράγωνο µε κορυϕές z = 0, 3i, 3 + 3i, 3.

6.13 Να δειχθεί ότι∫
C

Log z

(z + 1)(z − 3)
dz =

∫
C

Log z

4(z − 3)
dz,

όπου C είναι ο κύκλος |z − 3| = 2.

6.14 Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)
∫
C

z + 2

z − 2
dz C : |z − 1| = 2

(ii)
∫
C

sinhπz

z2 − 3z
dz C : |z| = 1

(iii)
∫
C

dz

z2 − 1
C : |z + 1| = 1

(iv)
∫
C

cos z

2z
dz C : |z| = 1

2

(v)
∫
C

e−3πz

2z + i
dz C είναι το τετράγωνο µε κορυϕές ±1, ±i.

(vi)
∫
C

(|z|2 + ez)dz C : |z| = 1
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6.15 Να υπολογιστούν τα ολοκληρώµατα

(i)
∫
C

z2 + z + 1

z − 3
dz C : |z| = 2

(ii)
∫
C

ez

z − 1
dz C : |z| = 2

(iii)
∫
C

ez

πi− 2z
dz C : |z| = 2

(iv)
∫
C

(
z +

1

z

)2

dz C : |z| = 1

(v)
∫
C

ez

z − 2
dz C : |z − 1| = 2

(vi)
∫
C

ez

(z − 2)(z − 5)3
dz C : |z − 1| = 2

6.16 Να δειχθεί ότι∫
C

eaz

z
dz = 2πi,

όπου a είναι πραγµατική σταθερά και C είναι ο µοναδιαίος κύκλος z = eiθ, −π ≤ θ ≤ π.
Στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ π

0

ea cos θ cos(a sin θ)dθ.

6.17 Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫
C

dz

(z − 2)(z − 1
2
)
,

όπου C είναι ο κύκλος |z| = 1. Στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 2π

0

dt

5− 4 cos t
.


