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1. (α) ∆ίνονται τα σηµεία A(2, 1,−3), B(0, 2,−1) και P (4, 3, 0).

(ι) Να ϐρεθεί ∥proj−→
AB

−→
AP∥.

(ιι) Να ϐρεθεί η απόσταση του P από την ευθεία που διέρχεται από τα σηµεία Α και Β.

(ϐ) Αν τα διανύσµατα v1, v2 και v3 είναι µη-µηδενικά και κάθετα µεταξύ τους, τότε κάθε διάνυσµα
v ∈ R3 µπορεί να γραϕεί ως γραµµικός συνδυασµός των v1, v2 και v3. ∆ηλαδή,

v = c1v1 + c2v2 + c3v3

όπου c1, c2, c3 είναι σταθερές. Να αποδειχθεί ότι

ci =
v · vi

∥vi∥2
, i = 1, 2, 3.

Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα v1 = 3i− j+ 2k, v2 = −i− j+ k και v3 = −i+ 5j+ 4k είναι κάθετα
µεταξύ τους. Χρησιµοποιώντας το πιο πάνω αποτέλεσµα να γραϕεί το διάνυσµα i−j+k ως γραµµικός
συνδυασµός των v1, v2 και v3.

2. (α) Να ϐρεθούν οι παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας στην οποία τέµνονται τα επίπεδα 2x+5z+3 =
0 και x− 3y + z + 2 = 0.

(ϐ) Να ϐρεθεί το σηµείο τοµής των ευθειών

x = 1 + t, y = 1− t, z = 2t και x = 2− s, y = s, z = 2.

Στη συνέχεια να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που περιέχει αυτές τις δύο ευθείες.

(γ) Να ϐρεθεί η απόσταση µεταξύ των δύο ευθειών

x = 1 + t, y = 1 + 6t, z = 2t και x = 1 + 2s, y = 5 + 15s, z = −2 + 6s.
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3. (α) ΄Εστω r = r(t). Χρησιµοποιώντας ότι ∥r∥2 = r · r, να δειχθεί ότι

d

dt
[∥r∥] = 1

∥r∥
r · r′.

(ϐ) Να ϐρεθεί το µήκος τόξου της καµπύλης r(t) = t cos ti+ t sin tj+ 2
√
2

3 t
3
2k στο διάστηµα 0 ≤ t ≤ π.

(γ) Να ϐρεθούν οι παραµετρικές εξισώσεις της καµπύλης r(t) = et cos ti + et sin tj + etk, t ≥ 0
συναρτήσει της παραµέτρου s (µήκος τόξου). Να χρησιµοποιηθεί ως σηµείο αναϕοράς το σηµείο της
καµπύλης όπου t = 0.

(δ) Να ϐρεθεί το µοναδιαίο εϕαπτόµενο διάνυσµα T και µοναδιαίο κάθετο διάνυσµα N για την καµ-
πύλη x = 3 cosh 2t, y = 3 sinh 2t, z = 6t στο σηµείο t = ln 2.

4. Να δοθούν οι ορισµοί των µοναδιαίων διανυσµάτων T(t) και N(t).
Αν r(t) είναι µια οµαλή διανυσµατική συνάρτηση στον R3, τότε να δειχθεί ότι για κάθε τιµή της
παραµέτρου t, για την οποία T′(t) και r′′(t) υπάρχουν, η καµπυλότητα κ µπορεί να εκϕραστεί ως

(i) κ =
∥T′(t)∥
∥r′(t)∥

, (ii) κ =
∥r′(t)× r′′(t)∥

∥r′(t)∥3

[ Βοηθητικοί τύποι : κ =
∥∥dT

ds

∥∥ s =
∫ t
t0

∥∥ dr
du

∥∥du ]
Να ϐρεθεί η καµπυλότητα της

r(t) = 3 cos ti+ 4 sin tj+ tk

στο σηµείο t = π
2 .

5. (α) Να δοθεί ο ορισµός της παραγωγίσιµης συνάρτησης f(x, y) στο σηµείο (x0, y0).
Να δειχθεί ότι αν η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο (x0, y0), τότε η f είναι συνεχής στο (x0, y0).

(ϐ) Αν οι συναρτήσεις f και g έχουν µερικές παραγώγους δεύτερης τάξης, να ϐρεθεί η τιµή της
σταθεράς c έτσι ώστε η u(x, t) = f(x+ ct) + g(x− ct) να ικανοποιεί την κυµατική εξίσωση

∂2u

∂t2
− 25

∂2u

∂x2
= 0.

(γ) Να δειχθεί ότι το όριο

lim
(x,y)→(0,0)

xy

5x2 + 4y2

δεν υπάρχει.
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6. (α) Να ϐρεθεί το σηµείο πάνω στην επιϕάνεια z = 3x2 − y2 στο οποίο το εϕαπτόµενο επίπεδο είναι
παράλληλο µε το επίπεδο 6x+ 4y − z = 5.

(ϐ) Να δειχθεί ότι οι επιϕάνειες z =
√

x2 + y2 και z = 1
10(x

2 + y2) + 5
2 τέµνονται στο (3, 4, 5) και ότι

έχουν κοινό εϕαπτόµενο επίπεδο σε αυτό το σηµείο.

(γ) Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία τοµής της ευθείας x = −1+ t, y = 2+ t, z = 2t+7 και της επιϕάνειας
z = x2 + y2. Για κάθε σηµείο τοµής, να ϐρεθεί το συνηµίτονο της οξείας γωνίας που σχηµατίζει η
κάθετος στο σηµείο µε τη δοσµένη ευθεία.

7. (α) Να ϐρεθούν τα σχετικά µέγιστα, σχετικά ελάχιστα και σαγµατικά σηµεία (αν υπάρχουν) της
f(x, y) = 2x3 + 2y3 − 9x2 + 3y2 − 12y.

(ϐ) Η παράγωγος της f(x, y) στο σηµείο P (1, 2) στη κατεύθυνση v1 = i+ j είναι ίση µε 2
√
2 και στην

κατεύθυνση v2 = −2j είναι ίση µε −3. Να ϐρεθεί η παράγωγος της f στην κατεύθυνση v3 = −i− 2j.

8. Να ϐρεθούν τα απόλυτα ακρότατα της συνάρτησης f(x, y) = 48xy − 32x3 − 24y2 στο κλειστό και
φραγµένο σύνολο R, όπου R είναι η ορθογώνια περιοχή 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.
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