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1. (á) Íá âñåèïýí ïé ôéìÝò ôùí óôáèåñþí a êáé b Ýôóé þóôå ôï äéÜíõóìá u = ai + bj + k íá åßíáé
ïñèïãþíéï êáé ìå ôá äýï äéáíýóìáôá v = 3i + j− k êáé w = −3i + 2j + 2k.

(â) ¸óôù u = −i− 2j + 7k êáé v = 6i− 3j− 2k. Íá âñåèåß: ‖projvu‖.

(ã) ¸íá óùìáôßäéï åêôïîåýåôáé áðü ôï Ýäáöïò ìå ôá÷ýôçôá 768 m/sec ðïõ ó÷çìáôßæåé ãùíßá 30o ìå ôçí
ïñéæüíôéá. Íá âñåèïýí:
(i) ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôçò ôñï÷éÜò ôïõ óùìáôéäßïõ,
(ii) ôï ìÝãéóôï ýøïò ðïõ èá öèÜóåé ôï óùìáôßäéï,
(iii) ç ïñéæüíôéá áðüóôáóç ðïõ èá êáëýøåé ôï óùìáôßäéï,
(iv) ç ôá÷ýôçôá (ìÝôñï êáé êáôåýèõíóç) ôïõ óùìáôéäßïõ üôáí èá åðéóôñÝøåé óôï Ýäáöïò.

2. (á) ¸óôù üôé L1 êáé L2 åßíáé äýï åõèåßåò ïé ïðïßåò Ý÷ïõí ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò

x = 1 + 2t, y = 2− t, z = 4− 2t

êáé
x = 9 + t, y = 5 + 3t, z = −4− t

Íá âñåèïýí:
(i) ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí äýï åõèåéþí,
(ii) ç ãùíßá ìåôáîý L1 êáé L2,
(iii) ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôçò åõèåßáò ðïõ åßíáé êÜèåôç óôéò åõèåßåò L1 êáé L2 êáé äéÝñ÷åôáé áðü
ôï óçìåßï ôïìÞò ôïõò.

(â) Íá âñåèåß ç åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (1,7,-1) êáé ðåñéÝ÷åé ôçí åõèåßá
ðïõ åßíáé ç ôïìÞ ôùí åðéðÝäùí x− y + 8z = −4 êáé 3x− y + 2z = 0.
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3. (á) Áí r(t) åßíáé äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç óôïí IR3 êáé ôï ìÝôñï ‖r(t)‖ åßíáé óôáèåñü ãéá êÜèå ôéìÞ
ôçò ðáñáìÝôñïõ t, ôüôå íá äåé÷èåß üôé ôá äéáíýóìáôá r(t) êáé r′(t) åßíáé ïñèïãþíéá ∀t.

(â) Íá âñåèåß ôï ìÞêïò ôüîïõ ôçò êáìðýëçò r(t) = eti + e−tj +
√

2 tk óôï äéÜóôçìá 0 ≤ t ≤ 1.

(ã) Íá âñåèïýí ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôçò êáìðýëçò r(t) = sin(et)i + cos(et)j +
√

3etk, t ≥ 0
óõíáñôÞóåé ôçò ðáñáìÝôñïõ s (ìÞêïò ôüîïõ). Íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ùò óçìåßï áíáöïñÜò ôï óçìåßï ôçò
êáìðýëçò üðïõ t = 0.

(ä) Íá âñåèåß ôï ìïíáäéáßï åöáðôüìåíï äéÜíõóìá T êáé ìïíáäéáßï êÜèåôï äéÜíõóìá N ãéá ôçí êáìðýëç
x = cosh t, y = sinh t, z = t óôï óçìåßï t = ln 2.

4. Íá äïèïýí ïé ïñéóìïß ôùí ìïíáäéáßùí äéáíõóìÜôùí T(t) êáé N(t).
Áí r(t) åßíáé ìéá ïìáëÞ äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç óôïí IR3, ôüôå íá äåé÷èåß üôé ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò
ðáñáìÝôñïõ t, ãéá ôçí ïðïßá T′(t) êáé r′′(t) õðÜñ÷ïõí, ç êáìðõëüôçôá κ ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò

(i) κ =
‖T′(t)‖
‖r′(t)‖ , (ii) κ =

‖r′(t)× r′′(t)‖
‖r′(t)‖3

[ Âïçèçôéêïß ôýðïé: κ =
∥∥∥dT

ds

∥∥∥ s =
∫ t
t0

∥∥∥ dr
du

∥∥∥ du ]
¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

r = 2 cos ti + 3 sin tj, 0 ≤ t< 2π

ç ïðïßá ðáñéóôÜíåé ìéá Ýëëåéøç. Íá âñåèåß ç êáìðõëüôçôá ôçò Ýëëåéøçò óôá Üêñá ôùí áîüíùí.

5. (á) Íá äïèåß ï ïñéóìüò ôçò ðáñáãùãßóéìçò óõíÜñôçóçò f(x, y) óôï óçìåßï (x0, y0).
Íá äåé÷èåß üôé áí ç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï (x0, y0), ôüôå ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï (x0, y0).

(â) Áí ïé óõíáñôÞóåéò f êáé g Ý÷ïõí ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåýôåñçò ôÜîçò, íá âñåèåß ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò
c Ýôóé þóôå ç u(x, t) = f(x + ct) + g(x− ct) íá éêáíïðïéåß ôçí êõìáôéêÞ åîßóùóç

∂2u

∂t2
− 9

∂2u

∂x2
= 0.

(ã) Íá äåé÷èåß üôé

lim
(x,y)→(0,0)

3xy2

x2 + y2
= 0.
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6. (á) Íá âñåèïýí ôá óçìåßá ðÜíù óôçí åðéöÜíåéá x2+4x+y2+z2−2z = 11 óôá ïðïßá ôï åöáðôüìåíï
åðßðåäï åßíáé ïñéæüíôéï.

(â) ¸óôù üôé
Duf(a, b) = −1, Dvf(a, b) = 7,

üðïõ u = 3
5 i− 4

5 j, v = 3
5 i + 4

5 j. Íá âñåèåß ç ∇f(a, b).

(ã) Äßíåôáé üôé ∇f(a, b) = 4i + 3j. Íá âñåèåß ôï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá u ôÝôïéï þóôå
(i) Duf(a, b) = 0
(ii) Duf(a, b) åßíáé ìÝãéóôï.
(iii) Duf(a, b) åßíáé åëÜ÷éóôï.

7. (á) Íá âñåèïýí ôá ó÷åôéêÜ ìÝãéóôá, ó÷åôéêÜ åëÜ÷éóôá êáé óáãìáôéêÜ óçìåßá (áí õðÜñ÷ïõí) ôçò
f(x, y) = 4x3 + y3 − 12x− 3y.

(â) Íá âñåèåß ôï óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ x + 2y + z = 1 ôï ïðïßï åßíáé ôï ðëçóéÝóôåñï óôçí áñ÷Þ ôùí
áîüíùí.

8. Íá âñåèïýí ôá áðüëõôá áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò f(x, y) = xy − 2x − y + 6 óôï êëåéóôü êáé
öñáãìÝíï óýíïëï R, üðïõ R åßíáé ç ôñéãùíéêÞ ðåñéï÷Þ ìå êïñõöÝò (0,0), (0,8) êáé (4,0).
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