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Να λυθούν πέντε (5) ϑέµατα.

1. (α) Να ϐρεθούν οι παραµετρικές εξισώσεις της ευθείας που περιέχει το σηµείο (0, 2, 1) και τέµνει
κάθετα την ευθεία µε παραµετρικές εξισώσεις x = 2t, y = 1− t, z = 2 + t.

(ϐ) Να ϐρεθεί η εξίσωση του επιπέδου που περιέχει το σηµείο (2, 0, 3) και την ευθεία µε παραµετρικές
εξισώσεις x = −1 + t, y = t, z = −4 + 2t.

(γ) Να ϐρεθεί η απόσταση µεταξύ των επιπέδων −2x+ y + z = 0 και 6x− 3y − 3z = 5.

2. (α) Να δοθούν οι ορισµοί των µοναδιαίων διανυσµάτων T(t) και N(t).
Αν r(t) είναι µια οµαλή διανυσµατική συνάρτηση στον R3, τότε να δειχθεί ότι για κάθε τιµή της
παραµέτρου t, για την οποία T′(t) και r′′(t) υπάρχουν, η καµπυλότητα κ µπορεί να εκϕραστεί ως

(i) κ =
∥T′(t)∥
∥r′(t)∥

, (ii) κ =
∥r′(t)× r′′(t)∥

∥r′(t)∥3

[ Βοηθητικοί τύποι : κ =
∥∥dT

ds

∥∥ s =
∫ t
t0

∥∥ dr
du

∥∥du ]
΄Εστω η διανυσµατική εξίσωση

r = 2 cos ti+ 3 sin tj, 0 ≤ t < 2π

η οποία παριστάνει µια έλλειψη. Να ϐρεθεί η καµπυλότητα της έλλειψης στα άκρα των αξόνων.

(ϐ) Να ϐρεθεί το µήκος τόξου της καµπύλης r(t) = eti+ e−tj+
√
2 tk στο διάστηµα 0 ≤ t ≤ 1.
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3. (α) Να δοθεί ο ορισµός της παραγωγίσιµης συνάρτησης f(x, y) στο σηµείο (x0, y0).
Να δειχθεί ότι αν η f είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο (x0, y0), τότε η f είναι συνεχής στο (x0, y0).

(ϐ) ΄Εστω 1
z = 1

x + 1
y . Να δειχθεί ότι

∂2z

∂x2
∂2z

∂y2
=

4z2

(x+ y)4
.

(γ) Να ϐρεθούν οι εξισώσεις του εϕαπτόµενου επιπέδου και της κάθετης ευθείας γραµµής της επιϕάνειας
z = e3y sin 3x στο σηµείο P (π6 , 0, 1).

(δ) ΄Εστω f(x, y) = y
x+y . Να ϐρεθεί µοναδιαίο διάνυσµα u για το οποίο ισχύει Duf(2, 3) = 0.

4. α) Να ϐρεθούν τα σχετικά ακρότατα και σαγµατικά σηµεία (αν υπάρχουν) της συνάρτησης

f(x, y) = x3 + xy2 − 12x2 − 2y2 + 21x.

(ϐ) Να ϐρεθούν τα απόλυτα ακρότατα της συνάρτησης f(x, y) = x2+2y2−x στο κλειστό και φραγµένο
σύνολο R, όπου R είναι η κυκλική περιοχή x2 + y2 ≤ 4. Να προσδιοριστούν τα σηµεία στα οποία
συµβαίνουν τα απόλυτα ακρότατα.

5. (α) Να λυθεί το γραµµικό σύστηµα (µε τη µέθοδο των GaussJordan)

x1 + 2x2 − 3x3 − x4 = −3
x1 + 3x2 + 2x3 − 2x4 = 0

2x1 + 5x2 + 3x3 − x4 = 5
3x1 + x2 + 2x3 + 5x4 = 18

.

Να υπολογιστεί η τιµή της ορίζουσας

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3 −1
1 3 2 −2
2 5 3 −1
3 1 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Χρησιµοποιώντας τη λύση του πιο πάνω συστήµατος και την τιµή της ορίζουσας ∆, να υπολογιστούν
οι τιµές των οριζουσών:

(i)

∣∣∣∣∣∣∣∣
−3 2 −3 −1
0 3 2 −2
5 5 3 −1
18 1 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ (ii)

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −3 6
1 3 2 0
2 5 3 −10
3 1 2 −36

∣∣∣∣∣∣∣∣
(ϐ) Χωρίς να αναπτυχθεί η ορίζουσα (δηλαδή, να χρησιµοποιηθούν µόνο ιδιότητες των οριζουσών), να
δειχθεί ότι∣∣∣∣∣∣

1 + x+ x2 x x2

1 + y + y2 y y2

1 + z + z2 z z2

∣∣∣∣∣∣ = (x− y)(y − z)(z − x).
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6. (α) Χρησιµοποιώντας τον κατάλληλο αντίστροϕο πίνακα, να λυθεί το γραµµικό σύστηµα

x+ 3y − 2z = 7
2x+ 5y − 3z = 13

−3x+ 2y − 4z = −9
.

Να δειχθεί ότι τα διανύσµατα

(1, 3,−2), (2, 5,−3), (−3, 2,−4)

αποτελούν µια ϐάση του διανυσµατικού χώρου R3.

(ϐ) ΄Εστω το γραµµικό σύστηµα

x1 + 3x2 + 2x3 − x4 = a
x1 + 6x2 + x3 + 2x4 = b

3x1 + 15x2 + 4x3 + 3x4 = c
,

όπου a, b και c είναι µη-µηδενικές πραγµατικές σταθερές. Να ϐρεθεί η σχέση που συνδέει τις σταθερές
έτσι ώστε το σύστηµα να έχει λύση.

7. (α) Να ϐρεθούν οι ιδιοτιµές και οι αντίστοιχοι ιδιόχωροι του πίνακα

A =

 0 1 0
1 −1 1
0 1 0

 .

(ϐ) Να δειχθεί ότι (1, 1, 2) και (1,−1, 0) είναι ιδιοδιανύσµατα του πίνακα

A =

 −2 2 1
2 −2 1
1 1 1

 .

και να ϐρεθούν οι αντίστοιχες ιδιοτιµές.

(γ) Να εξεταστεί αν τα πιο κάτω υποσύνολα είναι υπόχωροι.
(i) {(x1, x2, x3, x4) ∈ R4 : x1 + x2 − x3 − x4 = 0}

(ii)

{[
a b
c d

]
∈ M2×2 : ab = 1

}
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