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ÊåöÜëáéï 3

ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÐÏËËÙÍ
ÌÅÔÁÂËÇÔÙÍ

3.1 ÅéóáãùãÞ
¸óôù üôé S åßíáé Ýíá óýíïëï áðü óçìåßá óôïí n−äéÜóôáôï ÷þñï. Ìéá óõíÜñôçóç
(ðïõ ïñßæåôáé óôï S) åßíáé ìéá ó÷Ýóç ç ïðïßá ó÷åôßæåé êÜèå óôïé÷åßï ôïõ S ìå Ýíá
áñéèìü. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç

f(x1, x2, . . . , xn) =
√

x2
1 + x2

2 + . . . + x2
n

ìáò äßíåé ôçí áðüóôáóç ôïõ óçìåßïõ (x1, x2, . . . , xn) áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí.

Öõóéêü ðåäßï ïñéóìïý: Áí ôï ðåäßï ïñéóìïý ìéáò óõíÜñôçóçò f äåí ðñïóäéïñßæåôáé,
ôüôå ôï óõíüëï ôùí óçìåßùí ãéá ôá ïðïßá ï ôýðïò ôçò f äßíåé Ýíá ðñáãìáôéêü áñéèìü
(äçëáäÞ, ç f ïñßæåôáé), êáëåßôáé öõóéêü ðåäßï ïñéóìïý. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõíÜñôçóç
f(x, y) = 6x2y2−x

√
y+5 Ý÷åé öõóéêü ðåäßï ïñéóìïý y ≥ 0 êáé ç f(x, y) = ln(x2−y)

Ý÷åé öõóéêü ðåäßï ïñéóìïý x2 − y > 0 ⇒ y< x2.

¼ðùò êáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò, ïñßæïõìå ôç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç
ìéáò óõíÜñôçóçò f n ìåôáâëçôþí, x1, x2, . . . , xn, íá åßíáé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí
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óôïí (n + 1)-äéÜóôáôï ÷þñï ôçò ìïñöÞò

(x1, x2, . . . , xn, f(x1, x2, . . . , xn)) ,

üðïõ (x1, x2, . . . , xn) åßíáé ôï ðåäßïí ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò f . Ãéá ðáñÜäåéãìá,
ãéá n = 2 ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò f åßíáé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí

(x, y, f(x, y)).

Ãéá êÜèå áñéèìü c, ç åîßóùóç f(x, y) = c åßíáé ç åîßóùóç ìéáò êáìðýëçò óôï åðßðåäï.
ÁõôÞ ç êáìðýëç êáëåßôáé éóïóôáèìéêÞ êáìðýëç ôçò f óôï óçìåßï (0, 0, c). Ìå ôç
âïÞèåéá ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôÝôïéùí êáìðõëþí ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ìéá êáëÞ
ðåñéãñáöÞ ôçò f .

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù f(x, y) = x2 + y2. Ïé éóïóôáèìéêÝò êáìðýëåò ïñßæïíôáé áðü ôéò
êáìðýëåò

x2 + y2 = c, c ≥ 0

ïé ïðïßåò åßíáé êýêëïé áêôßíáò
√

c.

Ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò z = f(x, y) = x2 + y2 óôï 3-äéÜóôáôï ÷þñï åßíáé
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Óôç ðåñßðôùóç ôùí óõíáñôÞóåùí 3 ìåôáâëçôþí, f(x, y, z), ïé åîéóþóåéò

f(x, y, z) = c

êáëïýíôáé éóïóôáèìéêÝò åðéöÜíåéåò.

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù f(x, y) = x2 + y2 + z2. Ïé éóïóôáèìéêÝò åðéöÜíåéåò ïñßæïíôáé
áðü ôéò åîéóþóåéò

x2 + y2 + z2 = c, c ≥ 0

ïé ïðïßåò åßíáé óöáßñåò áêôßíáò
√

c.

¸÷ïõìå äåé üôé óôïí IR3 ïé åðéöÜíåéåò ïñßæïíôáé ðáñáìåôñéêÜ áðü ôñåéò åîéóþóåéò
ðïõ ðåñéÝ÷ïõí ìéá ðáñÜìåôñï. ÁíÜëïãá, ïé åðéöÜíåéåò óôïí IR3 ìðïñïýí íá ïñéóôïýí
ðáñáìåôñéêÜ áðü ôñåéò åîéóþóåéò ðïõ ðåñéÝ÷ïõí äýï ðáñáìÝôñïõò. ÄçëáäÞ,

x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v),

üðïõ u êáé v åßíáé ðáñÜìåôñïé, Þ ùò äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

r(u, v) = xi + yj + zk = f(u, v)i + g(u, v)j + h(u, v)k.

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù

z = 16− x2 − y2.

ÈÝôïõìå x = u êáé y = v, ïðüôå ç åðéöÜíåéá ïñßæåôáé ðáñáìåôñéêÜ ùò

x = u, y = v, z = 16− u2 − v2

Þ

r(u, v) = ui + vj + (16− u2 − v2)k.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç êáñôåóéáíÞ åîßóùóç ôçò åðéöÜíåéáò ç ïðïßá ïñßæåôáé áðü
ôç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

r(u, v) = 3u cos vi + 4u sin vj + uk, 0 ≤ u ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 2π.

Ëýóç:



70 ÊåöÜëáéï 3. ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ ÐÏËËÙÍ ÌÅÔÁÂËÇÔÙÍ

3.2 ¼ñéá êáé óõíÝ÷åéá
Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò õðÜñ÷ïõí ìüíï äýï äéáäñïìÝò ìå ôéò ïðïßåò Ýíá
óçìåßï ðñïóåããßæåé Ýíá Üëëï (ðëåõñéêÜ üñéá),

lim
x→x+

0

f(x) êáé lim
x→x−0

f(x)

Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò äýï ìåôáâëçôþí õðÜñ÷ïõí Üðåéñåò äéáäñïìÝò (êáìðýëåò) ìå ôéò
ïðïßåò Ýíá óçìåßï ðñïóåããßæåé Ýíá Üëëï.

Áí C åßíáé ìéá ïìáëÞ ðáñáìåôñéêÞ êáìðýëç,

x = x(t), y = y(t)

êáé áí x0 = x(t0), y0 = y(t0), ôüôå ïñßæïõìå

lim
(x, y) → (x0, y0)
(êáôÜ ìÞêïò ôçò C)

f(x, y) = lim
t→t0

f (x(t), y(t))

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x, y) = xy
x2+y2 . Íá âñåèåß ôï üñéï lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)

êáôÜ ìÞêïò (a) ôçò ðáñáâïëÞò y = x2, (b) ôçò åõèåßáò y = x.

Ëýóç:



3.2. ¼ñéá êáé óõíÝ÷åéá 71

Ôá üñéá êáôÜ ìÞêïò óõãêåêñéìÝíùí êáìðýëùí äåí ìáò äßíïõí ôç óõìðåñéöïñÜ ìéáò
óõíÜñôçóçò óå ïëüêëçñç ôç ðåñéï÷Þ ãýñù áðü Ýíá óçìåßï.

Ïñéóìüò: ¸óôù f = f(x, y). ÃñÜöïõìå

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y) = L

áí ãéá êÜèå áñéèìü ε > 0, ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíá áñéèìü δ > 0 Ýôóé þóôå ç
óõíÜñôçóç f(x, y) íá éêáíïðïéåß ôçí áíéóüôçôá

|f(x, y)− L|< ε

üôáí (x, y) áíÞêåé óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f êáé ç áðüóôáóç ìåôáîý (x, y) êáé (x0, y0)
éêáíïðïéåß ôç ó÷Ýóç

0<
√

(x− x0)2 + (y − y0)2< δ.

[ÄçëáäÞ, ôï óçìåßï (x, y) âñßóêåôáé óå áíïé÷ôü äßóêï ìå êÝíôñï (x0, y0) êáé áêôßíá
δ.]
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ÐáñÜäåéãìá: Íá äåé÷èåß üôé

lim
(x,y)→(0,0)

2x3 − y3

x2 + y2
= 0.

Ëýóç:
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Èåþñçìá: Áí ìéá óõíÜñôçóç f(x, y) Ý÷åé üñéï L üôáí (x, y) ôåßíåé óôï (x0, y0), ôüôå
ç óõíÜñôçóç f(x, y) Ý÷åé ôï ßäéï üñéï L üôáí (x, y) ôåßíåé óôï (x0, y0) êáôÜ ìÞêïò
ïðïéáóäÞðïôå êáìðýëçò.

ÐáñÜäåéãìá: Óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, åß÷áìå äåßîåé üôé

lim
(x,y)→(0,0)

2x3 − y3

x2 + y2
= 0.

Áí åðéëÝîïõìå ôï (x, y) → (0, 0) êáôÜ ìÞêïò ïðïéáóäÞðïôå êáìðýëçò, ôüôå èá âñïýìå
üôé ôï ðéï ðÜíù üñéï åßíáé ßóï ìå ìçäÝí. ¸óôù

lim
(x, y) → (0, 0)
(êáôÜ ìÞêïò ôçò y = x)

2x3 − y3

x2 + y2
= lim

t→0

2t3 − t3

t2 + t2
= lim

t→0

t3

t2
= lim

t→0
t = 0.

ÓõíÝ÷åéá: Ç óõíÜñôçóç f(x, y) åßíáé óõíå÷Þò óôï óçìåßï (x0, y0) áí

lim
(x,y)→(x0,y0)

= f(x0, y0).

Áí ç óõíÜñôçóç f(x, y) åßíáé óõíå÷Þò óå üëá ôá óçìåßá ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò, ôüôå
ëÝìå üôé åßíáé óõíå÷Þò. ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü ôïõ ïñßïõ Ý÷ïõìå:

Èåþñçìá: Áíáãêáßá êáé éêáíÞ óõíèÞêç Ýôóé þóôå ç óõíÜñôçóç f(x, y) íá åßíáé
óõíå÷Þò óôï óçìåßï (x0, y0), åßíáé ãéá êÜèå ε > 0, õðÜñ÷åé δ > 0 ôÝôïéá þóôå

|f(x, y)− f(x0, y0)|< ε üôáí
√

(x− x0)2 + (y − y0)2< δ.

ÐáñÜäåéãìá: Ç óõíÜñôçóç

f(x, y) =

{
xy x2−y2

x2+y2 , (x, y) 6= (0, 0)
0, (x, y) = (0, 0)

åßíáé óõíå÷Þò óôï (0, 0), åðåéäÞ

|f(x, y)− f(0, 0)| =

∣∣∣∣∣xy
x2 − y2

x2 + y2

∣∣∣∣∣ = |x||y| |x
2 − y2|

x2 + y2

< |x||y|<
√

x2 + y2
√

x2 + y2 = x2 + y2< ε

üôáí (x− 0)2 + (y − 0)2< ε. ÄçëáäÞ, áðü ôï èåþñçìá åðéëÝãïõìå δ =
√

ε.

Èåþñçìá: (á) Áí ïé g êáé h åßíáé óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò, ôüôå
f(x, y) = g(x)h(y) åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ôùí x êáé y.
(â) Áí g åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóçò ìéáò ìåôáâëçôÞò êáé h åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóçò
äýï ìåôáâëçôþí, ôüôå ç óýíèåóç f(x, y) = g(h(x, y)) åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç ôùí
x êáé y.
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ÐáñÜäåéãìá: Ç óõíÜñôçóç x5y3 åßíáé óõíå÷Þò. Ç óõíÜñôçóç sin(x5y3) åßíáé óõíå÷Þò.

Åðéðñüóèåôá ôïõ ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò éó÷ýïõí ôá ðéï êÜôù:
(i) Ç óýíèåóç óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí åßíáé óõíå÷Þò óõíÜñôçóç.
(ii) Ôï Üèñïéóìá, ç äéáöïñÜ êáé ôï ãéíüìåíï óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí åßíáé óõíå÷Þò
óõíÜñôçóç.
(iii) ôï ðçëßêï äýï óõíå÷þí óõíáñôÞóåùí åßíáé óõíå÷Þò, åêôüò óôá óçìåßá ðïõ ìçäåíßæåôáé
ï ðáñáíïìáóôÞò.

ÐáñÜäåéãìá: Ç óõíÜñôçóç 1 + x2y + x3y2 åßíáé óõíå÷Þò. Ç óõíÜñôçóç x2y
1−xy åßíáé

óõíå÷Þò, åêôüò óôá óçìåßá ðïõ âñßóêïíôáé ðÜíù óôçí õðåñâïëÞ xy = 1.
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3.3 ÌåñéêÝò ÐáñÜãùãïé
¸óôù f = f(x, y). Áí äéáôçñÞóïõìå ôï y óôáèåñü, y = y0, ôüôå ç f ãßíåôáé
óõíÜñôçóç ìéáò ìåôáâëçôÞò. Áí ç ðáñÜãùãïò óôï x = x0 õðÜñ÷åé, ôüôå ç ðáñÜãùãïò
ôçò f(x, y0) óôï x0 êáëåßôáé ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò f(x, y) ùò ðñïò x óôï óçìåßï
(x0, y0).

ÁíÜëïãá, áí äéáôçñÞóïõìå ôï x óôáèåñü, x = x0, ôüôå ç f ãßíåôáé óõíÜñôçóç ìüíï
ôçò y. Áí ç ðáñÜãùãïò óôï y = y0 õðÜñ÷åé, ôüôå ç ðáñÜãùãïò ôçò f(x0, y) óôï y0

êáëåßôáé ìåñéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò f(x, y) ùò ðñïò y óôï óçìåßï (x0, y0).
ÃåíéêÜ, Ý÷ïõìå

Ïñéóìüò: Ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò f(x, y) ùò ðñïò x êáé y, áíôßóôïé÷á, ïñßæïíôáé
ùò

fx =
∂f

∂x
= lim

h→0

f(x + h, y)− f(x, y)
h

fy =
∂f

∂y
= lim

k→0

f(x, y + k)− f(x, y)
k

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù f(x, y) = x2y2+xy2+2xy+4y. Íá âñåèïýí: fx(1, 1), fy(2, 0).

Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù z = x+y
x−y . Íá âñåèïýí: ∂z

∂x , ∂z
∂y .

Ëýóç:

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ïé ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò f(x, y, z) = (4x− 3y +
2z)5.

Ëýóç:
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ÐáñÜãùãïé áíþôåñçò ôÜîçò: ÅðåéäÞ ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé fx, fy åßíáé óõíáñôÞóåéò
ôùí x êáé y, êáé áõôÝò ìå ôçí óåéñÜ ôïõò èá Ý÷ïõíå ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò. ¸ôóé
ïñßæïõìå 4 ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò äåýôåñçò ôÜîçò ôçò óõíÜñôçóçò f(x, y):

fxx =
∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
, fxy =

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)

fyx =
∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
, fyy =

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)

Áí fxy êáé fyx, ïé ïðïßåò êáëïýíôáé ìéêôÝò ðáñÜãùãïé, åßíáé óõíå÷åßò, ôüôå fxy = fyx.
ÄçëáäÞ, äåí Ý÷åé óçìáóßá ç óåéñÜ ðáñáãþãéóçò.

ÁíÜëïãá, ïñßæïíôáé ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ôñßôçò ôÜîçò ê.ï.ê. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

fxxx =
∂3f

∂x3
=

∂

∂x

(
∂2f

∂x2

)
, fyyx =

∂3f

∂y2∂x
=

∂

∂y

(
∂2f

∂y∂x

)

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù f(x, y) = x4y3 + 2x3y + 3xy2. Íá âñåèåß ç fxyy .

Ëýóç:

ÌåñéêÝò ðáñÜãùãïé äéáíõóìáôéêþí óõíáñôÞóåùí: ¸óôù

r(u, v) = x(u, v)i + y(u, v)j + z(u, v)k

ôüôå
∂r
∂u

=
∂x

∂u
i +

∂y

∂u
j +

∂z

∂u
k

∂r
∂v

=
∂x

∂v
i +

∂y

∂v
j +

∂z

∂v
k

ÕðïèÝôïõìå üôé ïé óõíáñôÞóåéò ∂r
∂u 6= 0 êáé ∂r

∂v 6= 0 åßíáé óõíå÷åßò. Ôüôå ôï äéÜíõóìá
∂r
∂u åßíáé åöáðôüìåíï óôç u-êáìðýëç (v äéáôçñåßôáé óôáèåñü) óôï (u0, v0) êáé áíÜëïãá
ôï äéÜíõóìá ∂r

∂v åßíáé åöáðôüìåíï óôç v-êáìðýëç. ÅðïìÝíùò áí

∂r
∂u

× ∂r
∂v

6= 0,

ôüôå ôï äéÜíõóìá

n =
∂r
∂u × ∂r

∂v

‖ ∂r
∂u × ∂r

∂v‖
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åßíáé êÜèåôï óôá äéáíýóìáôá ∂r
∂u êáé ∂r

∂v óôï óçìåßï (u0, v0). Êáëïýìå ôï äéÜíõóìá
n ìïíáäéáßï êÜèåôï óôçí åðéöÜíåéá r(u, v) óôï óçìåßï r(u0, v0) êáé ïñßæïõìå ùò
åöáðôüìåíï åðßðåäï ôçò r(u, v) óôï óçìåßï r(u0, v0), ôï åðßðåäï ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü
ôï r(u0, v0) êáé Ý÷åé ôï n ùò êÜèåôï äéÜíõóìá.

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù ç óöáßñá ìå áêôßíá a,

r(φ, θ) = a sinφ cos θi + a sinφ sin θj + a cosφk,

üðïõ 0 ≤ φ ≤ π êáé 0 ≤ θ< 2π. Íá äåé÷èåß üôé óå êÜèå óçìåßï ôçò óöáßñáò ôï
åöáðôüìåíï åðßðåäï åßíáé êÜèåôï óôï äéÜíõóìá èÝóçò.

Ëýóç:
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3.4 Ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò - Êáíüíáò áëõóßäáò
¸óôù f = f(x, y), ôüôå ∆f êáëåßôáé ç áýîçóç ôçò f , ç ïðïßá óõìâïëßæåé ôçí áëëáãÞ
ôçò f üôáí (x, y) áëëÜæåé áðü ìéá áñ÷éêÞ èÝóç (x0, y0) óå ìéá Üëëç èÝóç (x0 +
∆x, y0 + ∆y). ÄçëáäÞ,

∆f = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

Ïñéóìüò: Ç f = f(x, y) êáëåßôáé ðáñáãùãßóéìç Þ äéáöïñßóéìç óôï óçìåßï (x0, y0)
áí fx(x0, y0) êáé fy(x0, y0) õðÜñ÷ïõí êáé ∆f ìðïñåß íá ãñáöôåß óôç ìïñöÞ

∆f = fx(x0, y0)∆x + fy(x0, y0)∆y + ε1∆x + ε2∆y,

üðïõ ε1 êáé ε2 åßíáé óõíáñôÞóåéò ôùí ∆x êáé ∆y ôÝôïéåò þóôå ε1 → 0 êáé ε2 → 0
üôáí (∆x,∆y) → (0, 0).

Èåþñçìá: Áí ç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï (x0, y0), ôüôå ç f åßíáé óõíå÷Þò
óôï (x0, y0).

Áðüäåéîç:
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Èåþñçìá: Áí ç óõíÜñôçóç f Ý÷åé ðñþôçò ôÜîçò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óå êÜèå óçìåßï
óå êÜðïéá êõêëéêÞ ðåñéï÷Þ ìå êÝíôñï ôï (x0, y0) êáé áí áõôÝò ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé
åßíáé óõíå÷åßò óôï óçìåßï (x0, y0), ôüôå ç f(x, y) åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï (x0, y0).

Áðüäåéîç: ×ñçóéìïðïéïýìå ôï èåþñçìá ìÝóçò ôéìÞò.

Êáíüíáò áëõóßäáò: Áí y åßíáé ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ôïõ x êáé x åßíáé ðáñáãùãßóéìç
óõíÜñôçóç ôïõ t, ôüôå áðü ôïí êáíüíá áëõóßäáò, Ý÷ïõìå

dy

dt
=

dy

dx

dx

dt
.

Èåþñçìá: Áí x = x(t) êáé y = y(t) åßíáé ðáñáãùãßóéìåò óõíáñôÞóåéò ôïõ t êáé áí
z = f(x, y) åßíáé ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ôùí x êáé y, ôüôå z = f(x(t), y(t)) åßíáé
ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç ôïõ t êáé

dz

dt
=

∂z

∂x

dx

dt
+

∂z

∂y

dy

dt
.

Áðüäåéîç:
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ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù z = ln(2x2 + y), x =
√

t, y = t
2
3 . Íá âñåèåß ç dz

dt .

Ëýóç:

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù z =
√

xy + y, x = cos θ, y = sin θ. Íá âñåèåß ç dz
dθ üôáí θ = π

2 .

Ëýóç:

Èåþñçìá: Áí x = x(u, v) êáé y = y(u, v) Ý÷ïõí ðñþôçò ôÜîçò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
óôï óçìåßï (u, v) êáé áí z = f(x, y) åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï (x(u, v), y(u, v)), ôüôå
z = f(x(u, v), y(u, v)) Ý÷åé ðñþôçò ôÜîçò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò óôï óçìåßï (u, v) ïé
ïðïßåò äßíïíôáé áðü ôïõò ôýðïõò

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u
êáé ∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù z = x2 − y tanx, x = u
v , y = u2v2. Íá âñåèïýí: ∂z

∂u , ∂z
∂v .
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3.5 Åöáðôüìåíá åðßðåäá
Áí P (x0, y0, z0) åßíáé Ýíá óçìåßï ðÜíù óôçí åðéöÜíåéá S êáé áí üëåò ïé åöáðôüìåíåò
åõèåßåò ôùí ïìáëþí êáìðõëþí ðïõ äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï P (êáé âñßóêïíôáé ðÜíù óôçí
S) âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï, ôüôå èåùñïýìå áõôü ôï åðßðåäï ùò ôï åöáðôüìåíï
åðßðåäï ôçò åðéöÜíåéáò S óôï óçìåßï P (x0, y0, z0).

Èåþñçìá: ¸óôù üôé P (x0, y0, z0) åßíáé Ýíá óçìåßï ôçò åðéöÜíåéáò z = f(x, y).
Áí ç f(x, y) åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï (x0, y0), ôüôå áõôÞ ç åðéöÜíåéá Ý÷åé
åöáðôüìåíï åðßðåäï óôï P ôï ïðïßï Ý÷åé åîßóùóç

fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)− (z − z0) = 0.

Áðüäåéîç: Ãéá íá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîç ôïõ åöáðôüìåíïõ åðéðÝäïõ óôï óçìåßï
P , ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé üëåò ïé ïìáëÝò êáìðýëåò ôçò åðéöÜíåéáò z = f(x, y) ðïõ
äéÝñ÷ïíôáé áðü ôï P Ý÷ïõí åöáðôïìÝíåò ðïõ âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï. ÄçëáäÞ,
ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé üëá ôá åöáðôüìåíá äéáíýóìáôá óôï P åßíáé êÜèåôá óôï
äéÜíõóìá

n = (fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1) .

¸óôù üôé C åßíáé ìéá êáìðýëç ôçò z = f(x, y) ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï P
êáé ïñßæåôáé ðáñáìåôñéêÜ

x = x(s), y = y(s), z = z(s),

üðïõ s åßíáé ìÞêïò ôüîïõ. ¸óôù üôé P (x0, y0, z0) áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ s = s0.
ÄçëáäÞ,

x0 = x(s0), y0 = y(s0), z0 = z(s0).

ÅðåéäÞ ç êáìðýëç C âñßóêåôáé ðÜíù óôçí åðéöÜíåéá z = f(x, y), êÜèå óçìåßï ôçò,
(x(s), y(s), z(s)), éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç

z(s) = f(x(s), y(s)), ∀s.
Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò s êáé ÷ñçóéìïðïéïýìå ôïí êáíüíá áëõóßäáò, ãéá íá âñïýìå

dz

ds
=

∂f

∂x

dx

ds
+

∂f

∂y

dy

ds
⇒
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∂f

∂x

dx

ds
+

∂f

∂y

dy

ds
− dz

ds
= 0 ⇒

(fx(x, y), fy(x, y),−1) · (x′(s), y′(s), z′(s)) = 0

Áí èÝóïõìå s = s0, Ý÷ïõìå

(fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1) · (x′(s0), y′(s0), z′(s0)) = 0

Ôï äéÜíõóìá (x′(s0), y′(s0), z′(s0)) åßíáé ôï ìïíáäéáßï åöáðôüìåíï äéÜíõóìá óôï P
êáé áõôü ôï äéÜíõóìá åßíáé êÜèåôï óôï

n = (fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1) .

Áí ç óõíÜñôçóç f(x, y) åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï (x0, y0), ôüôå ôï äéÜíõóìá

n = (fx(x0, y0), fy(x0, y0),−1)

êáëåßôáé êÜèåôï äéÜíõóìá ôçò åðéöÜíåéáò z = f(x, y) óôï óçìåßï P (x0, y0, z0). Ç
åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôï P êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôï n êáëåßôáé êÜèåôç åõèåßá
ãñáììÞ êáé Ý÷åé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò

x = x0 + tfx(x0, y0), y = y0 + tfy(x0, y0), z = z0 − t.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ôï åöáðôüìåíï åðßðåäï êáé ç êÜèåôç åõèåßá ôçò z = xe−y

óôï óçìåßï P (1, 0, 1).

Ëýóç:

Äéáöïñéêü:
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¸÷ïõìå äåé üôé ãéá óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò y = f(x), ôï äéáöïñéêü

dy = f ′(x0)dx

áíôéðñïóùðåýåé ôçí áëëáãÞ ôïõ y êáôÜ ìÞêïò ôçò åöáðôïìÝíçò óôï (x0, y0) üôáí ôï
x áëëÜæåé êáôÜ dx. Åðßóçò

∆y = f(x0 + ∆x)− f(x0)

áíôéðñïóùðåýåé ôçí áëëáãÞ ôïõ y êáôÜ ìÞêïò ôçò êáìðýëçò y = f(x) üôáí ôï x
áëëÜæåé êáôÜ ∆x.

ÁíÜëïãá, áí z = F (x, y) ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå dz íá åßíáé ç áëëáãÞ ôçò z êáôÜ
ìÞêïò ôïõ åöáðôüìåíïõ åðéðÝäïõ óôï (x0, y0, z0) üôáí x êáé y áëëÜæïõí êáôÜ dx êáé
dy, áíôßóôïé÷á. Åðßóçò

∆z = f(x0 + ∆x, y0 + ∆y)− f(x0, y0)

áíôéðñïóùðåýåé ôçí áëëáãÞ ôïõ z êáôÜ ìÞêïò ôçò åðéöÜíåéáò z = f(x, y) üôáí ôï x
êáé y áëëÜæïõí êáôÜ ∆x êáé ∆y, áíôßóôïé÷á.

Ãéá íá âñïýìå ôïí ôýðï ãéá ôï dz, Ýóôù P (x0, y0, z0) Ýíá óçìåßï ôçò åðéöÜíåéáò
z = f(x, y). Áí ç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï (x0, y0), ôüôå ç åðéöÜíåéá Ý÷åé
åöáðôüìåíï åðßðåäï óôï P ôï ïðïßï Ý÷åé åîßóùóç

fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)− (z − z0) = 0

Þ

z = z0 + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0).

Áðü ôçí ðéï ðÜíù åîßóùóç, üôáí x = x0, y = y0, ôï åöáðôüìåíï åðßðåäï Ý÷åé ýøïò
z0 êáé üôáí x = x0 + dx, y = y0 + dy Ý÷åé ýøïò

z0 + fx(x0, y0)dx + fy(x0, y0)dy.

¢ñá ç áëëáãÞ dz ôïõ ýøïõò ôïõ åöáðôüìåíïõ åðéðÝäïõ üôáí (x, y) áëëÜæåé áðü
(x0, y0) óå (x0 +dx, y0 +dy) åßíáé ßóç ìå (áöáéñïýìå ôï z0 áðü ôçí ðéï ðÜíù ó÷Ýóç)

dz = fx(x0, y0)dx + fy(x0, y0)dy.

ÁõôÞ ç ðïóüôçôá êáëåßôáé ïëéêü äéáöïñéêü ôçò z óôï (x0, y0). ÃåíéêÜ,

dz = fx(x, y)dx + fy(x, y)dy.

Ôþñá, áí z = f(x, y) åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï (x, y), ôüôå ç áýîçóç ∆z
ãñÜöåôáé

∆z = fx(x, y)∆x + fy(x, y)∆y + ε1∆x + ε2∆y,

üðïõ ε1 → 0, ε2 → 0 üôáí (∆x,∆y) → (0, 0). Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ dx = ∆x êáé
dy = ∆y, Ý÷ïõìå

∆z = dz + ε1∆x + ε2∆y.
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¼ôáí dx = ∆x êáé dy = ∆y åßíáé ìéêñÝò ðïóüôçôåò, ôüôå

∆z ≈ dz.

ÃåùìåôñéêÜ, áõôÞ ç ðñïóÝããéóç äçëþíåé üôé ç áëëáãÞ ôïõ z êáôÜ ìÞêïò ôçò åðéöÜíåéáò
êáé ç áëëáãÞ ôïõ z êáôÜ ìÞêïò ôïõ åöáðôüìåíïõ åðéðÝäïõ åßíáé êáôÜ ðñïóÝããéóç
ßóåò üôáí dx = ∆x êáé dy = ∆y åßíáé ìéêñÝò ðïóüôçôåò.

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù z = 4x2 cos y. Íá âñåèåß ç dz.

Ëýóç:

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù f(x, y) =
√

x2 + y2. Íá âñåèåß êáôÜ ðñïóÝããéóç ç áëëáãÞ ôçò
f üôáí ôï (x, y) áëëÜæåé áðü ôï óçìåßï (3, 4) óôï óçìåßï (3.04, 3.98).

Ëýóç:

ÐáñÜäåéãìá: Ç áêôßíá åíüò ïñèï-êõêëéêïý êõëßíäñïõ Ý÷åé ìåôñçèåß ìå ìÝãéóôï
óöÜëìá 2% êáé ôï ýøïò ìå ìÝãéóôï óöÜëìá 4%. Íá âñåèåß êáôÜ ðñïóÝããéóç ôï
ìÝãéóôï óöÜëìá ôïõ üãêïõ ôïõ êõëßíäñïõ.

Ëýóç:
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3.6 ÊáôåõèõíôéêÞ ðáñÜãùãïò - Êëßóç óõíÜñôçóçò äýï ìåôáâëçôþí
¼ðùò èá äïýìå ðéï êÜôù ìéá åðéöÜíåéá z = f(x, y) ìðïñåß íá Ý÷åé äéáöïñåôéêÝò
êëßóåéò óå äéáöïñåôéêÝò êáôåõèýíóåéò áðü Ýíá óçìåßï (x0, y0, z0) ðÜíù óôçí åðéöÜíåéá.

¸óôù ôï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá u(u1, u2) óôï åðßðåäï xy êáé Ýóôù l ç åõèåßá ç
ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï P (x0, y0) êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôï äéÜíõóìá u. Ïé
ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôçò l óõíáñôÞóåé ôïõ s åßíáé

x = x0 + su1, y = y0 + su2.

¸óôù ç åðéöÜíåéá z = f(x, y) êáé åðïìÝíùò

z = f(x0 + su1, y0 + su2).

Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò s, ãéá íá âñïýìå ôï ñõèìü ìåôáâïëÞò ôïõ z,

dz

ds
=

∂z

∂x

dx

ds
+

∂z

∂y

dy

ds
= fxu1 + fyu2

êáé
dz

ds

∣∣∣∣
s=0

= fx(x0, y0)u1 + fy(x0, y0)u2

ÓõíïðôéêÜ Ý÷ïõìå

Ïñéóìüò: Áí ç óõíÜñôçóç f(x, y) åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï (x0, y0) êáé áí
u = (u1, u2) åßíáé Ýíá ìïíáäéáßï äéÜíõóìá, ôüôå ç êáôåõèõíôéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò f
óôï (x0, y0) óôçí êáôåýèõíóç ôïõ u ïñßæåôáé ùò

Duf(x0, y0) = fx(x0, y0)u1 + fy(x0, y0)u2.

Óçìåéþóåéò: 1. ÅðåéäÞ u = cos θi + sin θj, üðïõ θ åßíáé ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæåé ôï
äéÜíõóìá u ìå ôï èåôéêü Üîïíá ôùí x, âñßóêïõìå

Duf(x0, y0) = fx(x0, y0) cos θ + fy(x0, y0) sin θ.
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2. Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ u = i = (1, 0), Ý÷ïõìå Dif(x0, y0) = fx(x0, y0) êáé
üôáí u = j = (0, 1) Ý÷ïõìå Djf(x0, y0) = fy(x0, y0). ¢ñá ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé ùò
ðñïò x êáé y ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò ïé êáôåõèõíôéêÝò ðáñÜãùãïé óôçí êáôåýèõíóç
ôïõ èåôéêïý Üîïíá ôùí x êáé ôïõ èåôéêïý Üîïíá ôùí y, áíôßóôïé÷á.
3. D−uf(x0, y0) = −Duf(x0, y0)

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç êáôåõèõíôéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò f(x, y) = (1 + xy)
3
2 óôï

óçìåßï (3,1) óôçí êáôåýèõíóç ôïõ u = 1√
2
i + 1√

2
j.

Ëýóç:

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç êáôåõèõíôéêÞ ðáñÜãùãïò ôçò f(x, y) = 4x3y2 óôï óçìåßï
(2,1) óôçí êáôåýèõíóç ôïõ a = 4i− 3j.

Ëýóç:

Êëßóç óõíÜñôçóçò: Ç êáôåõèõíôéêÞ ðáñÜãùãïò

Duf(x, y) = fx(x, y)u1 + fy(x, y)u2.

ãñÜöåôáé

Duf(x, y) = (fx(x, y)i + fy(x, y)j) · (u1i + u2j).

Ôï ðñþôï äéÜíõóìá óôï äåîéü ìÝëïò êáëåßôáé êëßóç ôçò óõíÜñôçóçò f êáé óõìâïëßæåôáé
ìå ∇f(x, y). ÄçëáäÞ,

∇f(x, y) = fx(x, y)i + fy(x, y)j.
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ÅðïìÝíùò ç êáôåõèõíôéêÞ ðáñÜãùãïò ãñÜöåôáé

Duf(x, y) = ∇f(x, y) · u.

¼ðùò èá äïýìå óôï ðéï êÜôù èåþñçìá ôï ìÞêïò êáé ç êáôåýèõíóç ôçò ∇f(x, y) ìáò
äßíïõí óçìáíôéêÝò ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí f(x, y).

Èåþñçìá: ¸óôù üôé ç f = f(x, y) åßíáé ðáñáãùãßóéìç óõíÜñôçóç óôï óçìåßï
(x0, y0).

(á) Áí ∇f(x0, y0) = 0, ôüôå üëåò ïé êáôåõèõíôéêÝò ðáñÜãùãïé ôçò f óôï óçìåßï
(x0, y0) åßíáé ìçäÝí.

(â) Áí ∇f(x0, y0) 6= 0, ôüôå ìåôáîý üëùí ôùí êáôåõèõíôéêþí ðáñáãþãùí óôï óçìåßï
(x0, y0), ç ðáñÜãùãïò óôçí êáôåýèõíóç ôïõ ∇f(x0, y0) Ý÷åé ôç ìÝãéóôç ôéìÞ ç ïðïßá
åßíáé ‖∇f(x0, y0)‖ êáé ç ðáñÜãùãïò óôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç ôïõ ∇f(x0, y0) Ý÷åé
ôçí åëÜ÷éóôç ôéìÞ ç ïðïßá åßíáé ßóç ìå −‖∇f(x0, y0)‖.

Áðüäåéîç: (á) Áí ∇f(x0, y0) = 0, ôüôå ∀u Ý÷ïõìå

Duf(x0, y0) = ∇f(x0, y0) · u = 0 · u = 0.

(â) ÕðïèÝôïõìå üôé ∇f(x0, y0) 6= 0 êáé Ýóôù θ ç ãùíßá ìåôáîý ∇f(x0, y0) êáé ôïõ
u. ¸÷ïõìå

Duf(x0, y0) = ∇f(x0, y0) · u = ‖∇f(x0, y0)‖‖u‖ cos θ

êáé åðåéäÞ ‖u‖ = 1,

Duf(x0, y0) = ‖∇f(x0, y0)‖ cos θ

Ãíùñßæïõìå üôé −1 ≤ cos θ ≤ 1. ÅðïìÝíùò ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò Duf(x0, y0) óõìâáßíåé
üôáí cos θ = 1. ¢ñá θ = 0. ÄçëáäÞ, ç ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò Duf(x0, y0) óõìâáßíåé üôáí
u Ý÷åé ôçí êáôåýèõíóç ôïõ ∇f(x0, y0). Ç åëÜ÷éóôç ôéìÞ åßíáé −‖∇f(x0, y0)‖ êáé
áõôÞ óõìâáßíåé üôáí cos θ = −1. ¢ñá θ = π. ÄçëáäÞ, üôáí ôï äéÜíõóìá u Ý÷åé ôçí
áíôßèåôç êáôåýèõíóç ôïõ ∇f(x0, y0).

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x, y) =
√

x2 + y2. Íá âñåèåß ç ìÝãéóôç êáôåõèõíôéêÞ
ðáñÜãùãïò óôï óçìåßï (4,−3) êáé íá âñåèåß ôï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá óå áõôÞ ôçí
êáôåýèõíóç.

Ëýóç:
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Óôï ðéï êÜôù èåþñçìá äßíïõìå ìéá ãåùìåôñéêÞ ó÷Ýóç ìåôáîý ôùí éóïóôáèìéêþí
êáìðýëùí êáé ôçò êëßóçò ìéáò óõíÜñôçóçò f äýï ìåôáâëçôþí.

Èåþñçìá: Áí ç óõíÜñôçóç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç óôï óçìåßï (x0, y0), ôüôå ç∇f(x0, y0)
åßíáé êÜèåôç óôçí éóïóôáèìéêÞ êáìðýëç ôçò f ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôï (x0, y0).

Áðüäåéîç:

¸óôù ç éóïóôáèìéêÞ êáìðýëç f(x, y) = c, ç ïðïßá ìðïñåß íá åêöñáóôåß óõíáñôÞóåé
ôçò ðáñáìÝôñïõ s,

f(x(s), y(s)) = c.

Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò s, (êáíüíáò áëõóßäáò)

∂f

∂x

dx

ds
+

∂f

∂y

dy

ds
= 0

ç ïðïßá ãñÜöåôáé
(

∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j
)
·
(

dx

ds
i +

dy

ds
j
)

= 0.

Óôï óçìåßï (x0, y0) Ý÷ïõìå ∇f(x0, y0) · u = 0 [r′(s) = T(s)].

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x, y) = x2 + y2. Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç
ôçò éóïóôáèìéêÞò êáìðýëçò óôï óçìåßï (3, 4) êáé íá ó÷åäéáóôåß ôï äéÜíõóìá ∇f óå
áõôü ôï óçìåßï.

Ëýóç:
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3.7 ÌÝãéóôá - ÅëÜ÷éóôá óõíáñôÞóåùí äýï ìåôáâëçôþí
Ïñéóìüò: Ç óõíÜñôçóç f(x, y) ëÝìå üôé Ý÷åé ó÷åôéêü Þ ôïðéêü ìÝãéóôï óôï óçìåßï
(x0, y0) áí õðÜñ÷åé êýêëïò ìå êÝíôñï ôï (x0, y0) Ýôóé þóôå f(x0, y0) ≥ f(x, y) ãéá
üëá ôá óçìåßá (x, y) ðïõ áíÞêïõí óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f êáé âñßóêïíôáé ìÝóá óôïí
êýêëï.
Áí f(x0, y0) ≥ f(x, y) ãéá üëá ôá óçìåßá (x, y) ðïõ áíÞêïõí óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò
f , ôüôå ëÝìå üôé ç f Ý÷åé áðüëõôï ìÝãéóôï óôï (x0, y0).

Ïñéóìüò: Ç óõíÜñôçóç f(x, y) ëÝìå üôé Ý÷åé ó÷åôéêü Þ ôïðéêü åëÜ÷éóôï óôï óçìåßï
(x0, y0) áí õðÜñ÷åé êýêëïò ìå êÝíôñï ôï (x0, y0) Ýôóé þóôå f(x0, y0) ≤ f(x, y) ãéá
üëá ôá óçìåßá (x, y) ðïõ áíÞêïõí óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò f êáé âñßóêïíôáé ìÝóá óôïí
êýêëï.
Áí f(x0, y0) ≤ f(x, y) ãéá üëá ôá óçìåßá (x, y) ðïõ áíÞêïõí óôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò
f , ôüôå ëÝìå üôé ç f Ý÷åé áðüëõôï åëÜ÷éóôï óôï (x0, y0).

Ôá ó÷åôéêÜ åëÜ÷éóôá êáé ìÝãéóôá êáëïýíôáé ó÷åôéêÜ áêñüôáôá. Ôá áðüëõôá åëÜ÷éóôá
êáé ìÝãéóôá êáëïýíôáé áðüëõôá áêñüôáôá.

Èåþñçìá: Áí ç óõíÜñôçóç f(x, y) Ý÷åé ó÷åôéêü áêñüôáôï óôï óçìåßï (x0, y0) êáé áí
ïé ìåñéêÝò ðáñÜãùãïé õðÜñ÷ïõí óôï (x0, y0), ôüôå

fx(x0, y0) = 0, fy(x0, y0) = 0.

Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò f(x) ïñßæïõìå ùò êñßóéìï óçìåßï ôï óçìåßï
x0 ãéá ôï ïðïßï f ′(x0) = 0 Þ f ′(x0) äåí õðÜñ÷åé. ÁíÜëïãá, ôï óçìåßï (x0, y0)
êáëåßôáé êñßóéìï óçìåßï ôçò óõíÜñôçóçò f(x, y) áí fx(x0, y0) = 0, fy(x0, y0) = 0 Þ
áí ôïõëÜ÷éóôïí ìéá áðü ôéò fx(x0, y0) êáé fy(x0, y0) äåí ïñßæåôáé.

Ôþñá, ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò, ç óõíèÞêç f ′(x0) = 0 äåí åßíáé éêáíÞ
ãéá íá Ý÷åé ç f(x) ó÷åôéêü áêñüôáôï óôï x0. ¸ôóé êáé ïé óõíèÞêåò fx(x0, y0) =
0, fy(x0, y0) = 0 äåí åßíáé éêáíÝò ãéá íá Ý÷åé ç f(x, y) ó÷åôéêü áêñüôáôï óôï (x0, y0).

ÐáñÜäåéãìá: Ïé ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôùí

z = f(x, y) = x2 + y2

z = g(x, y) = 1− x2 − y2

z = h(x, y) = y2 − x2

äßíïíôáé óôï ðéï êÜôù ó÷Þìá.
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Âñßóêïõìå ôéò ðñþôåò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò

fx = 2x, fy = 2y

gx = −2x, gy = −2y

hx = −2x, hy = 2y

¢ñá êáé óôéò 3 ðåñéðôþóåéò ïé ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò ìçäåíßæïíôáé óôï óçìåßï (0, 0).
ÄçëáäÞ, ôï (0, 0) åßíáé êñßóéìï óçìåßï. Áðü ôéò ãñáöéêÝò ðáñáóôÜóåéò ðáñáôçñïýìå
üôé ç f Ý÷åé ó÷åôéêü åëÜ÷éóôï óôï (0, 0) êáé ç g Ý÷åé ó÷åôéêü ìÝãéóôï óôï (0, 0). ¼ìùò
ç h äåí Ý÷åé ó÷åôéêü áêñüôáôï. Áõôü öáßíåôáé áí ðÜñïõìå ïðïéïäÞðïôå êýêëï óôï
xy åðßðåäï ìå êÝíôñï ôï (0, 0), õðÜñ÷ïõí óçìåßá üðïõ ç h åßíáé èåôéêÞ (Üîïíáò ôùí
y) êáé óçìåßá üðïõ ç h åßíáé áñíçôéêÞ (Üîïíáò ôùí x). ¢ñá h(0, 0) = 0 äåí åßíáé
ïýôå åëÜ÷éóôç ïýôå ìÝãéóôç ôéìÞ ôçò h(x, y) ìÝóá óôïí êýêëï.

¸íá êñßóéìï óçìåßï ðïõ äåí åßíáé ó÷åôéêü áêñüôáôï êáëåßôáé óáãìáôéêü óçìåßï.
¢ñá ôï óçìåßï (0, 0) åßíáé óáãìáôéêü óçìåßï ôçò óõíÜñôçóçò h(x, y) = y2 − x2.

Ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò ìéáò ìåôáâëçôÞò ôï êñéôÞñéï ôçò äåýôåñçò ðáñáãþãïõ åîåôÜæåé
ôçí óõìðåñéöïñÜ ìéáò óõíÜñôçóçò óå Ýíá êñßóéìï óçìåßï. Ôï áíÜëïãï êñéôÞñéï ãéá
ôéò óõíáñôÞóåéò äýï ìåôáâëçôþí äßíåôáé óôï ðéï êÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá: ¸óôù üôé ç óõíÜñôçóç f = f(x, y) Ý÷åé óõíå÷åßò ìåñéêÝò ðáñáãþãïõò
äåýôåñçò ôÜîçò óå êÜðïéï êýêëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï êñßóéìï óçìåßï (x0, y0) êáé Ýóôù

∆ = fxx(x0, y0)fyy(x0, y0)− f2
xy(x0, y0).

(á) Áí ∆ > 0 êáé fxx > 0, ôüôå ç f Ý÷åé ó÷åôéêü åëÜ÷éóôï óôï (x0, y0).
(â) Áí ∆ > 0 êáé fxx< 0, ôüôå ç f Ý÷åé ó÷åôéêü ìÝãéóôï óôï (x0, y0).
(ã) Áí ∆< 0, ôüôå ç f Ý÷åé óáãìáôéêü óçìåßï óôï (x0, y0).
(ä) Áí ∆ = 0, äåí õðÜñ÷åé óõìðÝñáóìá.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ôá ó÷åôéêÜ áêñüôáôá êáé óáãìáôéêÜ óçìåßá ôçò

f(x, y) = 4xy − x4 − y4.

Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ôá ó÷åôéêÜ áêñüôáôá êáé óáãìáôéêÜ óçìåßá ôçò

f(x, y) = x2 + y2 +
2
xy

, (x, y) 6= (0, 0).
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Áðüëõôá áêñüôáôá: Èá åîåôÜóïõìå ðùò íá õðïëïãßæïõìå áðüëõôá áêñüôáôá. Ôá äýï
ðéï êÜôù èåùñÞìáôá èá ìáò âïçèÞóïõí óôïí õðïëïãéóìü ôùí áðüëõôùí áêñüôáôùí.

Èåþñçìá: Áí ç óõíÜñôçóç f(x, y) åßíáé óõíå÷Þò óå Ýíá êëåéóôü êáé öñáãìÝíï óýíïëï
R, ôüôå Ý÷åé áðüëõôï ìÝãéóôï êáé áðüëõôï åëÜ÷éóôï óôï R.

ÐáñÜäåéãìá: Ç ðåñéï÷Þ R ôçò ïðïßáò ôá óçìåßá éêáíïðïéïýí ôéò áíéóþóåéò 0 ≤ x ≤ a
êáé 0 ≤ y ≤ b åßíáé Ýíá êëåéóôü êáé öñáãìÝíï óýíïëï óôï åðßðåäï xy.

Èåþñçìá: Áí ç óõíÜñôçóç f = f(x, y) Ý÷åé áðüëõôï áêñüôáôï óå Ýíá åóùôåñéêü
óçìåßï ôïõ ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò, ôüôå áõôü ôï óçìåßï åßíáé êñßóéìï.

Ãéá íá õðïëïãßóïõìå ôá áðüëõôá áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò f(x, y) ç ïðïßá åßíáé
óõíå÷Þò óå Ýíá êëåéóôü êáé öñáãìÝíï óýíïëï R, áêïëïõèïýìå ôá ðéï êÜôù âÞìáôá:
1. Âñßóêïõìå ôá êñßóéìá óçìåßá ôçò f ôá ïðïßá âñßóêïíôáé óôï åóùôåñéêü ôïõ R.
2. Âñßóêïõìå ôá óõíïñéáêÜ óçìåßá óôá ïðïßá ìðïñïýí íá åìöáíéóôïýí áðüëõôá
áêñüôáôá.
3. Õðïëïãßæïõìå ôçí ôéìÞ ôçò f(x, y) óôá óçìåßá ðïõ Ý÷ïõìå âñåé óôá âÞìáôá 1 êáé
2. Ç ìåãáëýôåñç ôéìÞ ôçò f äßíåé ôï áðüëõôï ìÝãéóôï êáé ç ìéêñüôåñç ôï áðüëõôï
åëÜ÷éóôï.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ôá áðüëõôá áêñüôáôá ôçò

f(x, y) = 3xy − 6x− 3y + 7

óôç êëåéóôÞ ôñéãùíéêÞ ðåñéï÷Þ R ìå êïñõöÝò óôá óçìåßá (0,0), (3,0) êáé (0,5).

Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ïé äéáóôÜóåéò åíüò ïñèïãùíßïõ êïõôéïý, áíïé÷ôü áðü ðÜíù,
ôï ïðïßï Ý÷åé üãêï 32 cm3, Ýôóé þóôå íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç åëÜ÷éóôç ðïóüôçôá õëéêïý
ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïõ.

Ëýóç:
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3.8 ÐïëëáðëáóéáóôÝò ôïõ Lagrange
Óôç ðñïçãïýìåíç åíüôçôá åß÷áìå õðïëïãßóåé ôï åëÜ÷éóôï ôçò óõíÜñôçóçò

S = xy + 2xz + 2yz

õðïêåßìåíç óôç óõíèÞêç

xyz − 32 = 0.

ÃåíéêÜ, óå áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá Ý÷ïõìå íá õðïëïãßóïõìå áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò
f(x, y, z) õðïêåßìåíç óôç óõíèÞêç g(x, y, z) = 0. ¼ðùò åß÷áìå äåé óôï ðñïçãïýìåíï
ðáñÜäåéãìá, ëýóáìå ôç äåóìåõôéêÞ óõíèÞêç ùò ðñïò z êáé áíôéêáôáóôÞóáìå óôç
óõíÜñôçóç S ç ïðïßá Ýãéíå óõíÜñôçóç äýï ìåôáâëçôþí. Óôç óõíÝ÷åéá âñÞêáìå ôá
áêñüôáôá áõôÞò ôçò íÝáò óõíÜñôçóçò ìå ôç óýíçèåò ìÝèïäï.

¼ìùò óå áñêåôÜ ðñïâëÞìáôá äåí åßíáé äõíáôü íá ëýóïõìå ôç äåóìåõôéêÞ óõíèÞêç
ùò ðñïò ìéá áðü ôéò ìåôáâëçôÝò. Ãéá áõôü ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìéá äéáöïñåôéêÞ
äéáäéêáóßá õðïëïãéóìïý áêñüôáôùí óõíáñôÞóåùí õðïêåßìåíåò óå äåóìåõôéêÝò óõíèÞêåò.

Èá áó÷ïëçèïýìå ìå óõíáñôÞóåéò äýï ìåôáâëçôþí. ÄçëáäÞ, èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå
ôá áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò f(x, y) õðïêåßìåíç óôç óõíèÞêç g(x, y) = 0. Ôï ðéï
êÜôù èåþñçìá ìáò äßíåé ìéá ìÝèïäï õðïëïãéóìïý ó÷åôéêþí áêñüôáôùí óõíáñôÞóåùí
õðïêåßìåíåò óå äåóìåõôéêÝò óõíèÞêåò.

Èåþñçìá: ¸óôù üôé ïé óõíáñôÞóåéò f(x, y) êáé g(x, y) Ý÷ïõí óõíå÷åßò ìåñéêÝò
ðáñáãþãïõò ðñþôçò ôÜîçò óå Ýíá áíïé÷ôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôç äåóìåõôéêÞ êáìðýëç
g(x, y) = 0 êáé õðïèÝôïõìå üôé ∇g 6= 0 ãéá êÜèå óçìåßï ðÜíù óôçí êáìðýëç. Áí ç f
Ý÷åé äåóìåõôéêü áêñüôáôï, ôüôå áõôü óõìâáßíåé óôï (x0, y0) ôï ïðïßï âñßóêåôáé óôç
äåóìåõôéêÞ êáìðýëç üðïõ ïé êëßóåéò ∇f(x0, y0) êáé ∇g(x0, y0) åßíáé ðáñÜëëçëåò.
ÄçëáäÞ, õðÜñ÷åé êÜðïéïò áñéèìüò λ, ï ïðïßïò êáëåßôáé ðïëëáðëáóéáóôÞò ôïõ La-
grange, Ýôóé þóôå

∇f(x0, y0) = λ∇g(x0, y0)

Áðüäåéîç: ¸óôù üôé z = f(x, y) êáé ç äåóìåõôéêÞ êáìðýëç g(x, y) = 0 ìðïñïýí íá
åêöñáóôïýí óõíáñôÞóåé ôçò ðáñáìÝôñïõ s,

x = x(s), y = y(s)

üðïõ ôï óçìåßï (x0, y0) áíôéóôïé÷åß óôçí ôéìÞ s = s0. ¢ñá ãéá Ýíá óçìåßï (x, y) ç
äåóìåõôéêÞ êáìðýëç ãñÜöåôáé

z = f(x(s), y(s)).

ÅðåéäÞ ôï ó÷åôéêü áêñüôáôï óõìâáßíåé óôï óçìåßï (x0, y0), Ý÷ïõìå dz
ds = 0, üôáí

s = s0. ¢ñá

dz

ds
=

∂f

∂x

dx

ds
+

∂f

∂y

dy

ds
=

(
∂f

∂x
i +

∂f

∂y
j
)
·
(

dx

ds
i +

dy

ds
j
)

.
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Óôï s = s0, ôï ðñþôï äéÜíõóìá åßíáé ç êëßóç ôçò f óôï óçìåßï (x0, y0) êáé ôï äåýôåñï
åßíáé ôï ìïíáäéáßï åöáðôüìåíï äéÜíõóìá u ôçò g(x, y) = 0 óôï óçìåßï (x0, y0). ¢ñá
óôï s = s0 Ý÷ïõìå

∇f(x0, y0) · u = 0.

ÄçëáäÞ, ç êëßóç ôçò f óôï óçìåßï (x0, y0) åßíáé êÜèåôç óôï ìïíáäéáßï åöáðôüìåíï
äéÜíõóìá ôçò g(x, y) = 0, ôï ïðïßï åßíáé êÜèåôï óôç êëßóç ôçò g. ¢ñá

∇f(x0, y0) // ∇g(x0, y0)

êáé åðïìÝíùò

∇f(x0, y0) = λ∇g(x0, y0).

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ôï óçìåßï ðïõ âñßóêåôáé óôïí êýêëï x2 + y2 = 1 êáé äßíåé
ìÝãéóôç ôéìÞ óôçí f(x, y) = xy.

Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ïé áêñüôáôåò ôéìÝò ôçò f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 ç ïðïßá
õðüêåéôáé óôéò äåóìåõôéêÝò óõíèÞêåò x2

4 + y2

5 + z2

25 = 1 êáé z = x + y.

Ëýóç:


