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ÊåöÜëáéï 2

ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÉÊÅÓ ÓÕÍÁÑÔÇÓÅÉÓ

2.1 ÅéóáãùãÞ
¼ðùò êáé óôïí IR2, Ýôóé êáé óôïí IR3 ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìéá êáìðýëç ðáñáìåôñéêÜ.
ÄçëáäÞ, íá Ý÷åé ôç ìïñöÞ

x = x(t), y = y(t), z = z(t),

üðïõ t åßíáé ðáñÜìåôñïò. Ç êáìðýëç ðïõ ïñßæåôáé ðáñáìåôñéêÜ ìðïñåß íá åêöñáóôåß
êáé óå äéáíõóìáôéêÞ ìïñöÞ

r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k.

Åðßóçò ìðïñïýìå íá ãñÜöïõìå
r = r(t),

üðïõ r(t) êáëåßôáé äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç.
Ïé ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò x(t), y(t), z(t) êáëïýíôáé óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò

ôçò r(t). Ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò r(t) åßíáé ôï óýíïëï ôùí åðéôñåðïìÝíùí ôéìþí ôçò
ðáñáìÝôñïõ t. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýóôù ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

r(t) = cos ti +
√

t− 2j + ln tk.

Âñßóêïõìå üôé ç óõíÜñôçóç x(t) = cos t Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý t ∈ IR, ç óõíÜñôçóç
y(t) =

√
t− 2 Ý÷åé ðåäßï ïñéóìïý t ≥ 2 êáé ç óõíÜñôçóç z(t) = ln t Ý÷åé ðåäßï

ïñéóìïý t > 0. Ôþñá, ç ôïìÞ ôùí ðéï ðÜíù äéáóôçìÜôùí ìáò äßíåé ôï ðåäßï ïñéóìïý
ôçò r(t). ÄçëáäÞ, t ≥ 2.

Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï äéÜíõóìá r Ý÷åé áñ÷éêü óçìåßï ôï O êáé ôåëéêü óçìåßï ôï P .
Êáëïýìå åðßóçò ôï r äéáíõóìáôéêÞ áêôßíá Þ äéÜíõóìá èÝóçò ôïõ P .
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ÌÝôñï Þ íüñìá ôïõ r(t): Áí r(t) åßíáé ìéá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç, ôüôå ôï ìÝôñï
‖r(t)‖ åßíáé ìéá ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç.

2.2 Áðåéñïóôéêüò ëïãéóìüò äéáíõóìáôéêþí óõíáñôÞóåùí
Åðåéäç ïé óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò ôïõ r(t) åßíáé ðñáãìáôéêÝò, áðü ôç èåùñßá ôùí
ðñáãìáôéêþí óõíáñôÞóåùí Ý÷ïõìå ôá ðéï êÜôù áðïôåëÝóìáôá ðïõ éó÷ýïõí ãéá ôç
äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k:

(i) lim
t→a

r(t) =
(

lim
t→a

x(t)
)

i +
(

lim
t→a

y(t)
)

j +
(

lim
t→a

z(t)
)

k

(ii) r′(t) = x′(t)i + y′(t)j + z′(t)k

(iii)
∫

r(t)dt =
(∫

x(t)dt

)
i +

(∫
y(t)dt

)
j +

(∫
z(t)dt

)
k

(iv)
∫ b

a
r(t)dt =

(∫ b

a
x(t)dt

)
i +

(∫ b

a
y(t)dt

)
j +

(∫ b

a
z(t)dt

)
k

Óôï (i) áí êÜðïéï üñéï ôùí óõíéóôùóþí óõíáñôÞóåùí äåí õðÜñ÷åé, ôüôå ëÝìå üôé ôï
üñéï ôçò r(t) äåí õðÜñ÷åé. Óôï (ii) ëÝìå üôé ç r(t) åßíáé ðáñáãùãßóéìç áí üëåò ïé
óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò åßíáé ðáñáãùãßóéìåò.

Èåþñçìá (Êáíüíåò ðáñáãþãéóçò): ¸óôù üôé r(t), r1(t) êáé r2(t) åßíáé äéáíõóìáôéêÝò
óõíáñôÞóåéò óôïí IR3, f(t) åßíáé ðñáãìáôéêÞ óõíÜñôçóç, k ∈ IR êáé c åßíáé óôáèåñü
äéÜíõóìá. Ôüôå éó÷ýïõí ïé ðéï êÜôù êáíüíåò ðáñáãþãéóçò:

(i) d
dt

[c] = 0

(ii) d
dt

[kr(t)] = k
dr
dt

(iii) d
dt

[r1(t)± r2(t)] =
dr1

dt
± dr2

dt

(iv) d
dt

[f(t)r(t)] = f(t)
dr
dt

+
df

dt
r(t)

Åðßóçò Ý÷ïõìå ôï ðéï êÜôù èåþñçìá.

Èåþñçìá: Áí r(t) ∈ IR3, ôüôå

r′(t) = lim
h→0

r(t + h)− r(t)
h

ìå ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôï üñéï õðÜñ÷åé.

Áðüäåéîç: ¸÷ïõìå r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k. ¢ñá

r′(t) = x′(t)i + y′(t)j + z′(t)k

= lim
h→0

x(t + h)− x(t)
h

i + lim
h→0

y(t + h)− y(t)
h

j + lim
h→0

z(t + h)− z(t)
h

k
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= lim
h→0

[x(t + h)i + y(t + h)j + z(t + h)k]− [x(t)i + y(t)j + z(t)k]
h

= lim
h→0

r(t + h)− r(t)
h

Èåþñçìá (Êáíüíåò ïëïêëÞñùóçò): ¸óôù üôé r(t), r1(t) êáé r2(t) åßíáé äéáíõóìáôéêÝò
óõíáñôÞóåéò óôïí IR3 êáé k ∈ IR. Ôüôå éó÷ýïõí ïé ðéï êÜôù êáíüíåò ïëïêëÞñùóçò:

(i)
∫

kr(t)dt = k

∫
r(t)dt

(ii)
∫

[r1(t)± r2(t)] dt =
∫

r1(t)dt±
∫

r2(t)dt

Óçìåßùóç: Ïé ðéï ðÜíù éäéüôçôåò éó÷ýïõí êáé ãéá ïñéóìÝíá ïëïêëçñþìáôá.

Ãíùñßæïõìå üôé ãéá ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò éó÷ýåé

d
dt

[∫
f(t)dt

]
= f(t).

ÁíÜëïãá, éó÷ýåé

d
dt

[∫
r(t)dt

]
= r(t).

Ôþñá, áí R(t) åßíáé áíôéðáñÜãùãïò ôçò r(t), äçëáäÞ, R′(t) = r(t), ôüôå
∫

r(t)dt = R(t) + c,

üðïõ c åßíáé áõèáßñåôï óôáèåñü äéÜíõóìá. Åðßóçò éó÷ýåé
∫ b

a
r(t)dt = R(t)|ba = R(b)−R(a).

ÐáñÜäåéãìá: Äßíåôáé üôé

r′(t) = e−2ti + cos tj− k, êáé r(0) = 3j + 2k.

Íá âñåèåß ç r(t).
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ÃåùìåôñéêÞ åñìçíåßá ôïõ ïñßïõ: Áí r(t) åßíáé äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç óôïí IR3,
ôüôå

lim
t→a

r(t) = L

áí êáé ìüíï áí ç äéáíõóìáôéêÞ áêôßíá r = r(t) ðñïóåããßæåé ôï äéÜíõóìá L êáé óå
ìÞêïò êáé óå êáôåýèõíóç üôáí t → a.

ËÝìå üôé ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç r(t) åßíáé óõíå÷Þò óôï t0 áí r(t0) ïñßæåôáé êáé

lim
t→t0

r(t) = r(t0).

Ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç r(t) åßíáé óõíå÷Þò óôï t0 áí êáé
ìüíï áí êÜèå óõíéóôþóá óõíÜñôçóç åßíáé óõíå÷Þò.

ÃåùìåôñéêÞ åñìçíåßá ôçò ðáñáãþãïõ: ÕðïèÝôïõìå üôé C åßíáé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç
ôçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò r(t) ∈ IR3 êáé üôé r′(t) õðÜñ÷åé êáé åßíáé ìç ìçäåíéêÞ
ãéá äïóìÝíç ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ t. Áí ôï äéÜíõóìá r′(t) Ý÷åé ùò áñ÷éêü óçìåßï ôï
ôåëéêü óçìåßï ôïõ r(t), ôüôå ôï r′(t) åßíáé åöáðôüìåíï óôç êáìðýëç C êáé äåß÷íåé
ðñïò ôç êáôåýèõíóç üðïõ áõîÜíåôáé ç ðáñÜìåôñïò.

Ãéá íá åîçãÞóïõìå êáëýôåñá ôçí ðéï ðÜíù åñìçíåßá, Ýóôù ôï äéÜíõóìá r(t+h)−r(t)
ãéá (i) h > 0 êáé (ii) h< 0.
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Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ç äéáöïñÜ r(t + h) − r(t) óõìðßðôåé ìå ôç ôÝìíïõóá
ðïõ åíþíåé ôá ôåëéêÜ óçìåßá ôùí äéáíõóìÜôùí r(t) êáé r(t + h). ÅðåéäÞ h åßíáé
ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, ôï äéÜíõóìá

r(t + h)− r(t)
h

åðßóçò ôáõôßæåôáé ìå ôçí ßäéá ôÝìíïõóá. Ðáñáôçñïýìå üôé áí h< 0, ôüôå ôï ðéï ðÜíù
äéÜíõóìá Ý÷åé áíôßèåôç êáôåýèõíóç ìå ôï r(t + h) − r(t) êáé áí h > 0, ôüôå Ý÷åé
ôçí ßäéá êáôåýèõíóç. Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôï ðéï ðÜíù äéÜíõóìá äåß÷íåé óôçí
êáôåýèõíóç üðïõ áõîÜíåôáé ç ðáñÜìåôñïò. Ôþñá, ðáßñíïíôáò ôï üñéï

lim
h→0

r(t + h)− r(t)
h

(õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ÷åé), ôüôå ïé ôÝìíïõóåò ðïõ åíþíïõí ôá ôåëéêÜ óçìåßá ôùí
äéáíõóìÜôùí r(t) êáé r(t + h) ôåßíïõí óôçí åöáðôïìÝíç óôçí êáìðýëç C. ¢ñá ôï
äéÜíõóìá

r′(t) = lim
h→0

r(t + h)− r(t)
h

åßíáé åöáðôüìåíï óôç êáìðýëç C óôï ôåëéêü óçìåßï ôïõ äéáíýóìáôïò r(t) êáé äåß÷íåé
ðñïò ôç êáôåýèõíóç üðïõ áõîÜíåôáé ç ðáñÜìåôñïò.

×ñçóéìïðïéþíôáò ôá ðéï ðÜíù Ý÷ïõìå:

Ïñéóìüò: ¸óôù üôé P åßíáé Ýíá óçìåßï ôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôçò äéáíõóìáôéêÞò
óõíÜñôçóçò r(t) êáé Ýóôù üôé r(t0) åßíáé ç äéáíõóìáôéêÞ áêôßíá áðü ôçí áñ÷Þ ôùí
áîüíùí óôï P .

Áí r′(t0) õðÜñ÷åé êáé r′(t0) 6= 0, ôüôå êáëïýìå ôï r′(t0) åöáðôüìåíï äéÜíõóìá ôçò
ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò ôçò r(t) óôï r(t0). Ç åõèåßá ãñáììÞ ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëç ìå
ôï äéÜíõóìá r′(t0) êáé äéÝñ÷åôáé áðü ôï P êáëåßôáé åöáðôüìåíç åõèåßá ãñáììÞ êáé
Ý÷åé åîßóùóç

r(t) = r(t0) + tr′(t0)

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç åöáðôïìÝíç ôçò

r(t) = sin ti + cosh tj + tan−1 tk

óôï óçìåßï P (0, 1, 0).

Ëýóç:
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ÐáñÜãùãïò åóùôåñéêïý êáé åîùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ: Åßíáé åýêïëï íá äåé÷èåß üôé

(i) d
dt

[r1(t) · r2(t)] = r1(t) · dr2

dt
+

dr1

dt
· r2(t)

(ii) d
dt

[r1(t)× r2(t)] = r1(t)× dr2

dt
+

dr1

dt
× r2(t)

Ãíùñßæïõìå üôé ç åöáðôïìÝíç ãñáììÞ óå êýêëï ôÝìíåôáé êÜèåôá ìå ôçí áêôßíá. Ôï
ðéï êÜôù èåþñçìá ãåíéêåýåé áõôü ôï áðïôÝëåóìá.

Èåþñçìá: Áí r(t) åßíáé äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç óôïí IR3 êáé ôï ìÝôñï ‖r(t)‖ åßíáé
óôáèåñü ãéá êÜèå ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ t, ôüôå

r(t) · r′(t) = 0.

ÄçëáäÞ ôá äéáíýóìáôá r(t) êáé r′(t) åßíáé ïñèïãþíéá ∀t.

Áðüäåéîç:

ÐáñÜäåéãìá: Íá õðïëïãéóôåß d
dt

[‖r‖].
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2.3 ÁëëáãÞ ðáñáìÝôñïõ - ÌÞêïò ôüîïõ
ËÝìå üôé r(t) åßíáé ðáñáìåôñéêÜ ïìáëÞ Þ üôé åßíáé ïìáëÞ óõíÜñôçóç ôïõ t áí ç r′(t)
åßíáé óõíå÷Þò êáé r′(t) 6= 0 ∀t. ¢ñá óôïí IR3, ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç

r(t) = x(t)i + y(t)j + z(t)k

åßíáé ïìáëÞ óõíÜñôçóç ôïõ t áí ïé ðñáãìáôéêÝò óõíáñôÞóåéò x′(t), y′(t) êáé z′(t)
åßíáé óõíå÷åßò êáé äåí õðÜñ÷åé ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ t ãéá ôçí ïðïßá íá ìçäåíßæïíôáé
üëåò ïé ðáñáãþãïé.

ÁëëáãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ: Ç áëëáãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ óå ìéá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç
r(t) åßíáé ìéá áíôéêáôÜóôáóç t = f(τ) ç ïðïßá äßíåé ìéá íÝá äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç
r(f(τ)).

Èåþñçìá (Êáíüíáò áëõóßäáò): ¸óôù üôé r(t) åßíáé äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç óôïí
IR3 ç ïðïßá åßíáé ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò t. Áí t = f(τ) åßíáé ìéá áëëáãÞ ôçò
ðáñáìÝôñïõ óôçí ïðïßá ç óõíÜñôçóç f åßíáé ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò τ , ôüôå ç r(f(τ))
åßíáé ðáñáãùãßóéìç ùò ðñïò τ êáé

dr
dτ

=
dr
dt

dt

dτ
=

dr
dt

df

dτ
.

Áí df

dτ
åßíáé óõíå÷Þò êáé äéáöïñåôéêÞ ôïõ ìçäåíüò êáé ç r(t) åßíáé ïìáëÞ, ôüôå ç dr

dτ
åßíáé óõíå÷Þò êáé ìç-ìçäåíéêÞ. Óå áõôÞ ôç ðåñßðôùóç ëÝìå üôé Ý÷ïõìå ïìáëÞ áëëáãÞ
ôçò ðáñáìÝôñïõ.

ÏìáëÞ áëëáãÞ ãéá ôçí ïðïßá dt

dτ
> 0 ∀τ êáëåßôáé èåôéêÞ áëëáãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ

êáé üôáí dt

dτ
< 0 ∀τ êáëåßôáé áñíçôéêÞ áëëáãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ.

ÌÞêïò ôüîïõ: Ãíùñßæïõìå áðü ôéò åöáñìïãÝò ôùí ïëïêëçñùìÜôùí üôé ôï ìÞêïò ôüîïõ
êáìðýëçò ðïõ ïñßæåôáé ðáñáìåôñéêÜ, äßíåôáé áðü ôïí ôýðï

L =
∫ b

a

√(
dx

dt

)2

+
(

dy

dt

)2

dt.

ÁíÜëïãá óôïí IR3, ìéá êáìðýëç ðïõ ïñßæåôáé ðáñáìåôñéêÜ

x = x(t), y = y(t), z = z(t), a ≤ t ≤ b

Ý÷åé ìÞêïò ôüîïõ

L =
∫ b

a

√(
dx

dt

)2

+
(

dy

dt

)2

+
(

dz

dt

)2

dt.

Ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

L =
∫ b

a

∥∥∥∥
dr
dt

∥∥∥∥ dt.
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ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ôï ìÞêïò ôüîïõ ôçò êáìðýëçò

r(t) = t3i + tj +
1
2

√
6t2k, 1< t< 3.

Ëýóç:
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ÌÞêïò ôüîïõ ùò ðáñÜìåôñïò: ÁñêåôÝò öïñÝò åßíáé âïçèçôéêü íá ÷ñçóéìïðïéïýìå
ôï ìÞêïò ôüîïõ, s, ùò ðáñÜìåôñï. Áõôü ìðïñåß íá ãßíåé ùò áêïëïýèùò:
(i) ÅðéëÝãïõìå Ýíá áõèáßñåôï óçìåßï ôçò êáìðýëçò ùò óçìåßï áíáöïñÜò.
(ii) Áñ÷ßæïíôáò áðü ôï óçìåßï áíáöïñÜò, åðéëÝãïõìå ìéá êáôåýèõíóç êáôÜ ìÞêïò ôçò
êáìðýëçò ùò èåôéêÞ êáé ôçí Üëëç ùò áñíçôéêÞ.

¢ñá óôïí IR3 Ý÷ïõìå

P (x(s), y(s), z(s)).

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù ï êýêëïò x2 + y2 = a2, ï ïðïßïò ðáñáìåôñéêÜ ãñÜöåôáé

x = a cos t, y = a sin t.

×ñçóéìïðïéþíôáò ùò óçìåßï áíáöïñÜò ôï óçìåßï (a, 0), íá ãßíåé áëëáãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ
t óå s.

Ëýóç:
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ÓõíÞèùò ç äéáäéêáóßá áëëáãÞò ôçò ðáñáìÝôñïõ óå s, äåí åßíáé ôüóï áðëÞ üðùò óôï
ðéï ðÜíù ðáñÜäåéãìá. Ôï ðéï êÜôù èåþñçìá ìáò äßíåé ìéá ãåíéêÞ ìÝèïäï ãéá íá
ãßíåé áõôÞ ç äéáäéêáóßá áëëáãÞò.

Èåþñçìá: ¸óôù C ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ìéáò ðáñáãùãßóéìçò äéáíõóìáôéêÞò óõíÜñôçóçò
r(t) êáé Ýóôù r(t0) åßíáé Ýíá óçìåßï ôçò C. Ôüôå ï ðéï êÜôù ôýðïò ïñßæåé ìéá èåôéêÞ
áëëáãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ t óå s, üðïõ r(t0) åßíáé ôï óçìåßï áíáöïñÜò.

s =
∫ t

t0

∥∥∥∥
dr
du

∥∥∥∥ du.

ÐáñÜäåéãìá: Íá ãßíåé áëëáãÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ áðü t óå s ôçò åõèåßáò

x = 2t + 1, y = 3t− 2, z = t + 1

ç ïðïßá Ý÷åé ùò óçìåßï áíáöïñÜò ôï (1,-2,1).

Ëýóç:
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Èåþñçìá: Áí r(t) åßíáé ðáñáãùãßóéìç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç êáé s åßíáé ìéá
ðáñÜìåôñïò ìÞêïõ ôüîïõ, ôüôå

∥∥∥∥
dr
ds

∥∥∥∥ = 1, ∀s.

Áðüäåéîç:
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2.4 Ìïíáäéáßá åöáðôüìåíá êáé êÜèåôá äéáíýóìáôá
¸÷ïõìå äåé üôé áí r(t) åßíáé ðáñáãùãßóéìç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç, ôüôå ôï äéÜíõóìá
r′(t) åßíáé åöáðôüìåíï ôçò êáìðýëçò r(t). Áí r′(t) 6= 0, ôüôå ôï äéÜíõóìá

T(t) =
r′(t)
‖r′(t)‖

êáëåßôáé ìïíáäéáßï åöáðôüìåíï äéÜíõóìá.
¸÷ïõìå äåé óå ðñïçãïýìåíï èåþñçìá üôé áí ‖r(t)‖=óôáèåñü, ôüôå r(t)·r′(t) = 0.

ÄçëáäÞ, ôï äéÜíõóìá r(t) åßíáé êÜèåôï ðÜíù óôï r′(t). ¢ñá áöïý
‖T(t)‖ = 1

ôï äéÜíõóìá T′(t) åßíáé êÜèåôï ðÜíù óôï T(t). Áí T′(t) 6= 0, ïñßæïõìå ùò ìïíáäéáßï
êÜèåôï äéÜíõóìá, ôï

N(t) =
T′(t)
‖T′(t)‖ .

Ôþñá, óôç ðåñßðôùóç üðïõ ç êáìðýëç åêöñáóôåß ùò ðñïò ôç ðáñÜìåôñï s (ìÞêïò
ôüîïõ), ôá åöáðôüìåíá äéáíýóìáôá Ý÷ïõí ìÞêïò ßóï ìå 1 (ðñïçãïýìåíï èåþñçìá).
ÅðåéäÞ

dr
ds

=
1∥∥∥dr
dt

∥∥∥
dr
dt

áðü ôçí áðüäåéîç ôïõ ðñïçãïýìåíï èåùñÞìáôïò, Ý÷ïõìå
T(s) = r′(s).

Åðßóçò âñßóêïõìå üôé

N(s) =
r′′(s)
‖r′′(s)‖ .

Ïñßæïõìå ôï êÜèåôï äéÜíõóìá B(t) ùò
B(t) = T(t)×N(t).

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù
r(t) = 3 sin ti + 3 cos tj + 4tk.

Íá âñåèïýí: T(t), N(t) êáé B(t).

Ëýóç:
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2.5 Êáìðõëüôçôá
Ïñéóìüò: Áí C åßíáé ìéá ïìáëÞ êáìðýëç (ç äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç ç ïðïßá ôçí
ðåñéãñÜöåé åßíáé ïìáëÞ) óôïí IR3 êáé áí s åßíáé ìéá ðáñÜìåôñïò ìÞêïõò ôüîïõ ôçò
C, ôüôå ç êáìðõëüôçôá ïñßæåôáé ùò

κ =
∥∥∥∥
dT
ds

∥∥∥∥ .

ÐáñÜäåéãìá: Óå ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá Ý÷ïõìå äåé üôé ï êýêëïò ãñÜöåôáé ðáñáìåôñéêÜ
óõíáñôÞóåé ôçò ðáñáìÝôñïõ s,

r(s) = a cos
(

s

a

)
i + a sin

(
s

a

)
j, 0 ≤ s ≤ 2πa.

ÅðåéäÞ

T(s) = r′(s) ⇒ T′(s) = r′′(s) ⇒

T′(s) = −1
a

[
cos

(
s

a

)
i + sin

(
s

a

)
j
]

¢ñá

κ =
∥∥∥∥
dT
ds

∥∥∥∥ =
1
a
.

ÄçëáäÞ, ï êýêëïò Ý÷åé óôáèåñÞ êáìðõëüôçôá, 1
a .

Óôéò ðéï áðëÝò ðåñéðôþóåéò ç êáìðýëç ïñßæåôáé óõíáñôÞóåé ôçò ðáñáìÝôñïõ t êáé
åðïìÝíùò ÷ñåéáæüìáóôå êÜðïéï ôýðï ãéá ôçí êáìðõëüôçôá óõíáñôÞóåé ôïõ t.

Èåþñçìá: Áí r(t) åßíáé ìéá ïìáëÞ äéáíõóìáôéêÞ óõíÜñôçóç óôïí IR3, ôüôå ãéá êÜèå
ôéìÞ ôçò ðáñáìÝôñïõ t, ãéá ôçí ïðïßá T′(t) êáé r′′(t) õðÜñ÷ïõí, ç êáìðõëüôçôá κ
ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò

(i) κ =
‖T′(t)‖
‖r′(t)‖

(ii) κ =
‖r′(t)× r′′(t)‖

‖r′(t)‖3

Áðüäåéîç:
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ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù ç äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

r = 2 cos ti + 3 sin tj, 0 ≤ t< 2π

ç ïðïßá ðáñéóôÜíåé ìéá Ýëëåéøç. Íá âñåèåß ç êáìðõëüôçôá ôçò Ýëëåéøçò óôá Üêñá
ôùí áîüíùí.

Ëýóç:
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¸÷ïõìå äåé üôé ï êýêëïò Ý÷åé êáìðõëüôçôá ßóç ìå 1
a , üðïõ a åßíáé ç áêôßíá ôïõ

êýêëïõ. ¢ñá óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ç êáìðõëüôçôá
ôçò Ýëëåéøçò óôá Üêñá ôïõ ìéêñïý Üîïíá åßíáé ßóç ìå áõôÞ åíüò êýêëïõ ìå áêôßíá 9

2

êáé ç êáìðõëüôçôá óôá Üêñá ôïõ ìåãÜëïõ Üîïíá åßíáé ßóç ìå áõôÞ åíüò êýêëïõ ìå
áêôßíá 4

3 .

ÃåíéêÜ, áí ìéá êáìðýëç C óôï 2-äéÜóôáôï ÷þñï Ý÷åé ìç-ìçäåíéêÞ êáìðõëüôçôá, óå Ýíá
óçìåßï P , ôüôå õðÜñ÷åé êýêëïò ìå áêôßíá ρ = 1

κ (äçëáäÞ, Ý÷ïõí ôçí ßäéá êáìðõëüôçôá
óôï P ) ðïõ Ý÷åé êïéíÞ åöáðôïìÝíç ìå ôç êáìðýëç C óôï P êáé ôï êÝíôñï ôïõ âñßóêåôáé
óôçí êïßëç ðëåõñÜ ôçò C . Ç ðïóüôçôá ρ = 1

κ êáëåßôáé áêôßíá êáìðõëüôçôáò.

¸÷ïõìå äåé üôé

N(s) =
dT
ds∥∥∥dT
ds

∥∥∥
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êáé üôé

κ =
∥∥∥∥
dT
ds

∥∥∥∥ .

¢ñá

dT
ds

= κN(s).

Ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå ôï ìïíáäéáßï åöáðôüìåíï äéÜíõóìá T óõíáñôÞóåé ôçò ãùíßáò
φ, üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá. ÄçëáäÞ,

T = cosφi + sin φj.

Ðáñáãùãßæïõìå ùò ðñïò φ,

dT
dφ

= − sinφi + cosφj.

Áðü ôïí êáíüíá áëõóßäáò,

dT
ds

=
dT
dφ

dφ

ds

êáé åðïìÝíùò
∥∥∥∥
dT
ds

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
dT
dφ

∥∥∥∥
∣∣∣∣
dφ

ds

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
dφ

ds

∣∣∣∣
√

(− sinφ)2 + (cosφ)2 =
∣∣∣∣
dφ

ds

∣∣∣∣ .

¢ñá

κ =
∣∣∣∣
dφ

ds

∣∣∣∣ .

ÄçëáäÞ, ç êáìðõëüôçôá ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ùò ç áðüëõôç ôéìÞ ôïõ ñõèìïý
ìåôáâïëÞò ôçò ãùíßáò φ ùò ðñïò s.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, áðü ôï ó÷Þìá ðáñáôçñïýìå üôé ç åõèåßá Ý÷åé êáìðõëüôçôá ßóç ìå
ìçäÝí.
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2.6 Êßíçóç êáôÜ ìÞêïò ìéáò êáìðýëçò

Ç ôá÷ýôçôá åíüò óùìáôéäßïõ ïñßæåôáé ùò

v(t) =
ds

dt
T(t).

Ôþñá, Ý÷ïõìå äåé üôé

T(t) =
r′(t)
‖r′(t)‖ êáé ds

dt
= ‖r′(t)‖.

¢ñá

v(t) = r′(t).

ÄçëáäÞ, ç ôá÷ýôçôá åßíáé ßóç ìå ôï ñõèìü ìåôáâïëÞò ôïõ äéáíýóìáôïò èÝóçò ùò ðñïò
ôï ÷ñüíï t. Åðßóçò ç åðéôÜ÷õíóç åßíáé ßóç ìå ôï ñõèìü ìåôáâïëÞò ôçò ôá÷ýôçôáò ùò
ðñïò ôï ÷ñüíï t. ¸ôóé Ý÷ïõìå:

Ïñéóìüò: Áí Ýíá áíôéêåßìåíï êéíåßôáé êáôÜ ìÞêïò ìéáò êáìðýëçò C Ýôóé þóôå íá Ý÷åé
äéÜíõóìá èÝóçò r(t) ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t, ôüôå ç óôéãìéáßá ôá÷ýôçôá ïñßæåôáé ùò

v(t) =
dr
dt

êáé ç óôéãìéáßá åðéôÜ÷õíóç ïñßæåôáé ùò

a(t) =
dv
dt

=
d2r
dt2

.

ÐáñÜäåéãìá: ¸íá áíôéêåßìåíï êéíåßôáé ìå ôá÷ýôçôá

v(t) = i + tj + t2k

ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t. ÊáôÜ ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 0, ôï áíôéêåßìåíï åß÷å óõíôåôáãìÝíåò
(−1, 2, 4). Íá âñåèïýí ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ áíôéêåéìÝíïõ üôáí t = 1.

Ëýóç:
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Èåþñçìá: Ç ôá÷ýôçôá êáé ç åðéôÜ÷õíóç åíüò áíôéêåéìÝíïõ ðïõ êéíåßôáé ðÜíù óå ìéá
êáìðýëç ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí êáé ùò

v =
ds

dt
T

a =
d2s

dt2
T + κ

(
ds

dt

)2

N,

üðïõ s åßíáé ðáñÜìåôñïò ìÞêïõò ôüîïõ, T åßíáé ôï ìïíáäéáßï åöáðôüìåíï äéÜíõóìá,
N åßíáé ôï ìïíáäéáßï êÜèåôï äéÜíõóìá êáé κ åßíáé ç êáìðõëüôçôá.

Áðüäåéîç:
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Ç aT = d2s
dt2

T êáëåßôáé åöáðôïìåíéêÞ åðéôÜ÷õíóç êáé ç aN = κ
(

ds
dt

)2
N êáëåßôáé

êÜèåôç åðéôÜ÷õíóç.
¸óôù θ ç ãùíßá ìåôáîý a êáé aT , üðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá. Ôüôå,

‖aT ‖ = ‖a‖ cos θ, ‖aN‖ = ‖a‖ sin θ ⇒

‖aT ‖ =
‖v‖‖a‖ cos θ

‖v‖ , ‖aN‖ =
‖v‖‖a‖ sin θ

‖v‖ ⇒

‖aT ‖ =
v · a
‖v‖ , ‖aN‖ =

‖v × a‖
‖v‖

ÐáñÜäåéãìá: Íá äåé÷èåß üôé

κ =
‖v × a‖
‖v‖3

.

Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: ¸íá óùìáôßäéï êéíåßôáé ðÜíù óå ìéá êáìðýëç êáé ôï äéÜíõóìá èÝóçò
ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t åßíáé ßóï ìå

r(t) = ti + t2j + t3k.

Íá âñåèïýí:
(i) ôï ìÝôñï ôçò åöáðôïìåíéêÞò êáé ôçò êÜèåôçò åðéôÜ÷õíóçò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t,
(ii) ôï ìÝôñï ôçò åöáðôïìåíéêÞò êáé ôçò êÜèåôçò åðéôÜ÷õíóçò ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 1,
(iii) ç åöáðôïìåíéêÞ êáé ç êÜèåôç åðéôÜ÷õíóç ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ t = 1,
(iv) ç êáìðõëüôçôá óôï óçìåßï óôï ïðïßï âñßóêåôáé ôï óùìáôßäéï ôç ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ
t = 1.

Ëýóç:
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ÂïëÞ: ¸íá óùìáôßäéï ìÜæáò m åêôïîåýåôáé áðü ãíùóôü óçìåßï ìå ãíùóôÞ ôá÷ýôçôá.
ÈÝëïõìå íá âñïýìå ôç ôñï÷éÜ ôçò êßíçóçò.

Èá êÜíïõìå ôñåéò õðïèÝóåéò:
(i) Ç ìÜæá ôïõ óùìáôéäßïõ åßíáé óôáèåñÞ.
(ii) Ç ìüíç äýíáìç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï óùìáôßäéï åßíáé ç äýíáìç ðïõ ïöåßëåôáé
óôç âáñýôçôá ôçò ãçò (âÜñïò ôïõ óùìáôéäßïõ).
(iii) Ôï óùìáôßäéï êáôÜ ôçí êßíçóç ôïõ, âñßóêåôáé áñêåôÜ êïíôÜ óôç Ãç Ýôóé þóôå íá
õðïèÝóïõìå üôé ç âáñýôçôá ôçò ãçò åßíáé óôáèåñÞ.
Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Newton,

F = ma,

üðïõ F åßíáé ç äýíáìç ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï óùìáôßäéï, a åßíáé ç åðéôÜ÷õíóç ôïõ
êáé m åßíáé ç ìÜæá ôïõ.

¸óôù üôé ôï óùìáôßäéï åêôïîåýåôáé áðü ôï óçìåßï ðïõ Ý÷åé äéÜíõóìá èÝóçò, r0 = hj
êáé ìå áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá v0 ðïõ ó÷çìáôßæåé ãùíßá θ ìå ôçí ïñéæüíôéá. Ç ìüíç äýíáìç
ðïõ áóêåßôáé ðÜíù óôï óùìáôßäéï åßíáé ôï âÜñïò ôïõ. ¢ñá

F = −mgj,

üðïõ g åßíáé ç åðéôÜ÷õíóç ôçò âáñýôçôáò êáé g ≈ 32 ft/sec2 ≈ 9.8 m/sec2. ÅðïìÝíùò
áðü ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Newton, âñßóêïõìå

ma = −mgj ⇒
a = −gj

Þ
dv
dt

= −gj.
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Ïëïêëçñþíïõìå

v(t) = −gtj + c1,

üðïõ c1 åßíáé óôáèåñü äéÜíõóìá. ¼ôáí t = 0, v(t) = v0 = v0 cos θi + v0 sin θj
(v0 = ‖v0‖). ¢ñá

c1 = v0 cos θi + v0 sin θj

êáé åðïìÝíùò

v(t) = v0 cos θi + (v0 sin θ − gt)j

Þ

dr
dt

= v0 cos θi + (v0 sin θ − gt)j

Ïëïêëçñþíïõìå

r(t) = v0t cos θi + (v0t sin θ − 1
2
gt2)j + c2.

¼ôáí t = 0, r = hj. ¢ñá c2 = hj êáé åðïìÝíùò

r(t) = v0t cos θi + (h + v0t sin θ − 1
2
gt2)j,

ôï ïðïßï åßíáé ôï äéÜíõóìá èÝóçò ôïõ óùìáôéäßïõ óå ïðïéáäÞðïôå ÷ñïíéêÞ óôéãìÞ.
Áí èÝóïõìå r = xi + yj, ôüôå

x = v0t cos θ, y = h + v0t sin θ − 1
2
gt2.

Áðáëåßöïõìå ôï t áðü áõôÝò ôéò äýï åîéóþóåéò, ãéá íá âñïýìå

y = h + (tan θ)x−
(

g

2v2
0 cos2 θ

)
x2

ç ïðïßá åßíáé åîßóùóç ðáñáâïëÞò êáé åßíáé ç åîßóùóç ôçò ôñï÷éÜò ôïõ óùìáôéäßïõ.

ÐáñÜäåéãìá: ¸íá óùìáôßäéï åêôïîåýåôáé áðü óçìåßï ðïõ âñßóêåôáé óôï Ýäáöïò ìå
áñ÷éêÞ ôá÷ýôçôá 60 m/sec ðïõ ó÷çìáôßæåé ãùíßá 30o ìå ôçí ïñéæüíôéá. Íá âñåèïýí:
(i) ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜóôçêå ôï óùìáôßäéï ãéá íá öèÜóåé óôï ìÝãéóôï ýøïò,
(ii) ôï ìÝãéóôï ýøïò,
(iii) ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ôï óùìáôßäéï ãéá íá åðéóôñÝøåé óôï Ýäáöïò,
(iv) ç ïñéæüíôéá áðüóôáóç ðïõ äéÜíõóáé ôï óùìáôßäéï.
[g = 10 m/sec2 ]

Ëýóç:
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2.7 Ïé íüìïé ôïõ Kepler
Ïé íüìïé ôïõ Kepler áíáöÝñïíôáé óôç êßíçóç ôùí ðëáíçôþí.

Ðñþôïò íüìïò (Íüìïò ôùí ôñï÷éþí): ÊÜèå ðëáíÞôçò êéíåßôáé óå åëëåéðôéêÞ ôñï÷éÜ
Ý÷ïíôáò ôïí Þëéï ùò ìéá åóôßá.

Äåýôåñïò íüìïò (Íüìïò ôùí åìâáäþí): Ôï äéÜíõóìá èÝóçò ôïõ ðëáíÞôç (ùò ðñïò
ôïí Þëéï) óáñþíåé ßóá åìâáäÜ óå ßóïõò ÷ñüíïõò.

Ôñßôïò íüìïò (Íüìïò ôùí ðåñéüäùí): Ôï ôåôñÜãùíï ôçò ðåñéüäïõ åíüò ðëáíÞôç (ï
÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé ï ðëáíÞôçò ãéá ìéá ðëÞñç ðåñéóôñïöÞ ãýñù áðü ôïí Þëéï)
åßíáé áíÜëïãï ìå ôïí êýâï ôïõ ìÞêïõò ôïõ ìåãÜëïõ çìéÜîïíá ôçò Ýëëåéøçò.

ÊåíôñéêÝò äõíÜìåéò: ÕðïèÝôïõìå üôé ðÜíù óôï ðëáíÞôç áóêåßôáé ìéá äýíáìç ðïõ Ý÷åé
êáôåýèõíóç áðü ôïí ðëáíÞôç ðñïò ôïí Þëéï. ÃåíéêÜ, ìéá äýíáìç ðïõ Ý÷åé êáôåýèõíóç
ðñïò óôáèåñü óçìåßï, êáëåßôáé êåíôñéêÞ äýíáìç.

¸óôù üôé Ýíá óùìáôßäéï êéíåßôáé êÜôù áðü ôçí åðßäñáóç ìéáò êåíôñéêÞò äýíáìçò
F. Áðü ôïí äåýôåñï íüìï ôïõ Newton, Ý÷ïõìå

F = ma.

¢ñá ç åðéôÜ÷õíóç a Ý÷åé ôçí ßäéá êáôåýèõíóç ìå ôçí F êáé åðïìÝíùò a êáé r åßíáé
áíôßèåôá äéáíýóìáôá. Óõíåðþò

r× a = 0.

Ôþñá,

d
dt

(r× v) = r× dv
dt

+
dr
dt
× v = r× a + v × v = 0 + 0 = 0.

¢ñá

r× v = b,

üðïõ b åßíáé óôáèåñü äéÜíõóìá. Áõôü ìáò äåß÷íåé üôé ôï r åßíáé êÜèåôï óå óôáèåñü
äéÜíõóìá b. ÅðïìÝíùò ôï óùìáôßäéï êéíåßôáé óå åðßðåäï ðïõ Ý÷åé ùò êÜèåôï äéÜíõóìá
ôï óôáèåñü äéÜíõóìá b. ¢ñá êÜèå óùìáôßäéï óôï ïðïßï áóêåßôáé êåíôñéêÞ äýíáìç,
êéíåßôáé óå åðßðåäï.

Óôç óõíÝ÷åéá èá áðïäåßîïõìå ôïõò íüìïõò ôïõ Kepler.

Äåýôåñïò íüìïò ôïõ Kepler
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¸óôù üôé ç êßíçóç ãßíåôáé óôï xy-åðßðåäï êáé åðïìÝíùò ôï óôáèåñü äéÜíõóìá b
åßíáé êáôÜ ìÞêïò ôïõ Üîïíá z. ÃñÜöïõìå

r = ru,

üðïõ r = ‖r‖ êáé u = cos θi + sin θj åßíáé ôï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá êáôÜ ìÞêïò ôïõ r.
¸÷ïõìå

v =
dr
dt

=
d
dt

(ru) = r
du
dt

+
dr
dt

u.

Ôþñá,

b = r× v = ru×
(

r
du
dt

+
dr
dt

u
)

= r2u× du
dt

+ r
dr
dt

u× u

= r2u× du
dt

Áðü ôïí êáíüíá áëõóßäáò,
du
dt

=
du
dθ

dθ

dt
= (− sin θi + cos θj)

dθ

dt

êáé åðïìÝíùò

u× du
dt

= (cos θi + sin θj)× (− sin θi + cos θj)
dθ

dt
=

dθ

dt
k

¢ñá

b = r2 dθ

dt
k

êáé åðåéäÞ b åßíáé óôáèåñü äéÜíõóìá, Ý÷ïõìå

r2 dθ

dt
= óôáèåñÜ

¸óôù üôé ç ôñï÷éÜ ôïõ P ðåñéãñÜöåôáé óå ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò. ÄçëáäÞ,

r = f(θ).

Ôüôå ôï åìâáäüí ðïõ óáñþíåé ôï äéÜíõóìá èÝóçò áðü ìéá áñ÷éêÞ èÝóç θ0 ìÝ÷ñé ìéá
ãåíéêÞ èÝóç θ åßíáé ßóï ìå

A =
1
2

∫ θ

θ0

[f(φ)]2 dφ.
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¢ñá

dA

dθ
=

1
2

[f(θ)]2 .

Ôþñá, áðü ôïí êáíüíá áëõóßäáò

dA

dt
=

dA

dθ

dθ

dt
=

1
2

[f(θ)]2
dθ

dt
=

1
2
r2 dθ

dt

¢ñá, áöïý r2 dθ
dt =óôáèåñÜ,

dA

dt
= óôáèåñÜ

ÅðïìÝíùò ôï åìâáäüí óáñþíåôáé ìå óôáèåñü ñõèìü.

Ðñþôïò íüìïò ôïõ Kepler: Óýìöùíá ìå ôï íüìï ôçò ðáãêüóìéáò Ýëîçò Ýíá óùìáôßäéï
ìÜæáò m1 Ýëêåé Ýíá Üëëï óùìáôßäéï ìÜæáò m2 ðïõ âñßóêåôáé óå áðüóôáóç r, ìå ìéá
äýíáìç

F = −Gm1m2

r2
u,

üðïõ u åßíáé ôï ìïíáäéáßï äéÜíõóìá áðü ôï ðñþôï ðñïò ôï äåýôåñï óùìáôßäéï êáé G
åßíáé ìéá óôáèåñÜ ðïõ êáëåßôáé ðáãêüóìéá óôáèåñÜ ôçò âáñýôçôáò. ¢ñá ç êåíôñéêÞ
äýíáìç ðïõ áóêåßôáé áðü ôïí Þëéï ðÜíù óôïí ðëáíÞôç åßíáé ßóç ìå

F = −GmM

r2
u,

üðïõ m åßíáé ç ìÜæá ôïõ ðëáíÞôç êáé M åßíáé ç ìÜæá ôïõ Þëéïõ. ÅðïìÝíùò áðü ôïí
äåýôåñï íüìï ôïõ Newton, Ý÷ïõìå

a = −GM

r2
u

¸óôù üôáí t = 0,

r = r0i, v = v0j.

Ôþñá, üôáí t = 0,

v = r× v = r0i× v0j = r0v0k
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êáé áðü ðñïçãïõìÝíùò b = r2 dθ
dt k. ¢ñá

r2 dθ

dt
= r0v0.

Åðßóçò

a× b = −GM

r2
u× r2 dθ

dt
k

= −GM
dθ

dt
(cos θi + sin θj)× k

= GM(− sin θi + cos θj)
dθ

dt

= GM
du
dθ

dθ

dt
= GM

du
dt

¢ñá

a× b = GM
du
dt

Ôþñá,

d
dt

(v × b) = v × db
dt

+
dv
dt
× b = 0 + a× b = GM

du
dt

Ïëïêëçñþíïõìå

v × b = GMu + c,

üðïõ c åßíáé óôáèåñü äéÜíõóìá. ¼ôáí t = 0, v = v0j, u = i êáé br0v0k. ¢ñá

c = (r0v
2
0 −GM)i

êáé åðïìÝíùò

v × b = GMu + (r0v
2
0 −GM)i

Ðáßñíïõìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìå ôï äéÜíõóìá r = ru, ãéá íá âñïýìå,

r · (v × b) = GMr · u + (r0v
2
0 −GM)r · i ⇒

(r× v) · b = GMru · u + (r0v
2
0 −GM)ru · i ⇒

b · b = GMr + (r0v
2
0 −GM)r cos θ,

åðåéäÞ v × v = b, uu̇ = ‖u‖2 = 1, u · i = cos θ.
Ôþñá, b · b = ‖b‖2 = r2

0v
2
0 êáé åðïìÝíùò

r2
0v

2
0 = GMr + (r0v

2
0 −GM)r cos θ.
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Ëýíïõìå ùò ðñïò r,

r =
r2
0v

2
0

GM + (r0v2
0 −GM) cos θ

=
r2
0v2

0
GM

1 +
(

r0v2
0

GM − 1
)

cos θ
⇒

r =
d

1 + ε cos θ
,

üðïõ

d =
r2
0v

2
0

GM
, êáé ε =

r0v
2
0

GM
− 1.

Ç ðéï ðÜíù åîßóùóç åßíáé ç åîßóùóç ôçò êùíéêÞò ôïìÞò. Ç óôáèåñÜ ε êáëåßôáé
åêêåíôñüôçôá.

Áí ε = 0, ôüôå ç êùíéêÞ ôïìÞ åßíáé êýêëïò. Áí 0< ε< 1 åßíáé Ýëëåéøç, áí ε = 1 åßíáé
ðáñáâïëÞ êáé áí ε > 1, ôüôå åßíáé õðåñâïëÞ.

Ôñßôïò íüìïò ôïõ Kepler

¸óôù üôé a åßíáé ï ìåãÜëïò çìéÜîïíáò êáé b åßíáé ï ìéêñüò çìéÜîïíáò. Ôï åìâáäüí
ôçò Ýëëåéøçò åßíáé ßóï ìå πab êáé áðü ôï äåýôåñï íüìï ôïõ Kepler âñßóêïõìå

πab =
1
2
r2 dθ

dt
T,

üðïõ T åßíáé ï ÷ñüíïò ðïõ ÷ñåéÜæåôáé Ýíáò ðëáíÞôçò ãéá ìéá ðëÞñç ðåñéóôñïöÞ.
Ôþñá, r2 dθ

dt = r0v0 êáé åðïìÝíùò

πab =
1
2
r0v0T.
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¼ôáí θ = 0, Ý÷ïõìå ôçí åëÜ÷éóôç áðüóôáóç ôïõ ðëáíÞôç áðü ôïí Þëéï êáé üôáí θ = π
Ý÷ïõìå ôç ìÝãéóôç áðüóôáóç. ¢ñá

rmin =
d

1 + ε
, rmax =

d

1− ε
.

Ôþñá,

2a = rmin + rmax =
d

1 + ε
+

d

1− ε
=

2d

1− ε2
⇒

a =
d

1− ε2

Ãéá ôçí Ýëëåéøç éó÷ýåé

b2 = a2(1− ε2)

êáé åðïìÝíùò

b2 = a2 d

a
= ad =

ar2
0v

2
0

GM
.

Áðü ðéï ðÜíù

T 2 =
4π2a2b2

r2
0v

2
0

=
4π2a2 ar2

0v2
0

GM

r2
0v

2
0

=
4π2

GM
a3 ⇒

T 2

a3
=

4π2

GM
.

¢ñá ï ëüãïò T 2

a3 åßíáé óôáèåñüò.


