
ÊåöÜëáéï 1

ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÁ

1.1 ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò óôï 3-äéÜóôáôï ÷þñï
¸óôù ç ôñéÜäá

(a, b, c).

Ôï óýíïëï ôùí ôñéÜäùí êáëåßôáé 3-äéÜóôáôïò ÷þñïò êáé óõìâïëßæåôáé ìå IR3. Åéäéêüôåñá
ç ôñéÜäá (a, b, c) ïñßæåé Ýíá óçìåßï Þ Ýíá äéÜíõóìá óôïí IR3.

Ïé Üîïíåò Ox, Oy, Oz áðïôåëïýí Ýíá 3-äéÜóôáôï êáñôåóéáíü óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí
êáé êáëïýíôáé Üîïíåò óõíôåôáãìÝíùí. ¸óôù

P (a, b, c).

Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß a, b, c êáëïýíôáé êáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò ôïõ óçìåßïõ P .
Ï áñéèìüò a êáëåßôáé x−óõíôåôáãìÝíç, ï b êáëåßôáé y−óõíôåôáãìÝíç êáé ï c êáëåßôáé
z−óõíôåôáãìÝíç. Ïé Üîïíåò óõíôåôáãìÝíùí ïñßæïõí 3 åðßðåäá óõíôåôáãìÝíùí, ôï
xy-åðßðåäï, ôï xz-åðßðåäï êáé ôï yz-åðßðåäï.

Ôþñá, ç x−óõíôåôáãìÝíç åíüò óçìåßïõ P åßíáé ç áðüóôáóç ôïõ óçìåßïõ P áðü ôï
yz-åðßðåäï, ç y−óõíôåôáãìÝíç åßíáé ç áðüóôáóç áðü ôï xz-åðßðåäï êáé ç z−óõíôåôáãìÝíç
áðü ôï xy-åðßðåäï.
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Ïé Üîïíåò óõíôåôáãìÝíùí ÷ùñßæïõí ôïí 3-äéÜóôáôï ÷þñï óå 8 ïêôçìüñéá. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, ôá óçìåßá ðïõ Ý÷ïõí êáé ôéò ôñåéò óõíôåôáãìÝíåò èåôéêÝò, âñßóêïíôáé
óôï ðñþôï ïêôçìüñéï.

Áðüóôáóç óçìåßïõ áðü óçìåßï

Áðü ôï ó÷Þìá ðáñáôçñïýìå üôé ç áðüóôáóç ôïõ óçìåßïõ P áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí
O, åßíáé ßóç ìå

√(√
a2 + b2

)2
+ c2.

¢ñá

d =
√

a2 + b2 + c2.

ÁíÜëïãá, ç áðüóôáóç ôïõ óçìåßïõ P1(x1, y1, z1) áðü ôï óçìåßï P2(x2, y2, z2) åßíáé
ßóç ìå

d =
√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2 + (z2 − z1)2.

ÌÝóï åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò: Ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ ìÝóïõ ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò
ðïõ åíþíåé ôá óçìåßá P1(x1, y1, z1) êáé P2(x2, y2, z2) ïñßæïíôáé ùò

(
1
2
(x1 + y1),

1
2
(y1 + y2),

1
2
(z1 + z2)

)
.

Åîßóùóç ôçò óöáßñáò: Óôï 2-äéÜóôáôï ÷þñï ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí (x, y) ôá ïðïßá
éêáíïðïéïýí ìéá åîßóùóç, óõíÞèùò åßíáé ìéá êáìðýëç óôï xy-åðßðåäï. ÁíÜëïãá, óôï
3-äéÜóôáôï ÷þñï ôï óõíüëï ôùí óçìåßùí (x, y, z) åßíáé óõíÞèùò ìéá åðéöÜíåéá óôï
xyz óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí (x, y, z) ôùí
ïðïßùí ç áðüóôáóç áðü óôáèåñü óçìåßï åßíáé óôáèåñÞ, ïñßæïõí ìéá óöáßñá. ÄçëáäÞ,

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = r

Þ éóïäýíáìá

(x− x0)2 + (y − y0)2 + (z − z0)2 = r2.
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åßíáé ç åîßóùóç ôçò óöáßñáò (óõíÞèçò ìïñöÞ) ìå êÝíôñï (x0, y0, z0) êáé áêôßíá r.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ êÝíôñïõ êáé ç áêôßíá ôçò óöáßñáò

x2 + y2 + z2 − 2x− 6y − 8z + 1 = 0.

Ëýóç:
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Èåþñçìá: Ìéá åîßóùóç ôçò ìïñöÞò

x2 + y2 + z2 + Ax + By + Cz + D = 0

áíôéðñïóùðåýåé ìéá óöáßñá Þ Ýíá óçìåßï Þ äåí Ý÷åé ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç.

Áðüäåéîç:
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ÊõëéíäñéêÝò åðéöÜíåéåò: Ìéá åîßóùóç ðïõ ðåñéÝ÷åé ìüíï äýï áðü ôéò ôñåéò ìåôáâëçôÝò
x, y êáé z áíôéðñïóùðåýåé ìéá êõëéíäñéêÞ åðéöÜíåéá óôï 3-äéÜóôáôï ÷þñï. ÁõôÞ ç
åðéöÜíåéá ðñïêýðôåé ìå ðñïÝêôáóç ôçò 2-äéÜóôáôçò ãñáöéêÞò ðáñÜóôáóçò (óõíáñôÞóåé
ôùí äýï ìåôáâëçôþí) ðáñÜëëçëá ìå ôïí Üîïíá ôçò ôñßôçò ìåôáâëçôÞò.

ÐáñÜäåéãìá: Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò

x2 + z2 = 1

óôï 3-äéÜóôáôï ÷þñï.

ÐáñÜäåéãìá: Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò

z = ey

óôï 3-äéÜóôáôï ÷þñï.
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1.2 Äéáíýóìáôá
ÅéóáãùãÞ (ÃåùìåôñéêÞ): Óå äéÜöïñåò öõóéêÝò åöáñìïãÝò õðÜñ÷ïõí ìåãÝèç ôá ïðïßá
ìðïñïýí íá ÷áñáêôçñéóèïýí ìüíï ìå Ýíá áñéèìü. ÔÝôïéá ìåãÝèç, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá,
ç èåñìïêñáóßá åíüò óþìáôïò, ç ìÜæá åíüò óþìáôïò, ç áðüóôáóç ìåôáîý äýï óçìåßùí,
êáëïýíôáé áñéèìçôéêÜ Þ âáèìùôÜ Þ ìïíüìåôñá ìåãÝèç.

¸óôù üôé Ý÷ïõìå ôçí åõèåßá (ε) êáé ôá óçìåßá Á êáé Â ðÜíù óôçí åõèåßá. Ç åõèåßá
(ε) Ý÷åé ôçí ßäéá äéåýèõíóç ìå üëåò ôéò åõèåßåò ðïõ åßíáé ðáñÜëëçëåò ìå áõôÞ. Ôï
åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ïñßæåé Ýíá äéÜíõóìá, ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé ìå −−→AB Þ ìå
Ýíá ìéêñü ãñÜììá êáé Ýíá âÝëïò, ãéá ðáñÜäåéãìá, −→a . Åðßóçò óõíçèßæåôáé êáé ï
óõìâïëéóìüò a.

Ôï óçìåßï Á êáëåßôáé áñ÷Þ ôïõ äéáíýóìáôïò (áñ÷éêü óçìåßï) êáé ôï Â êáëåßôáé
ðÝñáò ôïõ äéáíýóìáôïò (ôåëéêü óçìåßï). Êáé ôá äýï óçìåßá êáëïýíôáé ðÝñáôá ôïõ
äéáíýóìáôïò.

Ãéá êÜèå äéÜíõóìá äéáêñßíïõìå ôá åîÞò:

(i) ôç äéåýèõíóç ôïõ, ç ïðïßá êáèïñßæåôáé áðü ôçí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá
ðÝñáôá,
(ii) ôç öïñÜ ôïõ, áðü ôï áñ÷éêü óçìåßï óôï ôåëéêü óçìåßï,
(iii) ôç ìÞêïò ôïõ, ðïõ åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ðïõ åíþíåé ôá
ðÝñáôá.

Ç äéåýèõíóç êáé ç öïñÜ ôïõ äéáíýóìáôïò ïñßæïõí ôçí Ýííïéá ôçò êáôåýèõíóçò.
ÄçëáäÞ, êÜèå åõèåßá Ý÷åé äýï êáôåõèýíóåéò.

Äýï äéáíýóìáôá −−→AB êáé −−→CD êáëïýíôáé ßóá üôáí åßíáé åðß ôá áõôÜ. ÄçëáäÞ, ôï
Á óõìðßðôåé ìå ôï C êáé ôï Â óõìðßðôåé ìå ôï D. Ôá äéáíýóìáôá ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé
áõôÞ ç éóüôçôá êáëïýíôáé åöáñìïóôÜ Þ äåóìåõìÝíá äéáíýóìáôá.

Äýï ðáñÜëëçëá äéáíýóìáôá êáëïýíôáé ïìüññïðá üôáí Ý÷ïõí ôçí ßäéá êáôåýèõíóç
êáé áíôßññïðá üôáí Ý÷ïõí áíôßèåôç êáôåýèõíóç. Ãåíéêåýïíôáò ôçí ðéï ðÜíù Ýííïéá
ôçò éóüôçôáò, ëÝìå üôé äýï äéáíýóìáôá åßíáé ßóá áí (á) åßíáé ïìüññïðá êáé (â) Ý÷ïõí
ßóá ìÞêç. Ôá äéáíýóìáôá ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé áõôÞ ç éóüôçôá êáëïýíôáé åëåýèåñá
äéáíýóìáôá.

Äéáíýóìáôá ðïõ åßíáé áíôßññïðá êáé Ý÷ïõí ßóá ìÞêç êáëïýíôáé áíôßèåôá äéáíýóìáôá.
Óõìâïëßæïõìå ôï áíôßèåôï äéÜíõóìá ôïõ a ìå −a.
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Ðñüóèåóç äéáíõóìÜôùí: Áí a êáé b åßíáé äýï äéáíýóìáôá, ôüôå ôï Üèñïéóìá a + b
åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ðïõ ðñïêýðôåé ùò åîÞò: Ôïðïèåôïýìå ôï äéÜíõóìá b ìå ôÝôïéï
ôñüðï þóôå ç áñ÷Þ ôïõ íá ôáõôßæåôáé ìå ôï ðÝñáò ôïõ a. Ôï äéÜíõóìá a + b Ý÷åé ùò
áñ÷Þ ôçí áñ÷Þ ôïõ a êáé ùò ðÝñáò ôï ðÝñáò ôïõ b.
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ÄéáöïñÜ äéáíõóìÜôùí: Áí a êáé b åßíáé äýï äéáíýóìáôá, ôüôå ç äéáöïñÜ a − b
ïñßæåôáé ùò åîÞò:

a− b = a + (−b).

Ìçäåíéêü äéÜíõóìá: Ôï äéÜíõóìá ìå ìÞêïò ßóï ìå ôï ìçäÝí êáëåßôáé ìçäåíéêü
äéÜíõóìá êáé óõìâïëßæåôáé ìå 0. Ïñßæïõìå

0 + a = a + 0 = a

êáé

a− a = a + (−a) = 0.

Âáèìùôüò ðïëëáðëáóéáóìüò: Áí a åßíáé Ýíá ìç-ìçäåíéêü äéÜíõóìá êáé k åßíáé ìç-
ìçäåíéêüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, ôüôå ôï ãéíüìåíï ka ïñßæåôáé ùò ôï äéÜíõóìá ðïõ
Ý÷åé ìÞêïò |k| öïñÝò ôï ìÞêïò ôïõ a êáé Ý÷åé ôçí êáôåýèõíóç ôïõ a áí k > 0 êáé
áíôßèåôç ôïõ a áí k< 0. Åðßóçò ïñßæïõìå ka = 0 áí k = 0 Þ a = 0.
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Äéáíýóìáôá óôïí IR3: ¸÷ïõìå

Ïñßæïõìå ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá ùò 0(0, 0, 0).

Èåþñçìá (ÁñéèìçôéêÝò ðñÜîåéò): Áí a(a1, a2, a3) êáé b(b1, b2, b3) åßíáé äýï äéáíýóìáôá
óôïí IR3 êáé k åßíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò (k ∈ IR), ôüôå

a + b = (a1 + b1, a2 + b2, a3 + b3)
a− b = (a1 − b1, a2 − b2, a3 − b3)
ka = (ka1, ka2, ka3)

Èåþñçìá (Äéáíýóìáôá ìå áñ÷éêü óçìåßï äéáöïñåôéêü áðü ôçí áñ÷Þ ôùí áîüíùí):
¸óôù üôé −−−→P1P2 åßíáé Ýíá äéÜíõóìá óôïí IR3 ìå áñ÷éêü óçìåßï P1(x1, y1, z1) êáé
ôåëéêü óçìåßï P2(x2, y2, z2), ôüôå

−−−→
P1P2 = (x2 − x1, y2 − y1, z2 − z1).

Èåþñçìá (Éäéüôçôåò): Ãéá ïðïéáäÞðïôå äéáíýóìáôá a, b êáé c êáé ïðïéïõóäÞðïôå
ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò k êáé λ, éó÷ýïõí ïé ðéï êÜôù ó÷Ýóåéò:
(i) a + b = b + a

(ii) (a + b) + c = a + (b + c)

(iii) a + 0 = 0 + a = a

(iv) a + (−a) = 0

(v) k(λa) = (kλ)a

(vi) k(a + b) = ka + kb

(vii) (k + λ)a = ka + λa

(viii) 1a = a
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ÌÞêïò äéáíýóìáôïò: Ôï ìÞêïò ôïõ äéáíýóìáôïò a(a1, a2, a3) ïñßæåôáé ùò

‖a‖ =
√

a2
1 + a2

2 + a2
3.

Óçìåßùóç: Áí a åßíáé äéÜíõóìá êáé k ∈ IR, ôüôå

‖ka‖ = |k|‖a‖.

Ìïíáäéáßá äéáíýóìáôá: Ôá äéáíýóìáôá ìå ìÞêïò ßóï ìå 1 êáëïýíôáé ìïíáäéáßá.
Óôïí IR3 ôá ìïíáäéáßá äéáíýóìáôá êáôÜ ìÞêïò ôùí èåôéêþí áîüíùí x, y êáé z
óõìâïëßæïíôáé ìå i, j êáé k, áíôßóôïé÷á. ÄçëáäÞ,

i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1).

ÊÜèå äéÜíõóìá óôïí IR3 ìðïñåß íá åêöñáóôåß óõíáñôÞóåé ôùí ìïíáäéáßùí äéáíõóìÜôùí
i, j êáé k ùò åîÞò:

a = (a1, a2, a3) = (a1, 0, 0) + (0, a2, 0) + (0, 0, a3)
= a1(1, 0, 0) + a2(0, 1, 0) + a3(0, 0, 1)
= a1i + a2j + a3k.

Ôþñá, áðü ôç ó÷Ýóç

‖ka‖ = |k|‖a‖,

áí èÝóïõìå k =
1
‖a‖ , âñßóêïõìå

∥∥∥∥
1
‖a‖a

∥∥∥∥ =
∣∣∣∣

1
‖a‖

∣∣∣∣ ‖a‖ =
1
‖a‖‖a‖ = 1.

¢ñá äéáßñùíôáò Ýíá äéÜíõóìá ìå ôï ìÝôñï ôïõ, ðñïêýðôåé Ýíá ìïíáäéáßï äéÜíõóìá.
Ç äéáäéêáóßá áõôÞ êáëåßôáé êáíïíéêïðïßçóç ôïõ äéáíýóìáôïò.

ÐáñÜäåéãìá: Íá êáíïíéêïðïéçèåß ôï äéÜíõóìá a(1, 2, 3).
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1.3 Åóùôåñéêü ãéíüìåíï
Ïñéóìüò: Áí a êáé b åßíáé ìç ìçäåíéêÜ äéáíýóìáôá óôïí IR3 êáé θ (0 ≤ θ ≤ π) åßíáé
ç ãùíßá ìåôáîý ôïõò, ôüôå ôï (Åõêëåßäåéï) åóùôåñéêü ãéíüìåíï a · b ïñßæåôáé ùò

a · b = ‖a‖‖b‖ cos θ

Óçìåéþóåéò: 1. Áí a = 0 Þ b = 0, ôüôå a · b = 0.
2. Áðü ôïí ðéï ðÜíù ïñéóìü ðñïêýðôåé ç ó÷Ýóç

cos θ =
a · b
‖a‖‖b‖

ç ïðïßá ðñïóäéïñßæåé ôç ãùíßá ìåôáîý ôùí äýï äéáíõóìÜôùí.

¸óôù ôá ìç-ìçäåíéêÜ äéáíýóìáôá a(a1, a2, a3) êáé b(b1, b2, b3) üðùò öáßíïíôáé óôï
ðéï ðÜíù ó÷Þìá. Áðü ôïí íüìï ôùí óõíçìéôüíùí ðñïêýðôåé

‖−−→PQ‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 − 2‖a‖‖b‖ cos θ.

ÅðåéäÞ −−→PQ = b− a, âñßóêïõìå

‖b− a‖2 = ‖a‖2 + ‖b‖2 − 2‖a‖‖b‖ cos θ ⇒

‖a‖‖b‖ cos θ =
1
2

(
‖a‖2 + ‖b‖2 − ‖b− a‖2

)
⇒

a · b =
1
2

(
‖a‖2 + ‖b‖2 − ‖b− a‖2

)

Ôþñá,

‖a‖2 = a2
1 + a2

2 + a2
3

‖b‖2 = b2
1 + b2

2 + b2
3

‖b− a‖2 = (b1 − a1)2 + (b2 − a2)2 + (b3 − a3)2
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Áíôéêáèéóôïýìå ãéá íá âñïýìå

a · b = a1b1 + a2b2 + a3b3

Ðáñáôçñïýìå üôé ï ðéï ðÜíù ôýðïò éó÷ýåé êáé üôáí a = 0 Þ b = 0.

Èåþñçìá: Áí a êáé b åßíáé ìç-ìçäåíéêÜ äéáíýóìáôá óôïí IR3 êáé áí θ åßíáé ç ãùíßá
ìåôáîý ôïõò, ôüôå
(i) ç θ åßíáé ïîåßá áí êáé ìüíï áí a · b > 0
(ii) ç θ åßíáé áìâëåßá áí êáé ìüíï áí a · b< 0
(iii) θ = π

2 áí êáé ìüíï áí a · b = 0

Áðüäåéîç: Åýêïëá áðü ôç ó÷Ýóç cos θ =
a · b
‖a‖‖b‖ .

Óçìåßùóç: ¼ôáí éó÷ýåé ç ðåñßðôùóç (iii) ôïõ ðéï ðÜíù èåùñÞìáôïò, ôüôå ëÝìå üôé
ôá äéáíýóìáôá åßíáé ïñèïãþíéá.

Ïñéóìüò: Ïé ãùíßåò α, β, γ ïé ïðïßåò ó÷çìáôßæåé Ýíá äéÜíõóìá a ∈ IR3 ìå ôá
ìïíáäéáßá äéáíýóìáôá i, j, k êáëïýíôáé ãùíßåò êáôåýèõíóçò. Ôá áíôßóôïé÷á óõíçìßôïíá
cosα, cosβ êáé cos γ êáëïýíôáé óõíçìßôïíá êáôåýèõíóçò.

Ôþñá, ÷ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ôýðï

cos θ =
a · b
‖a‖‖b‖

Ý÷ïõìå:

Èåþñçìá: Ôá óõíçìßôïíá êáôåýèõíóçò ôïõ ìç ìçäåíéêïý äéáíýóìáôïò a = a1i +
a2j + a3k åßíáé ßóá ìå

cosα =
a1

‖a‖ , cosβ =
a2

‖a‖ , cos γ =
a3

‖a‖ .

Óçìåßùóç: Ôá óõíçìßôïíá êáôåýèõíóçò ôïõ äéáíýóìáôïò a = a1i + a2j + a3k åßíáé
ßóá ìå ôéò óõíéóôþóåò ôïõ ìïíáäéáßïõ äéáíýóìáôïò a

‖a‖ , åðåéäÞ

a
‖a‖ =

a1

‖a‖ i +
a2

‖a‖ j +
a3

‖a‖k = cosαi + cosβj + cos γk.

Èåþñçìá: (Éäéüôçôåò ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ) Áí a, b êáé c ∈ IR3 êáé k ∈ IR,
ôüôå
(i) a · b = b · a
(ii) a · (b + c) = a · b + a · c
(iii) k(a · b) = (ka) · b = a · (kb)
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(iv) a · a = ‖a‖2

Áðüäåéîç: ¢óêçóç

Óçìåßùóç: Áðü ôï (iv) ðáñáôçñïýìå üôé

‖a‖ =
√

a · a.

Ïñèïãþíéåò ðñïâïëÝò: Óå áñêåôÝò åöáñìïãÝò ÷ñåéÜæåôáé íá áíáëýóïõìå Ýíá äéÜíõóìá
a óå äýï êÜèåôåò óõíéóôþóåò, ôç ðñþôç ðáñÜëëçëç óå äïóìÝíï äéÜíõóìá b êáé ôçí
Üëëç êÜèåôç óôï b.

¼ðùò öáßíåôáé óôï ðéï ðÜíù ó÷Þìá ôï äéÜíõóìá c1 åßíáé ðáñÜëëçëï ìå ôï b êáé ôï
c2 åßíáé êÜèåôï ìå ôï b. ÃñÜöïõìå

a = c1 + c2 = c1 + (a− c1).

Ôï äéÜíõóìá c1 êáëåßôáé óõíéóôþóá ôïõ a êáôÜ ìÞêïò ôïõ b êáé ôï c2 êáëåßôáé
óõíéóôþóá ôïõ a êÜèåôá óôï b. Åðßóçò ôï c1 êáëåßôáé ïñèïãþíéá ðñïâïëÞ ôïõ a
ðÜíù óôï b êáé óõìâïëßæåôáé ìå projba. ÄçëáäÞ,

a = projba + (a− projba).

Èåþñçìá: Áí a êáé b ∈ IR3 êáé b 6= 0, ôüôå

projba =
a · b
‖b‖2

b.

Áðüäåéîç:
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ÐáñÜäåéãìá: Äßíïíôáé ôá óçìåßá Á(2,1,-3), Â(0,2,-1) êáé P(4,3,0).
(i) Íá âñåèåß ‖proj−−→

AB
−→
AP‖

(ii) Íá âñåèåß ç áðüóôáóç ôïõ P áðü ôçí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá Á êáé
Â.

Ëýóç:
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¸ñãï: Ãíùñßæïõìå üôé ôï Ýñãï W ðïõ ðáñÜãåé ìéá óôáèåñÞ äýíáìç F ìå ìÝôñï
‖F‖ ç ïðïßá áóêåßôáé óôçí êáôåýèõíóç ôçò êßíçóçò ðÜíù óå óùìáôßäéï ðïõ êéíåßôáé
áðü ôï P óôï Q ðÜíù óå ìéá åõèåßá ãñáììÞ åßíáé ßóï ìå

W = (äýíáìç)× (áðüóôáóç) = ‖F‖‖−−→PQ‖.
Áí ç äýíáìç F åßíáé óôáèåñÞ, áëëÜ ó÷çìáôßæåé ãùíßá θ ìå ôçí êáôåýèõíóç ôçò êßíçóçò

ôüôå ïñßæïõìå ôï Ýñãï ùò

W = (‖F‖ cos θ)‖−−→PQ‖ = F · −−→PQ.
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1.4 Åîùôåñéêü ãéíüìåíï
Ïñßæïõóåò: Åóôù a1, a2, b1, b2 ∈ IR. Ïñßæïõìå ùò 2× 2 ïñßæïõóá ôç äéÜôáîç

∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣ = a1b2 − a2b1.

ÁíÜëïãá, ç 3× 3 ïñßæïõóá ïñßæåôáé ùò
∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
= a1

∣∣∣∣∣
b2 b3

c2 c3

∣∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣∣
b1 b3

c1 c3

∣∣∣∣∣ + a3

∣∣∣∣∣
b1 b2

c1 c2

∣∣∣∣∣ .

Ïñéóìüò (Åîùôåñéêü ãéíüìåíï): Áí a(a1, a2, a3) êáé b(b1, b2, b3) ∈ IR3, ôüôå ôï
åîùôåñéêü ãéíüìåíï a× b åßíáé ôï äéÜíõóìá

a× b =

∣∣∣∣∣
a2 a3

b2 b3

∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣

a1 a3

b1 b3

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣
a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣∣k.

ÄçëáäÞ,

a× b =

∣∣∣∣∣∣∣

i j k
a1 a2 a3

b1 b2 b3

∣∣∣∣∣∣∣
.

Èåþñçìá: Áí a, b ∈ IR3, ôüôå
(i) a · (a× b) = 0
(ii) b · (a× b) = 0
(iii) ‖a× b‖2 = ‖a‖2‖b‖2 − (a · b)2

Óçìåßùóç: Áðü ôï (i) êáé (ii) ðáñáôçñïýìå üôé ôï äéÜíõóìá a× b åßíáé êÜèåôï êáé
óôï a êáé óôï b.

Ôþñá, áí a êáé b ∈ IR3, ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï èåþñçìá

‖a× b‖2 = ‖a‖2‖b‖2 − (a · b)2

= ‖a‖2‖b‖2 − (‖a‖‖b‖ cos θ)2

= ‖a‖2‖b‖2(1− cos2 θ)
= ‖a‖2‖b‖2 sin2 θ

¢ñá

‖a× b‖ = ‖a‖‖b‖| sin θ|.
ÅðåéäÞ 0 ≤ θ ≤ π, Ý÷ïõìå sin θ ≥ 0 êáé åðïìÝíùò

‖a× b‖ = ‖a‖‖b‖ sin θ.
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ÅðåéäÞ ôï åìâáäü ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ åßíáé ßóï ìå

E = (âÜóç)× (ýøïò),

Ý÷ïõìå

E = ‖a‖‖b‖ sin θ.

¢ñá ôï åìâáäü ôïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ åßíáé ßóï ìå

E = ‖a× b‖.

Ðáñáôçñïýìå üôé a× b = 0 áí êáé ìüíï áí a = 0 Þ b = 0 Þ sin θ = 0 (⇒ θ = π
2 ).

¢ñá ðñïêýðôåé ôï ðéï êÜôù èåþñçìá:

Èåþñçìá: Áí a êáé b åßíáé ìç-ìçäåíéêÜ äéáíýóìáôá óôïí IR3, ôüôå a × b = 0 áí
êáé ìüíï áí ôï äéÜíõóìá a åßíáé ðáñÜëëçëï ìå ôï äéÜíõóìá b.

Èåþñçìá (Éäéüôçôåò): Áí a, b, c ∈ IR3 êáé k ∈ IR, ôüôå
(i) a× b = −(b× a)
(ii) a× (b + c) = (a× b) + (a× c)
(iii) (a + b)× c = (a× c) + (b× c)
(iv) k(a× b) = (ka)× b = a× (kb)
(v) a× 0 = 0× a = 0

(vi) a× a = 0

Åßíáé åýêïëï íá äåßîïõìå üôé
i× j = k j× k = i k× i = j
j× i = −k k× j = −i i× k = −j
i× i = 0 j× j = 0 k× k = 0

Ãéá ðáñÜäåéãìá,

i× j =

∣∣∣∣∣∣∣

i j k
1 0 0
0 1 0

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
0 0
1 0

∣∣∣∣∣ i−
∣∣∣∣∣

1 0
0 0

∣∣∣∣∣ j +

∣∣∣∣∣
1 0
0 1

∣∣∣∣∣k = k

Ìåéêôü ãéíüìåíï äéáíõóìÜôùí: Áí a(a1, a2, a3), b(b1, b2, b3), c(c1, c2, c3) ∈ IR3,
ôüôå ï áñéèìüò

a · (b× c)

êáëåßôáé ìåéêôü ãéíüìåíï, ôï ïðïßï õðïëïãßæåôáé áðü ôïí ôýðï

a · (b× c) =

∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣
.
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Èåþñçìá: Áí ôá äéáíýóìáôá a(a1, a2, a3), b(b1, b2, b3), c(c1, c2, c3) Ý÷ïõí ôï ßäéï
áñ÷éêü óçìåßï, ôüôå âñßóêïíôáé óôï ßäéï åðßðåäï áí êáé ìüíï áí

a · (b× c) = 0.

Óçìåßùóç: ×ñçóéìïðïéþíôáò éäéüôçôåò ôùí ïñéæïõóþí ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé

a · (b× c) = c · (a× b) = b · (c× a).
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1.5 ÐáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôçò åõèåßáò ãñáììÞò
Ç åîßóùóç ìéáò åõèåßáò ãñáììÞò ìðïñåß íá õðïëïãéóôåß ìïíáäéêÜ áí ðñïóäéïñßóïõìå
Ýíá óçìåßï ôçò åõèåßáò êáé Ýíá äéÜíõóìá ðáñÜëëçëï ìå ôçí åõèåßá.

Èåþñçìá: Ç åõèåßá ãñáììÞ óôïí IR3 ç ïðïßá äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï P0(x0, y0, z0)
êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ìå ôï ìç-ìçäåíéêü äéÜíõóìá u = ai+ bj+ ck Ý÷åé ðáñáìåôñéêÝò
åîéóþóåéò

x = x0 + at, y = y0 + bt, z = z0 + ct,

üðïõ t åßíáé ðáñÜìåôñïò.

Áðüäåéîç:
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ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôçò åõèåßáò ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü
ôá óçìåßá P1(5,−2, 1) êáé P2(2, 4, 2).

Ëýóç:

Óôéò ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôçò åõèåßáò ãñáììÞò ç ðáñÜìåôñïò t ðáßñíåé ôéò ôéìÝò

−∞< t< +∞.

Áí ïé ôéìÝò ôïõ t ðåñéïñéóôïýí óå óõêåêñéìÝíï ðåðåñáóìÝíï äéÜóôçìá, ôüôå Ý÷ïõìå
ôéò åîéóþóåéò åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ïé ðáñáìåôñéêÝò åîéóþóåéò ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ðïõ
åíþíåé ôá óçìåßá P1(5,−2, 1) êáé P2(2, 4, 2).

Ëýóç:
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Ôþñá, áðü ôçí áðüäåéîç ôïõ ôýðïõ ôùí ðáñáìåôñéêþí åîéóþóåùí ôçò åõèåßáò Ý÷ïõìå
äåé üôé

(x− x0)i + (y − y0)j + (z − z0)k = tai + tbj + tck ⇒

(xi + yj + zk) = (x0i + y0j + z0k) + t(ai + bj + ck)

ÈÝôïõìå

r = xi + yj + zk

r0 = x0i + y0j + z0k

u = ai + bj + ck

ïðüôå ðñïêýðôåé

r = r0 + tu

ç ïðïßá êáëåßôáé äéáíõóìáôéêÞ åîéóùóç ôçò åõèåßáò.
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1.6 Åðßðåäá óôïí IR3

Ôï åðßðåäï ðïõ Ý÷åé åîßóùóç z = k åßíáé ðáñÜëëçëï ìå ôï xy-åðßðåäï êáé äéÝñ÷åôáé
áðü ôï óçìåßï (0, 0, k). Ôï åðßðåäï ðïõ Ý÷åé åîßóùóç y = k åßíáé ðáñÜëëçëï ìå
ôï xz-åðßðåäï êáé äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (0, k, 0). Ôï åðßðåäï ðïõ Ý÷åé åîßóùóç
x = k åßíáé ðáñÜëëçëï ìå ôï yz-åðßðåäï êáé äéÝñ÷åôáé áðü ôï óçìåßï (k, 0, 0).

¸íá åðßðåäï óôïí IR3 ïñßæåôáé ìïíáäéêÜ áí ðñïóäéïñßóïõìå Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ
êáé Ýíá äéÜíõóìá êÜèåôï óôï åðßðåäï.

¸óôù P0(x0, y0, z0) Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ êáé n(a, b, c) Ýíá êÜèåôï äéÜíõóìá
ôïõ åðéðÝäïõ. Ôüôå ôï åðßðåäï ðåñéÝ÷åé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí P (x, y, z) ðïõ åßíáé
ôÝôïéá þóôå

n · −−→P0P = 0.

¢ñá

a(x− x0) + b(y − y0) + c(z − z0) = 0

ç ïðïßá åßíáé ç åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ óôïí IR3. Ðáñáôçñïýìå üôé ç ðéï ðÜíù åîßóùóç
ãñÜöåôáé

ax + by + cz + d = 0

ç ïðïßá êáëåßôáé ãåíéêÞ åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ. Åðßóçò ãñÜöåôáé êáé ùò

r · n = a · n,

üðïõ r = (x, y, z), n åßíáé ç êÜèåôïò óôï åðßðåäï êáé a åßíáé Ýíá óçìåßï ôïõ åðéðÝäïõ.
ÁõôÞ ç ìïñöÞ êáëåßôáé äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç åîßóùóç ôïõ åðéðÝäïõ ðïõ äéÝñ÷åôáé áðü ôá óçìåßá
P1(1, 2,−1), P2(2, 3, 1) êáé P3(3,−1, 2).

Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ôï óçìåßï ôïìÞò ôçò åõèåßáò

x = 3 + 8t, y = 4 + 5t, z = −3− t

êáé ôïõ åðéðÝäïõ

x− 3y + 5z = 12.

Ëýóç:
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Ç ãùíßá ìåôáîý äýï ôåìíüìåíùí åðéðÝäùí ïñßæåôáé ùò ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôá
áíôßóôïé÷á ôïõò êÜèåôá äéáíýóìáôá.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç ãùíßá ðïõ ó÷çìáôßæïõí ôá åðßðåäá

x + 2y − 2z = 5 êáé 6x− 3y + 2z = 8.

Ëýóç:

ÐñïâëÞìáôá áðïóôÜóåùí: Èåþñçìá: Ç áðüóôáóç D ìåôáîý åíüò óçìåßïõ P0(x0, y0, z0)
êáé ôïõ åðéðÝäïõ ax + by + cz + d = 0 äßíåôáé áðü ôïí ôýðïí

D =
|ax0 + by0 + cz0 + d|√

a2 + b2 + c2
.

Áðüäåéîç:
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Óçìåßùóç: Ï ðéï ðÜíù ôýðïò åßíáé åðßóçò ÷ñÞóéìïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò áðüóôáóçò
äýï ðáñÜëëçëùí åðéðÝäùí êáé ôçò áðüóôáóçò ìåôáîý äýï ìç-ôåìíüìåíùí åõèåéþí.

ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèåß ç áðüóôáóç ìåôáîý ôùí äýï ìç ôåìíüìåíùí åõèåéþí
L1: x = 1 + 7t, y = 3 + t, z = 5− 3t
L2: x = 4− t, y = 6, z = 7 + 2t

Ëýóç:
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1.7 ÊõëéíäñéêÝò - óöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò
Óôïí IR3 ãéá íá ðñïóäéïñéóôåß ç èÝóç åíüò óçìåßïõ ÷ñåéÜæïíôáé 3 ðñáãìáôéêïß
áñéèìïß ïé ïðïßïé êáëïýíôáé óõíôåôáãìÝíåò.

ÊáñôåóéáíÝò óõíôåôáãìÝíåò (x, y, z)

ÊõëéíäñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, θ, z), r ≥ 0, 0 ≤ θ< 2π
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Ç åðéöÜíåéá z =óôáèåñÜ ðáñéóôÜíåé Ýíá ïñéæüíôéï åðßðåäï. Ç åðéöÜíåéá r =óôáèåñÜ
ðáñéóôÜíåé Ýíá ïñèï-êõêëéêü êýëéíäñï. Ç åðéöÜíåéá θ =óôáèåñÜ ðáñéóôÜíåé Ýíá
çìé-åðßðåäï êÜèåôï óôï xy-åðßðåäï.

ÓöáéñéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (ρ, θ, φ), ρ ≥ 0, 0 ≤ θ< 2π, 0 ≤ φ ≤ π

Ç åðéöÜíåéá ρ =óôáèåñÜ = ρ0 ðáñéóôÜíåé ìéá óöáßñá áêôßíáò ρ0. Ç åðéöÜíåéá
φ =óôáèåñÜ = φ0 ðáñéóôÜíåé Ýíá ïñèï-êõêëéêü êþíï.

Åîéóþóåéò ìåôáó÷çìáôéóìïý

(r, θ, z) → (x, y, z): x = r cos θ, y = r sin θ, z = z

(x, y, z) → (r, θ, z): r =
√

x2 + y2, tan θ =
y

x
, z = z

(ρ, θ, φ) → (x, y, z): x = ρ sinφ cos θ, y = ρ sinφ sin θ, z = ρ cosφ

(x, y, z) → (ρ, θ, φ): ρ =
√

x2 + y2 + z2, tan θ =
y

x
, cosφ =

z√
x2 + y2 + z2


