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ÊåöÜëáéï 6

×ÙÑÏÉ ÌÅ ÅÓÙÔÅÑÉÊÏ

ÃÉÍÏÌÅÍÏ

6.1 ÅéóáãùãÞ

Ïñéóìüò: Ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï åíüò ðñáãìáôéêïý äéáíõóìáôéêïý
÷þñïõ V åßíáé ìéá óõíÜñôçóç ç ïðïßá ó÷åôßæåé Ýíá ðñáãìáôéêü
áñéèìü 〈u,v〉 ìå êÜèå æåýãïò äéáíõóìÜôùí u,v ∈ V ìå ôÝôïéï ôñüðï
Ýôóé þóôå ôá ðéï êÜôù áîéþìáôá íá éáêíïðïéïýíôáé ∀u,v,w ∈ V êáé
∀k ∈ IR.
1. 〈u,v〉 = 〈v,u〉
2. 〈u + v,w〉 = 〈u,w〉+ 〈v,w〉
3. k〈u,v〉 = k〈u,v〉
4. 〈u,u〉 ≥ 0 (〈u,u〉 = 0 áí êáé ìüíï áí u = ∅).

Ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò V êáëåßôáé ðñáãìáôéêüò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü

ãéíüìåíï.
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Ïñéóìüò: Áí V åßíáé Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ôüôå ôï
ìÞêïò (ìÝôñï) åíüò äéáíýóìáôïò u ∈ V óõìâïëßæåôáé ìå ‖u‖ êáé
ïñßæåôáé ùò

‖u‖ =
√
〈u,u〉.

Ç áðüóôáóç ìåôáîý äýï äéáíõóìÜôùí u êáé v óõìâïëßæåôáé ìå
d(u,v) êáé ïñßæåôáé ùò

d(u,v) = ‖u− v‖

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù V = IRn. Áí u,v ∈ V , ôüôå ïñßæïõìå ôï åóùôåñéêü
ãéíüìåíï ùò

〈u,v〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn.

Ôá áîéþìáôá éêáíïðïéïýíôáé (éäéüôçôåò ôùí äéáíõóìÜôùí óôïí IRn) êáé

‖u‖ =
√

u2
1 + u2

2 + . . . u2
n

d(u,v) = ‖u− v‖ =
√

(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 + · · ·+ (un − vn)2

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù p,q ∈ P2. ÄçëáäÞ,
p = a0 + a1x + a2x

2, q = b0 + b1x + b2x
2

Ôüôå ïñßæïõìå ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï óôï P2 ùò
〈p,q〉 = a0b0 + a1b1 + a2b2.

Ôá áîéþìáôá éêáíïðïéïýíôáé. Ôï ìÞêïò åßíáé ßóï ìå

‖p‖ =
√
〈p,p〉 =

√
a2

0 + a2
1 + a2

2
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ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù f = f(x) êáé g = g(x) äýï óõíå÷åßò óõíáñôÞóåéò
óôï äéÜóôçìá [a, b]. Ïñßæïõìå

〈f ,g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dx.

Ï ðéï ðÜíù ôýðïò ïñßæåé åóùôåñéêü ãéíüìåíï åðåéäÞ
1. 〈f ,g〉 =

∫ b

a
f(x)g(x)dx =

∫ b

a
g(x)f(x)dx = 〈g, f〉

2. 〈f+g,h〉 =
∫ b

a
[f(x)+g(x)]h(x)dx =

∫ b

a
f(x)h(x)dx+

∫ b

a
g(x)h(x)dx =

〈f ,h〉+ 〈g,h〉
3. 〈kf ,g〉 =

∫ b

a
kf(x)g(x)dx = k

∫ b

a
f(x)g(x)dx = k〈f ,g〉

4. ÅðåéäÞ [f(x)]2 ≥ 0, ôüôå

〈f , f〉 =

∫ b

a

[f(x)]2dx ≥ 0.

ÅðåéäÞ ç f åßíáé óõíå÷Þò óôï äéÜóôçìá [a, b], ôüôå ∫ b

a
[f(x)]2dx = 0 áí

êáé ìüíï áí f(x) = 0 ∀x ∈ [a, b].
Ôï ìÝôñï ïñßæåôáé ùò

‖f‖ =
√
〈f , f〉 =

√∫ b

a

[f(x)]2dx.

Èåþñçìá (Éäéüôçôåò): Áí u,v,w åßíáé äéáíýóìáôá åíüò
ðñáãìáôéêïý ÷þñïõ ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé k ∈ IR, ôüôå
(i) 〈∅,v〉 = 〈v, ∅〉 = 0

(ii) 〈u,v + w〉 = 〈u,v〉+ 〈u,w〉
(iii) 〈u, kv〉 = k〈u,v〉
(iv) 〈u− v,w〉 = 〈u,w〉 − 〈v,w〉
(v) 〈u,v −w〉 = 〈u,v〉 − 〈u,w〉
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ÐáñÜäåéãìá: Íá äåé÷èåß üôé
〈u− 2v, 3u + 4v〉 = 3‖u‖2 − 2〈u,v〉 − 8‖v‖2.

Ëýóç:
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6.2 Ïñèïãùíéüôçôá

Èåþñçìá (Áíéóüôçôá ôùí Cauchy-Schwarz): Áí u êáé v åßíáé
äéáíýóìáôá åíüò ðñáãìáôéêïý ÷þñïõ ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ôüôå

〈u,v〉2 = 〈u,u〉〈v,v〉.

Áðüäåéîç: Áí u = 0, ôüôå
〈u,v〉 = 0 = 〈u,u〉

êáé åðïìÝíùò ôï èåþñçìá éó÷ýåé. Ôþñá, õðïèÝôïõìå üôé u 6= 0. ÈÝôïõìå
a = 〈u,u〉, b = 2〈u,v〉, c = 〈v,v〉

êáé Ýóôù t ∈ IR. Áðü ôéò éäéüôçôåò,
〈tu + v, tu + v〉 ≥ 0 ⇒

〈u,u〉t2 + 2〈u,v〉t + 〈v,v〉 ≥ 0 ⇒

at2 + bt + c ≥ 0.

ÁõôÞ ç åîßóùóç ìáò äçëþíåé üôé ç åîßóùóç at2 + bt + c = 0 Ý÷åé äýï
ðñáãìáôéêÝò êáé ßóåò ñßæåò Þ äýï ìéãáäéêÝò êáé óõæçãåßò ñßæåò. ¢ñá

∆ = b2 − 4ac ≤ 0 ⇒ 4〈u,v〉2 − 4〈u,u〉〈v,v〉 ≤ 0 ⇒

〈u,v〉2 ≤ 〈u,u〉〈v,v〉 �

ÅðåéäÞ ‖u‖2 = 〈u,u〉 êáé ‖v‖2 = 〈v,v〉, ç áíéóüôçôá ôùí Cauchy-
Schwarz ãñÜöåôáé

〈u,v〉2 ≤ ‖u‖2‖v‖2
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Þ
|〈u,v〉| ≤ ‖u‖‖v‖.

Èåþñçìá: Áí V åßíáé Ýíáò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ôüôå ôï
ìÝôñï ‖u‖ =

√
〈u,u〉 êáé ç áðüóôáóç d(u,v) = ‖u−v‖ éêáíïðïéïýí

ôéò éäéüôçôåò:
L1. ‖u‖ ≥ 0 D1. d(u,v) ≥ 0
L2. ‖u‖ = 0 áí êáé ìüíï áí D2. d(u,v) = 0 áí êáé ìüíï áí

u = 0 u = v
L3. ‖ku‖ = |k|‖u‖ D3. d(u,v) = d(v,u)
L4. ‖u + v‖ ≤ ‖u‖+ ‖v‖ D4. d(u,v) ≤ d(u,w) + d(w,v)

Áðüäåéîç ôïõ L4: ¸÷ïõìå
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Áðü ôçí áíéóüôçôá ôùí Cauchy-Schwarz,[
〈u,v〉
‖u‖‖v‖

]2

≤ 1

Þ éóïäýíáìá

−1 ≤ 〈u,v〉
‖u‖‖v‖

≤ 1.

Ãíùñßæïõìå üôé áí 0 ≤ θ ≤ π, ôüôå
−1 ≤ cos θ ≤ 1.

¢ñá õðÜñ÷åé ãùíßá θ Ýôóé þóôå

cos θ =
〈u,v〉
‖u‖‖v‖

, 0 ≤ θ ≤ π.

Ïñßæïõìå ôçí θ ùò ç ãùíßá ìåôáîý ôùí äéáíõóìÜôùí u êáé v.
Ïñéóìüò: Äýï äéáíýóìáôá u êáé v óå Ýíá ÷þñï ìå åóùôåñéêü
ãéíüìåíï êáëïýíôáé ïñèïãþíéá áí éó÷ýåé

〈u,v〉 = 0.

ÐáñÜäåéãìá:
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Èåþñçìá (Ãåíßêåõóç ôïõ Ðõèáãüñåéïõ èåùñÞìáôïò): Áí u êáé v
åßíáé ïñèïãþíéá äéáíýóìáôá óå Ýíá ÷þñï ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï,
ôüôå

‖u + v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2.

Áðüäåéîç:

ÐáñÜäåéãìá:
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6.3 ÏñèïêáíïíéêÝò âÜóåéò

Ïñéóìüò: ¸íá óýíïëï äéáíõóìÜôùí óå Ýíá ÷þñï ìå åóùôåñéêü
ãéíüìåíï êáëåßôáé ïñèïãþíéï áí üëá ôá äéáíýóìáôá åßíáé ïñèïãþíéá
ìåôáîý ôïõò. ¸íá ïñèïãþíéï óýíïëï óôï ïðïßï üëá ôá äéáíýóìáôá
Ý÷ïõí ìÞêïò ßóï ìå 1, êáëåßôáé ïñèïêáíïíéêü.

ÐáñÜäåéãìá: Ôï óýíïëï
u1 = (0, 1, 0), u2 = (1, 0, 1), u3 = (1, 0,−1)

åßíáé ïñèïãþíéï åðåéäÞ
〈u1,u2〉 = 〈u1,u3〉 = 〈u2,u3〉 = 0.

Ôþñá, ‖u1‖ = 1, ‖u2‖ =
√

2, ‖u3‖ =
√

2. ¢ñá ôï óýíïëï

(0, 1, 0),

(
1√
2
, 0,

1√
2

)
,

(
1√
2
, 0,− 1√

2

)
åßíáé ïñèïêáíïíéêü.
Óå Ýíá ÷þñï ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï ìéá âÜóç ç ïðïßá áðïôåëåßôáé
áðü ïñèïêáíïíéêÜ äéáíýóìáôá êáëåßôáé ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç êáé áí
áðïôåëåßôáé áðü ïñèïãþíéá äéáíýóìáôá êáëåßôáé ïñèïãþíéá âÜóç.
Èåþñçìá: Áí S = {v1,v2, . . . ,vn} åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç óå
Ýíá ÷þñï V ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé u ∈ V , ôüôå

u = 〈u,v1〉v1 + 〈u,v2〉v2 + · · ·+ 〈u,vn〉vn.

Áðüäåéîç: ÅðåéäÞ ôï óýíïëï S = {v1,v2, . . . ,vn} åßíáé ìéá âÜóç, ôï
äéÜíõóìá u ìðïñåß íá ãñáöôåß óôç ìïñöÞ

u = k1v1 + k2v2 + · · ·+ knvn.
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¢ñá ÷ñåéÜæåôáé íá äåßîïõìå üôé
ki = 〈u,vi〉, i = 1, 2, . . . , n.

Ãéá êÜèå äéÜíõóìá vi ∈ S Ý÷ïõìå
〈u,vi〉 = 〈k1v1 + k2v2 + · · ·+ knvn,vi〉 ⇒

〈u,vi〉 = k1〈v1,vi〉+ k2〈v2,vi〉+ · · ·+ kn〈vn,vi〉.
ÅðåéäÞ S åßíáé Ýíá ïñèïêáíïíéêü óýíïëï, Ý÷ïõìå

〈vi,vi〉 = ‖vi‖2 = 1, 〈vj,vi〉 = 0 áí j 6= i.

¢ñá ç ðéï ðÜíù ó÷Ýóç ãéá ôï 〈u,vi〉 ãñÜöåôáé
〈u,vi〉 = ki. �

Óçìåßùóç: Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï óýíïëï S åßíáé ïñèïãþíéá âÜóç,
ôüôå

u =
〈u,v1〉
‖v1‖2

v1 +
〈u,v2〉
‖v2‖2

v2 + · · ·+ 〈u,vn〉
‖vn‖2

vn.

Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß
〈u,v1〉, 〈u,v2〉, . . . , 〈u,vn〉

êáëïýíôáé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ äéáíýóìáôïò u ùò ðñïò ôç âÜóç S =
{v1,v2, . . . ,vn} êáé ôï äéÜíõóìá

(u)S = (〈u,v1〉, 〈u,v2〉, . . . , 〈u,vn〉)

êáëåßôáé äéÜíõóìá óõíôåôáãìÝíùí ôïõ äéáíýóìáôïò u ùò ðñïò ôç âÜóç
S.



6.3. ÏñèïêáíïíéêÝò âÜóåéò 81

ÐáñÜäåéãìá: Íá äåé÷èåß üôé ôï óýíïëï

v1 =

(
−3

4
,
4

5
, 0

)
, v2 =

(
4

5
,
3

5
, 0

)
, v3 = (0, 0, 1)

åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç.
Íá âñåèåß ôï äéÜíõóìá óõíôåôáãìÝíùí ôïõ äéáíýóìáôïò u = (1,−1, 2)
ùò ðñïò ôç ðéï ðÜíù âÜóç.
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Èåþñçìá: Áí S åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç åíüò n−äéÜóôáôïõ
÷þñïõ ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï êáé áí

(u)S = (u1, u2, . . . , un) êáé (v)S = (v1, v2, . . . , vn)

ôüôå
(i) ‖u‖ =

√
u2

1 + u2
2 + . . . u2

n

(ii) d(u,v) =
√

(u1 − v1)2 + (u2 − v2)2 + · · ·+ (un − vn)2

(iii) 〈u,v〉 = u1v1 + u2v2 + · · ·+ unvn

Èåþñçìá: Áí S = {v1,v2, . . . ,vn} åßíáé Ýíá ïñèïãþíéï óýíïëï áðü
ìç-ìçäåíéêÜ äéáíýóìáôá åíüò ÷þñïõ ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ôüôå ôï
S åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï.

Ôþñá, ôá ðéï êÜôù áðïôåëÝóìáôá èá ìáò âïçèÞóïõí íá êáôáóêåõÜóïõìå
ïñèïêáíïíéêÝò âÜóåéò.

Èåþñçìá (Èåþñçìá ðñïâïëÞò): Áí W åßíáé Ýíáò õðü÷ùñïò
ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò åíüò ÷þñïõ V ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï, ôüôå
êÜèå äéÜíõóìá u ôïõ V ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò

u = w1 + w2,

üðïõ w1 ∈ W êáé w2 åßíáé ïñèïãþíéï ðÜíù óôï W , ìüíï ìå Ýíá
ôñüðï.

Ôï äéÜíõóìá w1 óôï ðéï ðÜíù èåþñçìá êáëåßôáé ïñèïãþíéá ðñïâïëÞ

ôïõ u ðÜíù óôï W êáé óõìâïëßæåôáé ìå projWu. Ôï äéÜíõóìá w2

êáëåßôáé óõíéóôþóá ôïõ u ïñèïãþíéá ìå ôï W .
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Èåþñçìá: ¸óôù W Ýíáò õðü÷ùñïò ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò åíüò
÷þñïõ V ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï.
(i) Áí {v1,v2, . . . ,vr} åßíáé ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç ôïõ W êáé u ∈
V , ôüôå

projWu = 〈u,v1〉v1 + 〈u,v2〉v2 + · · ·+ 〈u,vr〉vr.

(ii) Áí {v1,v2, . . . ,vr} åßíáé ìéá ïñèïãþíéá âÜóç ôïõ W êáé u ∈ V ,
ôüôå

projWu =
〈u,v1〉
‖v1‖2

v1 +
〈u,v2〉
‖v2‖2

v2 + · · ·+ 〈u,vr〉
‖vr‖2

vr.

ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò IR3 ìå ôï Åõêëåßäåéï åóùôåñéêü
ãéíüìåíï êáé Ýóôù W ï õðü÷ùñïò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá ïñèïêáíïíéêÜ
äéáíýóìáôá

v1 = (0, 1, 0), v2 =

(
−4

5
, 0,

3

5

)
.

Áðü ôï ðéï ðÜíù èåþñçìá ç ïñèïãþíéá ðñïâïëÞ ôïõ äéáíýóìáôïò u =
(1, 1, 1) ðÜíù óôï W åßíáé

projWu = 〈u,v1〉v1 + 〈u,v2〉v2

=

(
4

25
, 1,− 3

25

)
Ç óõíéóôþóá ôïõ u ïñèïãþíéá ìå ôï W åßíáé

u− projWu = (1, 1, 1)−
(

4

25
, 1,− 3

25

)
=

(
21

25
, 0,

28

25

)
Ðáñáôçñïýìå üôé ôï äéÜíõóìá u − projWu åßíáé ïñèïãþíéï ìå ôï v1

êáé ìå ôï v2 êáé åðïìÝíùò åßíáé ïñèïãþíéï ìå êÜèå äéÜíõóìá ôïõ W
ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá v1 êáé v2.
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Çáðüäåéîç ôïõ ðéï êÜôù èåùñÞìáôïò èá ìáò äþóåé ìéá ìÝèïäï êáôáóêåõÞò
áñèïêáíïíéêÞò âÜóçò. ÁõôÞ ç ìÝèïäïò êáëåßôáé äéáäéêáóßá ôùí Gram-

Schmidt.

Èåþñçìá: ÊÜèå ìç-ìçäåíéêüò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï
ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò Ý÷åé ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç.

Áðüäåéîç: ¸óôù V Ýíáò ìç-ìçäåíéêüò ÷þñïò ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï
ðåðåñáóìÝíçò äéÜóôáóçò êáé Ýóôù {bu1,u2, . . . ,un} ìéá âÜóç ôïõ V .
Åßíáé áñêåôü íá äåßîïõìå üôé õðÜñ÷åé ìéá ïñèïãþíéá âÜóç åðåéäÞ êÜèå
äéÜíõóìá ôçò ìðïñåß íá êáíïíéêïðïéçèåß ãéá íá ðñïêýøåé Ýôóé ìéá
ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç. Ç ðéï êÜôù áêïëïõèßá âçìÜôùí èá ìáò äþóåé
ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç {bv1,v2, . . . ,vn} ôïõ V .
1. ÈÝôïõìå v1 = u1.
2. ¼ðùò öáßíåôáé óôï ðéï êÜôù ó÷Þìá, ìðïñïýìå íá âñïýìå Ýíá
äéÜíõóìá v2 ðïõ íá åßíáé ïñèïãþíéï ìå ôï ÷þñï W1 ðïõ ðáñÜãåôáé
áðü ôï v1.

ÅðïìÝíùò

v2 = u2 − projW1
u2 = u2 −

〈u2,v1〉
‖v1‖2

v1.

[Óçìåéþíïõìå üôé áí v2 = 0, ôüôå ôï v2 äåí ìðïñåß íá åßíáé äéÜíõóìá
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ôçò âÜóçò. Áõôü üìùò äåí ìðïñåß íá óõìâåß äéüôé èá åß÷áìå

0 = u2 − projW1
u2 ⇒ u2 =

〈u2,v1〉
‖v1‖2

v1 ⇒

u2 =
〈u2,v1〉
‖v1‖2

u1

ÄçëáäÞ, ôï u2 åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ u1. ¢ñá ôá äéáíýóìáôá u1 êáé
u2 åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï.]
3. Ãéá íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá äéÜíõóìá v3 ôï ïðïßï íá åßíáé ïñèïãþíéï
óôï v1 êáé óôï v2, âñßóêïõìå ôç óõíéóôþóá ôïõ u3 ç ïðïßá åßíáé ïñèïãþíéá
ðÜíù óôï ÷þñï W2 ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá äéáíýóìáôá v1 êáé v2, üðùò
öáßíåôáé óôï ðéï êÜôù ó÷Þìá.

¸÷ïõìå

v3 = u3 − projW2
u3 = u3 −

〈u3,v1〉
‖v1‖2

v1 −
〈u3,v2〉
‖v2‖2

v2.

[¼ðùò êáé óôï âÞìá 2, ìðïñåß íá äåé÷èåß üôé v3 6= 0.]
4. Ãéá íá õðïëïãßóïõìå Ýíá äéÜíõóìá v4 ôï ïðïßï íá åßíáé ïñèïãþíéï
óôá v1, v2 êáé v3, êáôáóêåõÜæïõìå ôç óõíéóôþóá ôïõ u4 ç ïðïßá åßíáé
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ïñèïãþíéá ðÜíù óôï ÷þñïW3 ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôá äéáíýóìáôá v1, v2

êáé v3. ¸÷ïõìå

v4 = u4 − projW3
u4 = u4 −

〈u4,v1〉
‖v1‖2

v1 −
〈u4,v2〉
‖v2‖2

v2 −
〈u4,v3〉
‖v3‖2

v3.

Óõíå÷ßæïíôáò ìå áõôü ôïí ôñüðï èá êáôáóêåõÜóïõìå ìåôÜ áðü n âÞìáôá
Ýíá ïñèïãþíéï óýíïëï ìå äéáíýóìáôá {v1,v2, . . . ,vn}. ÅðåéäÞ ï V
åßíáé Ýíáò n-äéÜóôáôïò ÷þñïò êáé êÜèå ïñèïãþíéï óýíïëï åßíáé ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôï, ôï óýíïëï {v1,v2, . . . ,vn} åßíáé ìéá ïñèïãþíéá âÜóç ôïõ
V . �

ÐáñÜäåéãìá: Íá ìåôáó÷çìáôéóôåß ç âÜóç
u1 = (1, 1, 1), u2 = (−1, 1, 0), u3 = (1, 2, 1)

ôïõ IR3 óå ìéá ïñèïêáíïíéêÞ âÜóç.


