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ÊåöÜëáéï 5

ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÉÊÏÉ ×ÙÑÏÉ

5.1 ÅéóáãùãÞ

Ïñéóìüò: ¸íá óýíïëï V êáëåßôáé äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò Þ
ãñáììéêüò ÷þñïò ðÜíù óôïí IR áí
(á) ôï V åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôç ðñüóèåóç, äçëáäÞ áí a, b ∈ V ,
ôüôå (a + b) ∈ V êáé éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù áîéþìáôá:
(i) a + b = b + a, ∀a, b ∈ V

(ii) a + (b + c) = (a + b) + c, ∀a, b, c ∈ V

(iii) ∃∅ ∈ V , ôï ïðïßïí êáëåßôáé ìçäåíéêü óôïé÷åßï, ôÝôïéï þóôå
a + ∅ = ∅+ a = a, ∀a ∈ V

(iv) ∀a ∈ V, ∃(−a) ∈ V , ôï ïðïßï êáëåßôáé áíôßèåôï óôïé÷åßï, ôÝôïéï
þóôå a + (−a) = ∅.
(â) ôï V åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôï âáèìùôü ðïëëáðëáóéáóìüò,
äçëáäÞ ∀a ∈ V êáé ∀k ∈ IR ïñßæåôáé ôï óôïé÷åßï ka ∈ V , ôï ïðïßï
êáëåßôáé âáèìùôü ðïëëáðëÜóéï ôïõ a åðß ôï k. Åðßóçò éó÷ýïõí ôá
ðáñáêÜôù áîéþìáôá:
(i) k(a + b) = ka + kb, ∀k ∈ IR, ∀a, b ∈ V

(ii) (k + λ)a = ka + λa, ∀k, λ ∈ IR, ∀a ∈ V

(iii) k(λa) = (kλ)a, ∀k, λ ∈ IR, ∀a ∈ V

(iv) 1a = a, ∀a ∈ V
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Óçìåéþóåéò: 1. Ãéá êÜèå äéáíõóìáôéêü ÷þñï ôï ìçäåíéêü óôïé÷åßï åßíáé
ìïíáäéêü.
2. Ãéá êÜèå óôïé÷åßï a ∈ V , ôï áíôßèåôï ôïõ óôïé÷åßï åßíáé ìïíáäéêü.
Éäéüôçôåò: ¸óôù üôé V åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò, a ∈ V êáé
k ∈ IR, ôüôå
(i) 0a = ∅
(ii) k∅ = ∅
(iii) (−1)a = −a

(iv) Áí ka = ∅, ôüôå k = 0 Þ a = ∅.
Áðüäåéîç ôïõ (i): ÃñÜöïõìå

0a + 0a = (0 + 0)a ⇒ 0a + 0a = 0a

ÐñïóèÝôïõìå êáé óôá äýï ìÝëç −0a, ãéá íá âñïýìå
[0a + 0a] + (−0a) = 0a + (−0a) ⇒ 0a + [0a + (−0a)] = ∅ ⇒

0a + ∅ = ∅ ⇒ 0a = ∅

Ðáñáäåßãìáôá äéáíõóìáôéêþí ÷þñùí

1. V = IRn. ÄçëáäÞ, ôï óýíïëï ôùí äéáíõóìÜôùí óôïí IRn åßíáé Ýíáò
äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò ðÜíù óôïí IR, åðåéäÞ
(á) áí a, b ∈ IRn ôüôå (a + b) ∈ IRn

(â) áí a ∈ IR êáé k ∈ IR ôüôå ka ∈ IRn

Åðßóçò éêáíïðïéïýíôáé üëá ôá áîéþìáôá (éäéüôçôåò ôùí äéáíõóìÜôùí).
2. ¸óôù üôé V åßíáé ôï óýíïëï ôùí n × n ðéíÜêùí. Èá äåßîïõìå üôé
åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò óôçí ðåñßðôùóç üðïõ n = 2. ¸óôù

A =

[
a11 a12

a21 a22

]
êáé B =

[
b11 b12

b21 b22

]
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(á) Ôï V åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôç ðñüóèåóç åðåéäÞ

A+B =

[
a11 a12

a21 a22

]
+

[
b11 b12

b21 b22

]
=

[
a11 + b11 a12 + b12

a21 + b21 a22 + b22

]
∈ V

(i) A + B = B + A

(ii) A + (B + C) = (A + B) + C

(iii) Ôï ìçäåíéêü óôïé÷åßï åßíáé ∅ =

[
0 0
0 0

]
.

A + ∅ = A

(iv) Ôï áíôßèåôï óôïé÷åßï åßíáé (−A) =

[
−a11 −a12

−a21 −a22

]
.

A + (−A) =

[
a11 a12

a21 a22

]
+

[
−a11 −a12

−a21 −a22

]
=

[
0 0
0 0

]
= ∅

(â) Ôï V åßíáé êëåéóôï ùò ðñïò ôï âáèìùôü ðïëëáðëáóéáóìü åðåéäÞ

kA = k

[
a11 a12

a21 a22

]
=

[
ka11 ka12

ka21 ka22

]
∈ V

(i) k(A + B) = k

([
a11 a12

a21 a22

]
+

[
b11 b12

b21 b22

])
= kA + kB

(ii) (k + λ)A = kA + λA

(iii) k(λA) = (kλ)A

(iv) 1A = 1

[
a11 a12

a21 a22

]
=

[
a11 a12

a21 a22

]
= A

3. ¸óôù üôé V åßíáé ôï óýíïëï ôùí ðïëõùíýìùí
a0 + a1t + a2t

2 + · · ·+ ant
n,
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üðïõ ïé óõíôåëåóôÝò a0, a1, a2, . . . , an ∈ IR. Ôï V åßíáé Ýíáò
äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò óôïí IR åðåéäÞ ôï Üèñïéóìá äýï ðïëõùíýìùí åßíáé
ßóï ìå ðïëõþíõìï êáé áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå Ýíá ðïëõþíõìï ìå Ýíá
ðñáãìáôéêü áñéèìü, èá ìáò äþóåé Ýíá ðïëõþíõìï. Åðßóçò ôá áîéþìáôá
éêáíïðïéïýíôáé.
4. ¸óôù üôé V åßíáé ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí f(x), ïé ïðïßåò åßíáé
ëýóåéò ôùí ãñáììéêþí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí

d2y

dx2
+ a(x)

dy

dx
+ b(x)y = 0.

¸óôù f1(x), f2(x) ∈ V , äçëáäÞ åßíáé ëýóåéò ôçò ðéï ðÜíù äéáöïñéêÞò
åîßóùóçò,

d2f1

dx2
+ a(x)

df1

dx
+ b(x)f1 = 0

êáé
d2f2

dx2
+ a(x)

df2

dx
+ b(x)f2 = 0

¸óôù y = f1(x) + f2(x), ôüôå
d2

dx2
(f1 + f2) + a(x)

d

dx
(f1 + f2) + b(x)(f1 + f2) =(

d2f1

dx2
+

d2f2

dx2

)
+ a(x)

(
df1

dx
+

df2

dx

)
+ b(x)(f1 + f2) =(

d2f1

dx2
+ a(x)

df1

dx
+ b(x)f1

)
+

(
d2f2

dx2
+ a(x)

df2

dx
+ b(x)f2

)
= 0

¢ñá ç (f1(x)+f2(x)) åßíáé ëýóç ôçò äéáöïñéêÞò åîßóùóçò êáé åðïìÝíùò
(f1(x) + f2(x)) ∈ V . Ìå ôïí ßäéï ôñüðï, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé
kf1(x) ∈ V , üðïõ k ∈ IR. Ôá áîéþìáôá éó÷ýïõí êáé åðïìÝíùò ôï
óýíïëï V åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò.
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5. Ôï óýíïëï ôùí ïñéóìÝíùí ïëïêëçñùìÜôùí óôï äéÜóôçìá [a, b], äçëáäÞ

I =

∫ b

a

f(x)dx

åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò åðåéäÞ∫ b

a

f(x)dx +

∫ b

a

g(x)dx =

∫ b

a

[f(x) + g(x)]dx

êáé

k

∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

kf(x)dx

5.2 Äéáíõóìáôéêïß õðü÷ùñïé

Ïñéóìüò: ¸íá ìç-êåíü õðïóýíïëï W ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ V
åßíáé Ýíáò õðü÷ùñïò ôïõ V áí êáé ìüíï áí éó÷ýïõí ïé óõíèÞêåò:
(á) áí a,b ∈ W , ôüôå (a + b) ∈ W

(â) áí k ∈ IR, a ∈ W , ôüôå (ka) ∈ W

Óçìåßùóç: Ï ðéï ðÜíù ïñéóìüò ìðïñåß íá äïèåß êáé äéáöïñåôéêÜ ùò
åîÞò: Ôï õðïóýíïëï W åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V áí êáé ìüíï áí

(ka + λb) ∈ W, ∀k, λ ∈ IR êáé ∀a,b ∈ W.

Ðáñáäåßãìáôá äéáíõóìáôéêþí õðü÷ùñùí

1. ÊÜèå äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò V Ý÷åé äýï õðü÷ùñïõò, ôïí V êáé ôïí
{∅}. ÊÜèå Üëëïò õðü÷ùñïò êáëåßôáé ãíÞóéïò õðü÷ùñïò.
2. Ôï IR3 åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò. Ôï õðïóýíïëï ôïõ IR3,
w = (λ, 0, µ), üðïõ λ, µ ∈ IR (äçëáäÞ, ôï õðïóýíïëï ôùí äéáíõóìÜôùí
ôïõ IR3 ðïõ Ý÷ïõí ôçí äåýôåñç óõíôåôáãìÝíç ßóç ìå ìçäÝí) åßíáé Ýíáò
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õðü÷ùñïò ôïõ IR3 åðåéäÞ áí a = (a1, 0, a3), (b1, 0, b3) êáé k1, k2 ∈ IR,
ôüôå

(k1a + k2b) = (k1a1 + k2b1, 0, k1a3 + k2b3) ∈ w.

3. Ôï óýíïëï ôùí 2× 2 ðéíÜêùí åßíáé äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò. ¸óôù ôï
õðïóýíïëï W , åßíáé üëïé ïé 2 × 2 ðßíáêåò ðïõ Ý÷ïõí ôá óôïé÷åßá ôçò
êýñéáò äéáãùíßïõ ßóá ìå ìçäÝí. ¸óôù A,B ∈ W , äçëáäÞ,

A =

[
0 a12

a21 0

]
, B =

[
0 b12

b21 0

]
êáé k, λ ∈ IR. Ôüôå

kA + λB =

[
0 ka12 + λb12

ka21 + λb21 0

]
∈ W.

¢ñá ôï õðïóýíïëï W åßíáé õðü÷ùñïò.
4. ¸óôù üôé W åßíáé ôï õðïóýíïëï ôùí 2 × 2 ðéíÜêùí ôùí ïðïßùí
ôá óôïé÷åßá åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß. Ôï õðïóýíïëï W åßíáé êëåéóôü ùò
ðñïò ôç ðñüóèåóç åðåéäÞ ôï Üèñïéóìá äýï áêåñáßùí åßíáé áêÝñáéïò.
¼ìùò ôï W äåí åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôï âáèìùôü ðïëëáðëáóéáóìü
åðåéäÞ ôï ãéíüìåíï ka, üðïõ k ∈ R êáé a ∈ ZZ äåí åßíáé êáôÜ áíÜãêç
áêÝñáéïò. ÅðïìÝíùò ôï õðïóýíïëï W äåí åßíáé õðü÷ùñïò.
5. Ôï óýíïëï ôùí ðïëõùíýìùí ôñßôïõ âáèìïý,

P3 = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3

åßíáé äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò. ¸óôù üôé W åßíáé ôï õðïóýíïëï ôïõ P3 ìå
a0 + a1 + a2 + a3 = 0. ¸óôù f, g ∈ W , äçëáäÞ,

f = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 ìå a0 + a1 + a2 + a3 = 0

êáé
g = b0 + b1x + b2x

2 + b3x
3 ìå b0 + b1 + b2 + b3 = 0
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Ôþñá, áí k, λ ∈ IR,
kf+λg = (ka0+λb0)+(ka1+kb1)x+(ka2+λb2)x

2+(ka3+λb3)x
3 ∈ W

åðåéäÞ
(ka0 + λb0) + (ka1 + kb1) + (ka2 + λb2) + (ka3 + λb3) =

k(a0 + a1 + a2 + a3) + λ(b0 + b1 + b2 + b3) = k0 + λ0 = 0.

¢ñá ôï õðïóýíïëï W åßíáé õðü÷ùñïò.

5.3 Ãñáììéêüò óõíäõáóìüò

Ïñéóìüò: ¸óôù üôé V åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò óôïí IR,
v1,v2, . . . ,vk ∈ V êáé λ1, λ2, . . . , λk ∈ IR. ÊÜèå äéÜíõóìá a ∈ V
ðïõ ãñÜöåôáé óôç ìïñöÞ

a = λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk

êáëåßôáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí v1,v2, . . . ,vk.

ÐáñÜäåéãìá: Íá åîåôáóôåß áí ôá äéáíýóìáôá (2, 2, 2) êáé (0, 4, 5) åßíáé
ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí a = (0,−2, 2) êáé b = (1, 3,−1).
Ëýóç:
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Ïñéóìüò: Áí v1,v2, . . . ,vk åßíáé äéáíýóìáôá ôïõ äéáíõóìáôéêïý
÷þñïõ V êáé áí êÜèå äéÜíõóìá óôïí V ìðïñåß íá åêöñáóôåß ùò
ãñáììéêüò óõíäõáóìüò áõôþí ôùí äéáíõóìÜôùí, ôüôå ëÝìå üôé ôá
v1,v2, . . . ,vk ðáñÜãïõí ôïí äéáíõóìáôéêü ÷þñï V .

ÐáñÜäåéãìá: Ôá äéáíýóìáôá e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0) êáé e3 =
(0, 0, 1) ðáñÜãïõí ôïí äéáíõóìáôéêü ÷þñï IR3, åðåéäÞ êÜèå äéÜíõóìá
óôïí IR3 ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí e1, e2 êáé e3. Ãéá
ðáñÜäåéãìá,

a = (1, 2, 3) = 1e1 + 2e2 + 3e3

b = (−1, 0, 2) = −1e1 + 0e2 + 2e3

ÐáñÜäåéãìá: Ôá ðïëõþíõìá 1, x, x2, . . . , xn ðáñÜãïõí ôïí äéáíõóìáôéêü
÷þñï Pn (óýíïëï ôùí ðïëõùíýìùí âáèìïý ≤ n).

Ïñéóìüò: Áí v1,v2, . . . ,vk åßíáé äéáíýóìáôá ôïõ äéáíõóìáôéêïý
÷þñïõ V , ôüôå ôï óýíïëï W üëùí ôùí ãñáììéêþí óõíäõáóìþí ôùí
v1,v2, . . . ,vk åßíáé õðü÷ùñïò ôïõ V .
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5.4 ÃñáììéêÞ áíåîáñôçóßá

Ïñéóìüò: Áí S = {v1,v2, . . . ,vk} åßíáé Ýíá óýíïëï äéáíõóìÜôùí,
ôüôå ç äéáíõóìáôéêÞ åîßóùóç

λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λkvk = ∅,

üðïõ λ1, λ2, . . . , λk ∈ IR Ý÷åé ôïõëÜ÷éóôïí ìéá ëýóç, ôçí
λ1 = λ2 = · · · = λk = 0.

Áí áõôÞ åßíáé ç ìüíç ëýóç, ôüôå ôï S êáëåßôáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï

óýíïëï (Þ èá ëÝìå üôé ôá äéáíýóìáôá v1,v2, . . . ,vk åßíáé ãñáììéêÜ
áíåîÜñôçôá). Áí õðÜñ÷ïõí êáé Üëëåò ëýóåéò, ôüôå ôï S êáëåßôáé
ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíï Þ èá ëÝìå üôé ôá äéáíýóìáôá v1,v2, . . . ,vk

åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá).

ÐáñÜäåéãìá: Íá äåé÷èåß üôé ôï óýíïëï {(1, 0, 1), (1 − 1, 1), (2,−1, 2)}
åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíï, åíþ ôï óýíïëï {(1, 0, 1), (0, 0, 1)} åßíáé
ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï.
Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: Íá åîåôáóôåß áí ôá äéáíýóìáôá 2−x+4x2, 3+6x+2x2

êáé 2 + 10x− 4x2 åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá.
Ëýóç:
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Èåþñçìá: ¸íá óýíïëï S ìå äýï Þ ðåñéóóüôåñá äéáíýóìáôá åßíáé
(á) ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíï áí êáé ìüíï áí ôïõëÜ÷éóôïí Ýíá
áðü ôá äéáíýóìáôá åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí õðïëïßðùí
äéáíõóìÜôùí,
(â) ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï áí êáé ìüíï áí êáíÝíá äéÜíõóìá åßíáé
ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí õðïëïßðùí äéáíõóìÜôùí.

ÐáñÜäåéãìá: Áðü ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá, ôá äéáíýóìáôá v1 = (1, 0, 1),
v2 = (1,−1, 1), v3(2,−1, 2) åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíá. Ãéá ðáñÜäåéãìá
åß÷áìå v1 +v2−v3 = ∅. ¢ñá v1 = v3−v2, v2 = v3−v1, v3 = v1 +v2.

Óçìåéþóåéò: 1. ÊÜèå óýíïëï ðïõ ðåñéÝ÷åé ôï ìçäåíéêü äéÜíõóìá åßíáé
ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíï.
2. ÊÜèå óýíïëï ìå äýï äéáíýóìáôá åßíáé ãñáììéêÜ åîáñôçìÝíï áí êáé
ìüíï áí ôï Ýíá äéÜíõóìá åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïõ Üëëïõ.

Èåþñçìá: ¸óôù üôé S = {v1,v2, . . . ,vk} åßíáé Ýíá óýíïëï
äéáíõóìÜôùí ôïõ IRn. Áí k > n, ôüôå ôï S åßíáé ãñáììéêÜ
åîáñôçìÝíï.

5.5 ÂÜóç êáé äéÜóôáóç

Ïñéóìüò: Áí V åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò êáé S =
{v1,v2, . . . ,vn} åßíáé Ýíá óýíïëï ìå äéáíýóìáôá ôïõ V , ôüôå ôï S
êáëåßôáé âÜóç ôïõ V áí ïé ðéï êÜôù óõíèÞêåò éó÷ýïõí: (á) Ôï óýíïëï
S åßíáé ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôï.
(â) Ôï óýíïëï S ðáñÜãåé ôïí äéáíõóìáôéêü ÷þñï V .
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Èåþñçìá: Áí S = {v1,v2, . . . ,vn} åßíáé ìéá âÜóç ôïõ
äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõ V , ôüôå êÜèå a ∈ V ìðïñåß íá åêöñáóôåß
óôç ìïñöÞ

a = c1v1 + c2v2 + · · ·+ cnvn

ìüíï ìå Ýíá ôñüðï. (ÄçëáäÞ, ïé óôáèåñÝò c1, c2, . . . , cn åßíáé
ìïíáäéêÜ ïñéóìÝíåò.)

Óôï ðéï ðÜíù èåþñçìá ïé óôáèåñÝò c1, c2, . . . , cn êáëïýíôáé óõíôåôáãìÝíåò
ùò ðñïò ôç âÜóç {v1,v2, . . . ,vn}. Ôï äéÜíõóìá vS = (c1, c2, . . . , cn)
êáëåßôáé äéÜíõóìá óõíôåôáãìÝíùí ôïõ V ùò ðñïò ôç âÜóç S.
ÐáñÜäåéãìá: Íá äåé÷èåß üôé ôï óýíïëï

M1 =

[
1 0
0 0

]
, M2 =

[
0 1
0 0

]
, M3 =

[
0 0
1 0

]
, M4 =

[
0 0
0 1

]
åßíáé ìéá âÜóç ôïõ äéáíõóìáôéêïý ÷þñïõM22 (óýíïëï ôùí 2×2 ðéíÜêùí).
Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: Íá âñåèïýí ïé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ ðïëõùíýìïõ u = 2t2−
5t + 6 ùò ðñïò ôç âÜóç

e1 = 1, e2 = t− 1, e3 = (t− 1)2

Ëýóç:

Ïñéóìüò: Áí ï äéáíõóìáôéêüò ÷þñïò V Ý÷åé ìéá âÜóç ìå n
äéáíýóìáôá, ôüôå ï áñéèìüò n êáëåßôáé äéÜóôáóç ôïõ V êáé ãñÜöïõìå

dimV = n.

Óçìåéþóåéò: 1. ¼ëåò ïé âÜóåéò ôïõ V Ý÷ïõí ôïí ßäéïí áñéèìü äéáíõóìÜôùí.
2. ¸íá óýíïëï ìå n ãñáììéêÜ áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá åßíáé âÜóç.
3. Áí dimV = n, ôüôå ïðïéáäÞðïôå m > n äéáíýóìáôá åßíáé ãñáììéêÜ
åîáñôçìÝíá.


