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ÊåöÜëáéï 4

ÄÉÁÍÕÓÌÁÔÁ

4.1 ÅéóáãùãÞ (ÃåùìåôñéêÞ)

Óå äéÜöïñåò öõóéêÝò åöáñìïãÝò õðÜñ÷ïõí ìåãÝèç ôá ïðïßá ìðïñïýí
íá ÷áñáêôçñéóèïýí ìüíï ìå Ýíá áñéèìü. ÔÝôïéá ìåãÝèç, üðùò ãéá
ðáñÜäåéãìá, ç èåñìïêñáóßá åíüò óþìáôïò, ç ìÜæá åíüò óþìáôïò, ç
áðüóôáóç ìåôáîý äýï óçìåßùí, êáëïýíôáé áñéèìçôéêÜ Þ âáèìùôÜ Þ
ìïíüìåôñá ìåãÝèç.

¸óôù üôé Ý÷ïõìå ôçí åõèåßá (ε) êáé ôá óçìåßá Á êáé Â ðÜíù óôçí åõèåßá.
Ç åõèåßá (ε) Ý÷åé ôçí ßäéá äéåýèõíóç ìå üëåò ôéò åõèåßåò ðïõ åßíáé
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ðáñÜëëçëåò ìå áõôÞ. Ôï åõèýãñáììï ôìÞìá ÁÂ ïñßæåé Ýíá äéÜíõóìá,
ôï ïðïßï óõìâïëßæåôáé ìå −→AB Þ ìå Ýíá ìéêñü ãñÜììá êáé Ýíá âÝëïò,
ãéá ðáñÜäåéãìá, −→a . Åðßóçò óõíçèßæåôáé êáé ï óõìâïëéóìüò a.

Ôï óçìåßï Á êáëåßôáé áñ÷Þ ôïõ äéáíýóìáôïò (áñ÷éêü óçìåßï) êáé ôï
Â êáëåßôáé ðÝñáò ôïõ äéáíýóìáôïò (ôåëéêü óçìåßï). Êáé ôá äýï óçìåßá
êáëïýíôáé ðÝñáôá ôïõ äéáíýóìáôïò.

Ãéá êÜèå äéÜíõóìá äéáêñßíïõìå ôá åîÞò:

(i) ôç äéåýèõíóç ôïõ, ç ïðïßá êáèïñßæåôáé áðü ôçí åõèåßá ðïõ äéÝñ÷åôáé
áðü ôá ðÝñáôá,
(ii) ôç öïñÜ ôïõ, áðü ôï áñ÷éêü óçìåßï óôï ôåëéêü óçìåßï,
(iii) ôç ìÞêïò ôïõ, ðïõ åßíáé ôï ìÞêïò ôïõ åõèýãñáììïõ ôìÞìáôïò ðïõ
åíþíåé ôá ðÝñáôá.

Ç äéåýèõíóç êáé ç öïñÜ ôïõ äéáíýóìáôïò ïñßæïõí ôçí Ýííïéá ôçò êáôåýèõíóçò.
ÄçëáäÞ, êÜèå åõèåßá Ý÷åé äýï êáôåõèýíóåéò.

Äýï äéáíýóìáôá −→AB êáé −−→CD êáëïýíôáé ßóá üôáí åßíáé åðß ôá áõôÜ.
ÄçëáäÞ, ôï Á óõìðßðôåé ìå ôï C êáé ôï Â óõìðßðôåé ìå ôï D. Ôá
äéáíýóìáôá ãéá ôá ïðïßá éó÷ýåé áõôÞ ç éóüôçôá êáëïýíôáé åöáñìïóôÜ
Þ äåóìåõìÝíá äéáíýóìáôá.

Äýï ðáñÜëëçëá äéáíýóìáôá êáëïýíôáé ïìüññïðá üôáí Ý÷ïõí ôçí
ßäéá êáôåýèõíóç êáé áíôßññïðá üôáí Ý÷ïõí áíôßèåôç êáôåýèõíóç. Ãåíéêåýïíôáò
ôçí ðéï ðÜíù Ýííïéá ôçò éóüôçôáò, ëÝìå üôé äýï äéáíýóìáôá åßíáé ßóá
áí (á) åßíáé ïìüññïðá êáé (â) Ý÷ïõí ßóá ìÞêç. Ôá äéáíýóìáôá ãéá ôá
ïðïßá éó÷ýåé áõôÞ ç éóüôçôá êáëïýíôáé åëåýèåñá äéáíýóìáôá.

Äéáíýóìáôá ðïõ åßíáé áíôßññïðá êáé Ý÷ïõí ßóá ìÞêç êáëïýíôáé
áíôßèåôá äéáíýóìáôá. Óõìâïëßæïõìå ôï áíôßèåôï äéÜíõóìá ôïõ a ìå
−a.
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Ðñüóèåóç äéáíõóìÜôùí: Áí a êáé b åßíáé äýï äéáíýóìáôá, ôüôå ôï
Üèñïéóìá a+b åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ðïõ ðñïêýðôåé ùò åîÞò: Ôïðïèåôïýìå
ôï äéÜíõóìá b ìå ôÝôïéï ôñüðï þóôå ç áñ÷Þ ôïõ íá ôáõôßæåôáé ìå ôï
ðÝñáò ôïõ a. Ôï äéÜíõóìá a + b Ý÷åé ùò áñ÷Þ ôçí áñ÷Þ ôïõ a êáé ùò
ðÝñáò ôï ðÝñáò ôïõ b.
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ÄéáöïñÜ äéáíõóìÜôùí: Áí a êáé b åßíáé äýï äéáíýóìáôá, ôüôå ç äéáöïñÜ
a− b ïñßæåôáé ùò åîÞò:

a− b = a + (−b).

Ìçäåíéêü äéÜíõóìá: Ôï äéÜíõóìá ìå ìÞêïò ßóï ìå ôï ìçäÝí êáëåßôáé
ìçäåíéêü äéÜíõóìá êáé óõìâïëßæåôáé ìå 0. Ïñßæïõìå

0 + a = a + 0 = a

êáé
a− a = a + (−a) = 0.

Âáèìùôüò ðïëëáðëáóéáóìüò: Áí a åßíáé Ýíá ìç-ìçäåíéêü äéÜíõóìá
êáé k åßíáé ìç-ìçäåíéêüò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, ôüôå ôï ãéíüìåíï ka
ïñßæåôáé ùò ôï äéÜíõóìá ðïõ Ý÷åé ìÞêïò |k| öïñÝò ôï ìÞêïò ôïõ a êáé
Ý÷åé ôçí êáôåýèõíóç ôïõ a áí k > 0 êáé áíôßèåôç ôïõ a áí k< 0. Åðßóçò
ïñßæïõìå ka = 0 áí k = 0 Þ a = 0.

4.2 Äéáíýóìáôá óôïí IRn

Ïñéóìüò: Áí n åßíáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò, ôüôå
ìéá äéáôåôáãìÝíç n-Üäá åßíáé ìéá áêïëïõèßá áðü ðñáãìáôéêïýò
áñéèìïýò (a1, a2, . . . , an). Ôï óýíïëï üëùí ôùí n-Üäùí êáëåßôáé n-
äéÜóôáôïò ÷þñïò êáé óõìâïëßæåôáé ìå IRn.
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Åéäéêüôåñá ç n-Üäá (a1, a2, . . . , an) ïñßæåé Ýíá óçìåßï Þ Ýíá äéÜíõóìá
óôïí IRn. Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôïí IR3 Ý÷ïõìå

¸óôù ôï äéÜíõóìá a = (a1, a2, . . . , an). Ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß a1, a2, . . . , an

êáëïýíôáé óõíôåôáãìÝíåò ôïõ a.

Ïñéóìüò: Äýï äéáíýóìáôá a = (a1, a2, . . . , an) êáé b =
(b1, b2, . . . , bn) óôïí IRn åßíáé ßóá áí

a1 = b1, a2 = b2, . . . , an = bn.

Ôï Üèñïéóìá a + b ïñßæåôáé ùò
a + b = (a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn).

êáé áí k åßíáé ðñáãìáôéêüò áñéèìüò, ôüôå ï âáèìùôüò
ðïëëáðëáóéáóìüò ka ïñßæåôáé ùò

ka = (ka1, ka2, . . . , kan).
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Éäéüôçôåò ôùí äéáíõóìÜôùí

Ìå âÜóç ôï Üèñïéóìá ôùí äéáíõóìÜôùí Ý÷ïõìå ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:
Áí a, b, c ∈ IRn, ôüôå
1. (a + b) + c = a + (b + c) [ÐñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá]
2. a + b = b + a [ÁíôéìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá]
3. a + O = a [¾ðáñîç ôïõ ïõäÝôåñïõ óôïé÷åßïõ, ôï ìçäåíéêü
äéÜíõóìá O = (0, 0, . . . , 0)]
4. a + (−a) = 0� [¾ðáñîç áíôßèåôïõ äéáíýóìáôïò]
Ìå âÜóç ôï âáèìùôü ðïëëáðëáóéáóìü Ý÷ïõìå ôéò ðáñáêÜôù éäéüôçôåò:
Áí a, b ∈ IRn êáé k, λ ∈ IR, ôüôå
1. k(a + b) = ka + kb

2. (k + λ)a = ka + λa

3. (kλ)a = k(λa)

4. 1a = a

Åóùôåñéêü ãéíüìåíï

Ïñéóìüò: Áí a = (a1, a2, . . . , an) êáé b = (b1, b2, . . . , bn) åßíáé
äýï äéáíýóìáôá óôïí IRn, ôüôå ôï (Åõêëåßäåéï) åóùôåñéêü ãéíüìåíï

ïñßæåôáé ùò
a · b = 〈a,b〉 = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn.

Óõíçèßæåôáé íá áíáöåñüìáóôå óôïí IRn ìáæß ìå ôéò ðñÜîåéò ôçò ðñüóèåóçò,
ôïõ âáèìùôïý ðïëëáðëáóéáóìïý êáé ôïõ åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ ùòÅõêëåßäåéïò
÷þñïò n äéáóôÜóåùí.
Éäéüôçôåò åóùôåñéêïý ãéíïìÝíïõ: Áí a, b, c ∈ IRn êáé k ∈ IR, ôüôå
1. (a + b) · c = a · c + b · c
2. (ka) · b = k(a · b)
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3. a · b = b · a
4. a · a ≥ 0 êáé a · a = 0 áí êáé ìüíï áí a = 0� .
Óçìåßùóç: a · b ∈ IR

ÌÞêïò êáé áðüóôáóç óôïí IRn: ¸óôù üôé a = (a1, a2, . . . , an) êáé
b(b1, b2, . . . bn). Ç áðüóôáóç ìåôáîý ôùí óçìåßùí a êáé b åßíáé ßóç ìå

d =
√

(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 + · · ·+ (an − bn)2.

Ôï ìÞêïò ôïõ äéáíýóìáôïò a åßíáé ßóï ìå

‖a‖ =
√

a · a =
√

a2
1 + a2

2 + · · ·+ a2
n.

Ìïíáäéáßï äéÜíõóìá: Ôï äéÜíõóìá e êáëåßôáé ìïíáäéáßï áí ‖e‖ = 1.
Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå a ∈ IRn, ôï äéÜíõóìá ea =

a

‖a‖
åßíáé

ìïíáäéáßï äéÜíõóìá êáé Ý÷åé ôçí ßäéá êáôåýèõíóç ìå ôï a. Ãéá ðáñÜäåéãìá,
áí a = (2, 1, 3), ôüôå ea =

a

‖a‖
=

(2, 1, 3)√
4 + 1 + 9

=

(
2√
14

,
1√
14

,
3√
14

)
.

ÁõôÞ ç äéáäéêáóßá êáëåßôáé êáíïíéêïðïßçóç.
Áíéóüôçôá ôùí Cauchy-Schwaartz: Áí a, b ∈ IRn, ôüôå

(a · b)2 ≤ (a · a)(b · b)

Þ
(a · b)2 ≤ ‖a‖2‖b‖2

¢ñá
|a · b| ≤ ‖a‖‖b‖
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Áðü áõôÞ ôç ó÷Ýóç âñßóêïõìå
|a · b|
‖a‖‖b‖

≤ 1 ⇔ −1 ≤ |a · b|
‖a‖‖b‖

≤ 1

¢ñá õðÜñ÷åé ãùíßá θ ôÝôïéá þóôå

cos θ =
|a · b|
‖a‖‖b‖

êáé 0 ≤ θ ≤ π

Ïñßæïõìå ôçí θ ùò ôçí ãùíßá ìåôáîý ôùí äéáíõóìÜôùí a êáé b.
ÐáñÜäåéãìá: ¸óôù a = (4, 1, 2, 3), b = (0, 3, 8,−2), c = (3, 1, 2, 2).
Íá õðïëïãéóôïýí ôá åîÞò:
(i) ‖a + b‖ (ii) ‖a‖+ ‖b‖ (iii) ‖ − 2a‖+ 2‖a‖

(iv) ‖3a− 5b + c‖ (v) c
‖c‖ (vi)

∥∥∥ c
‖c‖

∥∥∥
Ëýóç:
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ÐáñÜäåéãìá: Íá áðïäåé÷èåß üôé
(i) ‖a + b‖2 + ‖a− b‖2 = 2‖a‖2 + 2‖b‖2

(ii) a · b = 1
4
‖a + b‖2 − 1

4
‖a− b‖2

Ëýóç:


