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1. (á) Íá âñåèåß ôï ðåäßï ïñéóìïý ôçò óõíÜñôçóçò f(x) =
√

x2 − 4x + 5.

(â) Íá ëõèåß ç åîßóùóç |8x− 3| = |4x + 5|.

(ã) Íá äåé÷èåß üôé sinh−1 x = ln[x +
√

1 + x2].

(ä) Äßíåôáé ç óõíÜñôçóç

f(x) =

{
sin2 3x

x2 , x< 0
x2+x+k
3x2+2

, x ≥ 0
.

(i) Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò k ôÝôïéá þóôå ç f íá åßíáé óõíå÷Þò óôï óçìåßï x = 0.
(ii) Íá õðïëïãéóôåß ôï üñéï lim

x→+∞ f(x).

2. Äßíåôáé ç êáìðýëç y =
x2 − 4x + 3

x2 − 10
.

(i) Íá âñåèïýí ôá ðåäßá ïñéóìïý êáé ôéìþí ôçò êáìðýëçò.
(ii) Íá âñåèïýí ôá óçìåßá ôïìÞò ôçò êáìðýëçò ìå ôïõò äýï Üîïíåò.
(iii) Íá âñåèïýí ïé ãñáììéêÝò áóýìðôùôåò ôçò êáìðýëçò.
(iv) Íá âñåèåß ç ðáñÜãùãïò ôçò y êáé íá äåé÷èåß üôé ìçäåíßæåôáé óôá óçìåßá x = 5

2 êáé x = 4.
(v) Íá ðñïóäéïñéóôïýí ôá ôïðéêÜ áêñüôáôá ôçò êáìðýëçò.
(vi) Íá åîåôáóôåß ôï ðñüóçìï ôçò êáìðýëçò.
(vii) Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò êáìðýëçò.

(viii) Íá ãßíåé ç ãñáöéêÞ ðáñÜóôáóç ôçò êáìðýëçò y =
x2 − 10

x2 − 4x + 3
.
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3. (á) Íá äéáôõðùèåß ôï èåþñçìá ìÝóçò ôéìÞò.
Íá áðïäåé÷èåß ç ôáõôüôçôá 1− tanh2 x = sech2x.

Íá äåé÷èåß üôé d
dx

(
tanh−1 x

)
=

1
1− x2

.

¸óôù ç óõíÜñôçóç f(x) = tanh−1 x, ç ïðïßá ïñßæåôáé óôï äéÜóôçìá [0, x], üðïõ x< 1. Í äåé÷èåß üôé

x< tanh−1 x<
x

1− x2
.

(â) ¸óôù In =
∫ π

0
xn sinxdx, n ≥ 0. Íá áðïäåé÷èåß üôé

In = πn − n(n− 1)In−2, n ≥ 2.

Íá õðïëïãéóôåß ôï ïëïêëÞñùìá
∫ π

0
x4 sinxdx.

4. (á) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ïñéóìü ôçò ðáñáãþãïõ, íá äåé÷èåß üôé

d
dx

(sinx) = cosx.

(â) Ç êëßóç ìéáò êáìðýëçò ó' Ýíá ïðïéïäÞðïôå óçìåßï (x, y) äßíåôáé áðü ôçí åîßóùóç

dy

dx
= (x− 1)(x− 2)2(x− 3)3(x− 4)4.

Íá åîåôáóôåß ç êáìðýëç ùò ðñïò ôç ìïíïôïíßá êáé íá ðñïóäéïñéóôïýí ôß åßíáé ôá óçìåßá óôá ïðïßá
ìçäåíßæåôáé ç êëßóç ôçò êáìðýëçò.

(ã) Íá âñåèïýí ôá áðüëõôá áêñüôáôá ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = 4x3 − 3x4 óôï äéÜóôçìá (−∞, +∞).

5. (á) Íá õðïëïãéóôïýí ìå áíôéêáôÜóôáóç, Þ äéáöïñåôéêÜ, ôá ïëïêëçñþìáôá:

(i)
∫ √

2

0
x2

√
4− x2dx

(ii)
∫ 2

1

dx

x2
√

5x2 − 4
, x =

1√
u

(iii)
∫ 4

2

√
(4− x)(x− 2)dx, x = 3 + sin θ

(â) Íá âñåèåß ç ôéìÞ ôçò óôáèåñÜò k, ãéá ôçí ïðïßá ôo ïëïêëÞñùìá
∫ ∞

0

(
x

x2 + 1
− k

3x + 1

)
dx

óõãêëßíåé. Ãéá áõôÞ ôçí ôéìÞ ôïõ k íá õðïëïãéóôåß ôï ïëïêëÞñùìá.
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6. Íá áðïäåé÷èåß üôé cosh2 2x = 1
2(1 + cosh 4x).

Áí sinhu = 4
3 , íá âñåèåß ç ôéìÞ ôïõ u óõíáñôÞóåé ôïõ öõóéêïý ëïãáñßèìïõ êáé óôç óõíÝ÷åéá íá âñåèïýí

ïé ôéìÝò ôùí óõíáñôÞóåùí sinh 2u, cosh 2u êáé sinh 4u.
¸óôù ç êáìðýëç y = 1

2 cosh 2x. Íá âñåèïýí:
(i) ôï åìâáäüí ôïõ ÷ùñßïõ R, ðïõ ðåñéêëåßåôáé áðü ôçí êáìðýëç, ôïõò äýï Üîïíåò êáé ôçí åõèåßá

x = ln 3,
(ii) ï üãêïò ôïõ óôåñåïý ðïõ ðáñÜãåôáé üôáí ôï ÷ùñßï R ðåñéóôñáöåß ãýñù áðü ôïí Üîïíá ôùí x,
(iii) ôï ìÞêïò ôüîïõ L ôçò êáìðýëçò óôï äéÜóôçìá [0, ln 3],
(iv) ç ðåñßìåôñïò ôïõ ÷ùñßïõ R,
(v) ôï åìâáäüí ôçò åðéöÜíåéáò ðïõ ðáñÜãåôáé üôáí ôï ôüîï L ðåñéóôñáöåß ãýñù áðü ôïí Üîïíá ôùí

x,
(vi) ç ìÝóç ôéìÞ ôçò êáìðýëçò óôï äéÜóôçìá [0, ln 3].

7. (á) ×ñçóéìïðïéþíôáò ôïí ôýðï, Þ äéáöïñåôéêÜ, íá âñåèïýí ïé ðñþôïé ôñåéò ìç-ìçäåíéêïß üñïé ôçò
óåéñÜò Maclaurin ôçò óõíÜñôçóçò f(x) = ln(1 + e−x).

Óôç óõíÝ÷åéá íá õðïëïãéóôåß ôï üñéï lim
x→0

{
1
x2

[
ln

(
1
2
(1 + e−x)

)
+

1
2
x

]}
.

(â) Íá åîåôáóôïýí ùò ðñïò ôç óýãêëéóç ïé ðáñáêÜôù óåéñÝò ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ äïóìÝíïõ êñéôçñßïõ:

(i)
∞∑

k=1

(
k + 1

k

)k

, êñéôÞñéï áðüêëéóçò

(ii)
∞∑

k=1

1
3kk2

, êñéôÞñéï ôïõ ëüãïõ

(iii)
∞∑

k=2

1
(ln k)k

, êñéôÞñéï ôçò ñßæáò

(iv)
∞∑

k=1

2k + 1
k4 + k

, êñéôÞñéï ïñéáêÞò óýãêñéóçò

(v)
∞∑

k=1

k + 2
k + 1

, êñéôÞñéï ïëïêëÞñùóçò
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