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Να λυθούν πέντε (5) ϑέµατα.

1. Να δειχθεί ότι δ
∫ x2

x1

F (x, y, y′) dx =

∫ x2

x1

δF (x, y, y′) dx.

Να ϐρεθεί η εξίσωση Euler (µε απόδειξη) για το πρόβληµα

δ

∫ x2

x1

F (x, y, y′) dx = 0.

Να ϐρεθεί η καµπύλη που δίνει ακρότατη τιµή στο ολοκλήρωµα∫ e

1

[
1

2
x2y′2 − 1

8
y2
]
dx,

όπου y(1) = 1 και y(e) = 0.
Στη περίπτωση που η συνάρτηση f = f(y, y′), δηλαδή δεν εξαρτάται άµεσα από το x, να δειχθεί ότι η εξίσωση
του Euler γράϕεται στη µορϕή

f − y′
∂f

∂y′
= c,

όπου c είναι σταθερά.
Να ϐρεθεί η λύση της εξίσωσης Euler για το ολοκλήρωµα∫ B

A

y′
2

1 + y2
dx,

όπου A(0, 0) και B(1, 2).
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2. Αν L{f(t)} = F (s), τότε να αποδειχθούν οι ιδιότητες :

(i) L{tnf(t)} = (−1)n
dn

dsn
[F (s)] (n ϑετικός ακέραιος)

(ii) L
{
1

t
f(t)

}
=

∫ ∞

s

F (u)du (το όριο lim
t→0+

f(t)

t
υπάρχει)

(iii) L
{∫ t

0

f(u)du

}
=

1

s
F (s)

Να ϐρεθεί η µετασχηµατισµένη Laplace της συνάρτησης

f(t) =

∫ ∞

t

e−u

u
du.

Να λυθεί η ολοκληρο-διαϕορική εξίσωση

dy

dt
+ y − 2

∫ t

0

y(u)du = 4, y(0) = 0.

Να λυθεί η διαϕορική εξίσωση

d2y

dt2
+ 2t

dy

dt
− 4y = 1, y(0) = y′(0) = 0.

3. Να διατυπωθεί το ϑεώρηµα σύγκλισης για σειρές Fourier.
Αν x ∈ (−π, π), να δειχθεί ότι

∞∑
n=1

(−1)n+1 sinnx

n
=

x

2
.

Χρησιµοποιώντας την πιο πάνω σχέση να ϐρεθεί η σειρά Fourier της συνάρτησης f(x) = x2 στο διάστηµα
(−π, π). Στη συνέχεια να γίνει η γραϕική παράσταση αυτής της σειράς Fourier στο διάστηµα (−3π, 3π).
Να υπολογιστούν τα αθροίσµατα

∞∑
n=1

(−1)n−1

2n− 1
,

∞∑
n=1

1

n2
.

Να ϐρεθεί η σειρά Fourier της συνάρτησης f(x) = x3 − π2x στο διάστηµα (−π, π).
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4. (α) ΄Εστω η συνάρτηση

f(x) =

{
1, |x| < 1
0, |x| > 1

.

Να ϐρεθεί ο µετασχηµατισµός Fourier της f(x) και στη συνέχεια να δειχθεί ότι∫ ∞

0

sinu

u
du =

π

2
.

Να ϐρεθεί ο συνηµιτονικός µετασχηµατισµός Fourier της f(x) και στη συνέχεια να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ ∞

0

sinu cos au

u
du,

όπου a είναι πραγµατικός αριθµός.

(ϐ) Να ϐρεθεί το ηµιτονικό και το συνηµιτονικό ολοκλήρωµα της συνάρτησης f(x) = e−x sinx.
Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ ∞

0

2− x2

4 + x4
cos axdx.

5. (α) Χρησιµοποιώντας τη γεννήτρια συνάρτηση για τις συναρτήσεις Bessel, να δειχθεί ότι

cos(x sin θ) = J0(x) + 2

∞∑
n=1

J2n(x) cos(2nθ).

Στη συνέχεια να δειχθεί ότι

J0(x) =
2

π

∫ π
2

0

cos(x sin θ)dθ.

(ϐ) Τα πολυώνυµα Laguerre ορίζονται από τον τύπο (τύπος του Rodrigue)

Ln(x) =
ex

n!

dn

dxn
(xne−x).

Να ϐρεθούν τα πολυώνυµα L0(x), L1(x) και L2(x).
Τα πολυώνυµα Laguerre ικανοποιούν τη διαϕορική εξίσωση

x
d2y

dx2
+ (1− x)

dy

dx
+ ny = 0, n = 0, 1, 2, . . . .

Να δειχθεί ότι τα πολυώνυµα Laguerre είναι ένα ορθογώνιο σύνολο συναρτήσεων στο διάστηµα (0,+∞) ως προς
τη συνάρτηση ϐάρους w(x) = e−x.
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6. ΄Εστω Pn(x) τα πολυώνυµα Legendre. ∆ίνεται ότι τα πολυώνυµα Legendre Pn(x) ικανοποιούν τη διαϕο-
ϱική εξίσωση

(1− x2)y′′(x)− 2xy′(x) + n(n+ 1)y(x) = 0.

Να δειχθεί ότι το σύνολο των πολυώνυµων Legendre {Pn (x)} είναι ορθογώνιο στο διάστηµα (−1, 1) και ότι

∥Pn (x)∥2 =
2

2n+ 1
.

Να αποδειχθεί ο αναδροµικός τύπος

(2n+ 1)xPn(x) = (n+ 1)Pn+1(x) + nPn−1(x).

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ 1

0

x2Pn+1(x)Pn−1(x)dx.

7. (α) Να µετασχηµατισθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

d2y

dx2
+ λx2y = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0

(i) σε Volterra ολοκληρωτική εξίσωση µε άγνωστη συνάρτηση την ϕ(x) =
d2y

dx2
,

(ii) σε Volterra ολοκληρωτική εξίσωση µε άγνωστη συνάρτηση την y(x).

(ϐ) Αϕού ϐρεθεί η συνάρτηση Green για τον κατάλληλο διαϕορικό τελεστή, ή διαϕορετικά, να µετασχηµα-
τιστεί το πρόβληµα

x2 d
2y

dx2
+ x

dy

dx
+ (λx2 − 4)y = 0, y(0) = y(1) = 0

σε Fredholm ολοκληρωτική εξίσωση.

8. Να δοθεί ο ορισµός της µοναδιαίας ϐηµατικής συνάρτησης, U(t− a), a > 0.
Να δειχθεί ότι L{f(t− a)U(t− a)} = e−asL{f(t)}.
Η µετασχηµατισµένη Laplace της συνάρτησης u(x, t) ως προς τη µεταβλητή t, ορίζεται ως

L{u(x, t)} =

∫ +∞

0

e−stu(x, t)dt = U(x, s),

όπου το x ϑεωρείται ως παράµετρος. Να δειχθεί ότι

L
{
∂u

∂t

}
= sU(x, s)− u(x, 0), L

{
∂2u

∂t2

}
= s2U(x, s)− su(x, 0)− ut(x, 0) και L

{
∂2u

∂x2

}
=

d2U

dx2
.

Να λυθεί το πρόβληµα συνοριακών και αρχικών τιµών

uxx = c2utt + 2ckut + k2u, x > 0, t > 0,

u(0, t) = sin t, t > 0,

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x > 0,

|u(x, t)| < M,

όπου c και k είναι σταθερές.
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